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Introducere

Eroul principal al acestei carti este numarul, ,.el, care a
declansat atatea secole de matematica si este inca un mister pentru
matematician” ([7]). Scopul prezentei lucrari este de a diminua in
masura posibilitatilor partea misterioasa a numerelor, de a elucida
unele aspecte esentiale ale acestui concept de baza al matematicii.
Esenta lucrdrii consta in abordarea problemei din punct de vedere
axiomatic, ceea ce permite obtinerea tuturor sistemelor numerice
principale, consecutiv, in ordinea lor fireasca: numere naturale N,
intregi Z, rationale Q, reale R, complexe C, hipercomplexe H.

Incepand cu sistemul de numere naturale, fiecare sistem urmitor de
numere 1l generalizeaza pe cel precedent si il contine, posedand
proprietati noi. Se termind construirea acestui ,,edificiu” cu fixarea
sacoperisului” — teorema lui Frobenius, care aratd ca alte
generalizari de acest tip nu exista.

R.Dedekind, unul dintre fondatorii acestui domeniu al
matematicii, afirma ca ,,numerele sunt creatii libere ale intelectului
uman, ele servesc ca mijloc de a intelege mai usor si mai clar
diversitatea lucrurilor”. Fara a exagera se poate spune ca sistemele
numerice traditionale formeaza cel mai important fundament al
intregii matematici, de aceea cunoasterea acestui domeniu este
absolut obligatorie pentru orice om ce se intereseaza de matematica,
atat pentru profesionisti, cat si pentru amatori. O bund parte a
istoriei matematicii este, de fapt, istoria dezvoltarii notiunii de
numar. Este usor de observat ca ordinea expunerii noastre a
sistemelor numerice nu corespunde in totalitate cu ordinea aparitiei
istorice a acestor tipuri de numere (de exemplu, numerele negative
au aparut mai tarziu decat cele rationale pozitive).

Remarcam ca materia expusa in aceastd carte a servit drept
baza pentru un curs care in diferite timpuri s-a numit ,,Bazele
aritmeticii”, ,,Bazele cursului scolar de matematica”, ,,Sisteme
numerice”, ,,Aritmetica teoretica”.

In mod traditional, expunerea incepe cu cel mai ,simplu”
sistem numeric — cel al numerelor naturale N . El se defineste cu
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ajutorul sistemului de axiome Peano, printre care cea mai lucrativa
este axioma inductiei, ea servind drept bazd pentru cunoscuta
metoda de demonstrare — metoda inductiei matematice. Reiesind din
axiome, se obtine existenta operatiilor de adunare si inmultire si
proprietatile lor, cat si relatia de ordine (totald) inN . Astfel intreaga
teorie a numerelor naturale poate fi dedusa din sistemul de axiome
Peano.

Cercetarea numerelor, efectuati in aceastd lucrare, are la
baza notiunea de multime si aplicarea consecventd a metodei
axiomatice. Noi vom utiliza in continutul de baza al lucrarii numai
unele rezultate din teoria multimilor (fard a specifica axiomatica
acestei teorii) si unele aspecte din logica matematica. Totusi, in
Anexa I prezentam un sistem de axiome al teoriei multimilor,
suficient pentru expunerea materialului acestei lucrari. Se stie ca
conditiile principale referitoare la un sistem de axiome sunt
urmatoarele: compatibilitatea (lipsa contradictiilor), completitudinea
si independenta axiomelor. Prima conditie poate fi verificata prin
construirea unor interpretari (modele) si se reduce in cazul nostru la
existenta sistemului numeric, definit prin axiomele formulate. A
doua conditie constd in existenta unui singur obiect (facand
abstractie de izomorfism) care satisface aceste axiome si, in cazul
nostru, se reduce la unicitatea sistemului numeric construit in baza
axiomelor date. A treia conditie pentru un sistem din 7 axiome se
verificd cu ajutorul unor interpretiri (modele) construite pentru
n—1 axiome. Din aceste considerente principiale rezultd schema
expunerii materialului pentru fiecare dintre sistemele numerice
cercetate: mai intdi se introduce definitia sistemului numeric (ea
contine axiomele sistemului numeric analizat), se demonstreaza
unicitatea sistemului numeric, iar apoi se arata existenta lui printr-o
metodd speciala de constructie a sistemului. Independenta
axiomelor se aratd numai pentru numerele naturale, iar in celelalte
cazuri se considera cd aceasta cerintd nu joacd un rol esential.

La trecerea de la un sistem numeric la altul se arata
necesitatea extinderii sistemului precedent, de reguld se invoca
necesitatea inchiderii acestui sistem in raport cu noi operatii,



precum scaderea, impartirea, trecerea la limita, extragerea raddcinii.
Largirea sistemului precedent se intelege in sensul ca sistemul nou
contine o parte ,jizomorfa” cu sistemul care este extins. Astfel
sistemul numeric nou il contine si il ,,perfectioneaza” pe cel vechi,
avand in acelasi timp si proprietati noi.

Cel mai important pas In acest proces de extindere a
sistemelor numerice constda in demonstrarea existentei noului
sistem, aratand In mod concret metoda de construire a lui cu
ajutorul sistemului numeric precedent. Astfel existenta sistemului
nou rezultd din existenta predecesorului sau. Cat priveste baza
acestui proces — sistemul numerelor naturale, existenta lui este
echivalenta cu existenta unei multimi infinite. Aceasta are loc daca
acceptam axioma infinitului, care este o parte componentd a
axiomaticii teoriei multimilor.

Ca si alte domenii ale matematicii, cel cercetat in aceasta
lucrare este rodul muncii asidue a multor generatii de
matematicieni. Vom numi doar cativa dintre cei mai celebri savanti
care si-au adus aportul In dezvoltarea teoriei sistemelor numerice pe
parcursul istoriei: Euclid (356-300 i.e.n.), Arhimedes (287-212
i.e.n.), Rene Descartes (1596-1650), Leonard Euler (1707-1783),
Carl Fridrich Gauss (1777-1855), Augustin-Louis Cauchy (1789-
1857), William Hamilton (1805-1865), Richard Dedekind (1831-
1916), Georg Cantor (1845-1918), Ferdinand Frobenius (1849-
1917), Giusseppe Peano (1858-1932).



Capitolul I

Numere naturale

§1. Axiomele lui Peano. Unicitatea si existenta
sistemului de numere naturale

In cadrul tendintelor de axiomatizare a matematicii s-a
incercat si axiomatizarea aritmeticii. In cele ce urmeaza vom
prezenta una din variantele posibile de axiomatizare a aritmeticii (in
special a numerelor naturale) — cea propusd de matematicianul
italian Giusseppe Peano (1858-1932).

Definitia 1. Vom numi sistem Peano (sau sistem de numere
naturale) un triplet (N,0,s), format dintr-o multime nevida N, un
element evidentiat al ei 0 N §i o aplicatie s: N — N (functia-
succesor), care satisfac conditiile:

B) s(x)#0, pentru orice xe N (adica 0 nu este succesor

pentru nici un element din N, de aceea el se va numi element
initial);

P,) s este o functie injectiva: s(x,)=s(x,)=x, =x, (adica

elemente diferite au succesori diferiti),

P,) daca submultimea P — N poseda proprietatile:

(i) 0eP,
(ii) xe P implica s(x)e P,
atunci P coincide cu N (P=N).

Afirmatiile B), P,), B) se numesc axiomele lui Peano. Un
rol deosebit il joacd axioma PF,) numitd axioma inductiei, care

serveste bazd pentru demonstratii prin metoda inductiei matematice
(conditia (i) este baza inductiei, iar conditia (ii) reprezinta pasul



inductiei, adica trecerea de la elementul xe P la succesorul sdu
s(x) € P). Elementul x se va numi predecesorul lui s(x).

Unul dintre rezultatele principale despre sistemele Peano
consta Tn urmatoarele.

Teorema 1.1. Fie (N,0,s) un sistem Peano arbitrar. Atunci:

1) pentru orice element ye N,y #0, exista xe N astfel
incat y=s(x) (adica orice element nenul din N poseda
predecesorin N );

2) pentru orice triplet (A,0,4), unde A este o multime
nevida, 0 este un element evidentiat din A §i A este o
aplicatie din A in A, exista o unica functie f:N — A,
astfel incat f(0)=6 si fos=Aof, adica f(s(x))=
A(f(x)), pentru orice x € N ( f pastreaza elementul initial
§i este compatibila cu aplicatiile s si A ale sistemelor

date):
f
N - > A
S\L l/i
A
N ----------- > A

3) daca (A,0,1) este de asemenea un sistem Peano, atunci
f este o functie bijectiva.

Demonstratie. 1) Notam prin s(N)={s(x)|xe N} imaginea
aplicatiei s: N — N. Separdm in N submultimea M = {O}US(N ).

Deoarece sunt verificate conditiile:
(i) 0eM,
(i) din M < N rezultd s(M)cs(N)c M



(adicd x € M implicd s(x) e M), putem aplica axioma F,) pentru

multimea M si obtinem M = N . Prin urmare, orice element nenul
y € N apartine lui s(N), adica exista x € N, astfel incat y = s(x).

2) Consideram produsul cartezian N x 4= {(n,a)|ne€ N,a € A}.
Vom cerceta submultimi £ < N x A cu proprietatile:
a) (0,0)eE;
p) dacd (x,y)e E, atunci (s(x),A(y)) € E.
Notam prin § familia tuturor submultimilor Ec NxA ce
verificd «) si f). Este evident ca Nx A4S, de aceea S# . Fie

F=E.Atunci FeS si F este cea mai mica submultime in
EeS

N x A care satisface @) si f). Sa ardtam ca F' poseda proprietatile:

1. Pentru orice xe N exista y€ A astfel incat (x,y) € F,
II. Daca (x,y,),(x,y,) € F, atunci y, =y,
(adica orice x € N are un ,,insotitor” si acesta este unic).

Verificam proprietatea I. Considerdm submultimea
P={xeN|3yed, (x,y)eF}.
Deoarece F €8, din conditia o) avem (0,0)e F, adica 0eP.
Mai mult, dacd x e P atunci prin definitie (x,y)e F pentru un
element ye A, si din conditia f) avem (s(x),A(y))eF, prin
urmare s(x) € P. Acum putem aplica axioma F) multimii P,
obtinand P = N, adica are loc proprietatea 1.

Verificam proprietatea II. Separdm in N submultimea:
P={xe N| exista un singur y € A astfel incat (x,y)e F}.
Avem (0,0)e F si, daca (0,y)e F pentru un elementy =0,
atunci notdind F'=F\{(0,y)}, obtinem multimea F'e S (adica



F' satisface @) si B)) si F'GF, ceea ce contrazice minimalitatea

lui F. Prinurmare, y=6 si 0eP.

Sa aratdim ca din conditia x € P urmeaza s(x)e€ P. Fie xe€ P,
adica exista un singur y€ 4 cu (x,y) e F. Atunci din conditia /)
rezultd ca (s(x),A(y))e F. Daca s(x)¢ P, atunci existd ze A4,
z# A(y) incat (s(x),z)eF; notam F"=F\{s(x),z)}. Se observa

ca F'eS si F 'EF , In contradictie cu minimalitatea lui F.

Aceasta aratd cd s(x) e P. Acum din axioma P,) rezultda P=N,
adicd F' poseda proprietatea II.

Cele doud proprietati I si II ale multimii /' ne permit sa definim

o functie f: N — A prin regula:
f(x)=y & (x,y)eF.

Din conditia «) avem f(0) =6, iar din conditia f) rezultd ca
pentru orice xe N din (x, f(x)) € F urmeazd (s(x),Af(x))eF,
iar din definitia functiei f avem:

S (s(x)) = A(f (%)), (1
pentru orice xe N  adicd fos=Aof. Ramine de verificat
unicitatea acestei functii. Fie cd mai existd o functie g: N > 4 cu
g(0)=6 si gos=A0g. Consideram multimea

P={xeN| g(x)= f(x)}.

Deoarece f(0)=86 si g(0)=6 avem 0 P. Mai mult, daca xe P
atunci g(x) = f(x), de aceea:

M
g(s(x)) = A(g(x)) = A(f (x)) = f (s(x)),
prin urmare s(x)<€ P. Acum putem aplica axioma £,) din care

rezulta P=N, ceeace denotica g=f.

3) Presupunem ca si tripletul (4,0, 1) este un sistem Peano, ca
si cel initial (NV,0,s). Din cele aratate mai sus (p.2) rezulta ca exista
o singura functie f : N — A cu proprietatile
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f0)=0, fos=Aof. 2
Dar afirmatia din p.2) se poate aplica si la sistemul Peano
(A4,0,1), obtinand o unica functie f': 4— N cu conditii similare:

f(0)=0, f'od=s0f" 3)

f
Ngrrrorrzos > A
f 1
s \Ll
f
Ngooom2 A
f 1

Atunci pentru produsul f'o f: N - N avem:

(f'o )0 = F'(f(0) = £(6) =0,
(f'ofYos=f'o(fos)= f'o(ho f) =
—(f'od)o f =(so f)o f =50(f"o f).

Afirmatia de unicitate din p.2), aplicatd la morfismul
f'of:N—> N, nearatd ca f'o f=1,. In mod similar se arata ca
fof'=1,, prin urmare aplicatiile f si f’ sunt reciproc inverse,

adica f este o bijectie. O
Din ultima afirmatie a acestei teoreme rezulta

Corolarul 1.2. (unicitatea sistemului Peano). Orice doua
sisteme Peano (N,,0,,s,) si (N,,0,,s,) coincid in limitele unei

bijectii f:N, > N, cu proprietatile f(0,)=0, si fos =s,0f
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(conservarea elementului initial si compatibilitatea cu functiile-
succesor). O

In acest sens se poate vorbi despre unicitatea sistemului Peano
(pana la un izomorfism).
Fixam un sistem arbitrar Peano (N,0,s). Elementele lui le vom

numi numere naturale. Daca neN atunci numarul »n'=s(n) se

numeste succesorul lui n, iar n se numeste predecesorul lui n'.
Numerele naturale sunt notate astfel:
def def
0, 1=s(0), 2=s(),
si se numesc, respectiv: zero, unu, doi s.a.m.d.

Sa trecem la cercetarea problemei despre existenta sistemului de
numere naturale (sau a sistemului Peano). In cadrul axiomaticii
propuse aici ea nu poate fi rezolvata, deoarece depinde de sistemul
de axiome al teoriei multimilor pe care ne bazam. Pentru a formula
una dintre aceste axiome sa amintim definitia notiunii de multime
infinita (ce nu depinde de multimea numerelor naturale).

Multimea M se numeste infinita daca exista o aplicatie injectiva
f:M — M, astfel incat f(M)# M. (Aceasta definitie provine de
la Dedekind si exprima ideea ca in multimile finite orice aplicatie
injectivd f: M — M este o bijectie si numai pentru multimile
infinite poate exista o aplicatie injectiva f: M — M care nu este o
bijectie).

Acum putem formula:

Axioma infinitului. Exista multimi infinite.

Propozitia 1.3. Existenta sistemului de numere naturale (N,0,s)

(sau a unui sistem Peano) este echivalentd cu existenta unei multimi
infinite (adicad cu axioma infinitului).

Demonstratie. (=) Fie (N,0,s) un sistem Peano. Atunci functia
s:N—> N este o aplicatie injectivd (axioma £F,)) st s(N)=N,
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deoarece 0¢ s(N) conform axiomei F). Prin urmare, N este o
multime infinita.

(<) Fie 4 o multime infinitd. Atunci, prin definitie, exista o
aplicatie injectivd f: 4 — A cu proprietatea f(A)# A. De aceea
putem alege un element 0 € A4 astfel incat 0 ¢ f(A).

Fie J totalitatea acelor submultimi M < 4, care posedi
proprietatile: 0 e M si f(M)< M. Deoarece A€J, avem J # O

si putem defini submultimea N = (| M. Atunci tripletul (N,0, 1 |,)
MeJ

este un sistem Peano:

B): 0g f(N) (deoarece 0 ¢ f(A4) si f(N)< f(4));

P): aplicatia f|, (restrictia lui f pe N ) este injectiva,
deoarece f este injectiva;

P): fieca Pc N si P poseda proprietatile:

(i) OeP,

(i1)) xe€ P implica f(x)eP.

Astfel avem 0 e P si f(P) < P, deci Pe J si din definitia
lui N,rezulta Nc P, prinurmare N=P. O

Observatie. La sfarsitul acestei lucrdri, in Anexa I, este expus
un sistem de axiome ale teoriei multimilor. Scopul teoriei
axiomatice a multimilor este de a indica un sistem de axiome, in
baza cdruia ar putea fi construita teoria multimilor, fard a conduce
la aparitia paradoxurilor.

In incheierea acestui compartiment remarcim faptul ci existd
diverse forme de expunere a axiomelor lui Peano. Pentru cele ce
urmeaza (demonstrarea independentei axiomelor) este comod de
utilizat urmatoarea forma a axiomelor Peano.
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Definitia 2. Numere naturale se numesc elementele unei multimi
N in care pentru unele elemente a §i b exista relatia ,, b este
succesorul elementului a” (numarul ce succede lui a se noteaza
cu a') si care satisface urmatoarele axiome:

1. Exista numarul 0 care nu succede nici unui numadr natural,
adica a' #0 pentru orice a € N;
II. Pentru orice numar a €N exista succesorul sau a' care
este unic (adica din a=b rezulta a' =b"),
1Il. Orice numar succede nu mai mult decat unui numar, adica
din a'=b" rezulta a=>b;
V. (Axioma inductiei) Orice submultime M c N ce poseda
proprietatile:
(i) 0OeM,
(i) aeM implica a'eM,
contine toate numerele naturale (M =N).

Observam ca sistemul de axiome F)—F,) este echivalent cu

sistemul de axiome I-IV. Relatia binard ,,b este succesorul
elementului a¢” pe multimea N, ce verificd axioma II, defineste o
functie-succesor s pe N, iar axioma III cere ca functia s sa fie
injectiva.

Alta varianta a axiomei IV este urmatoarea:

IV*  Daca M cN, M #OD si M poseda proprietdtile:
(i)*  daca exista un astfel de numar 0eN, ce nu
succede nici unui numar natural, atunci 0e M,
(ii) aeM implica a'e M,
atunci M coincide cu N .
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Exerecitii

1. Demonstrati cd multimea punctelor oricarui segment al unei drepte este
infinita.

2. Indicati un mod de a stabili o corespondentd bijectiva intre multimea
punctelor unei drepte si multimea punctelor interioare ale unui segment
al dreptei date.

3. Demonstrati cd sistemul de axiome B),P),P,) este echivalent cu

sistemul de axiome I, II, III, TV.

§2. Adunarea si inmultirea numerelor naturale

Sa amintim mai Intdi cd operatie algebrica (sau lege de
compozitie) pe multimea A se numeste orice aplicatie de forma:
@p:AxA—> A4, (x,y) > @(x,y) € A
In acest compartiment vom defini si vom cerceta doua operatii pe
multimea N a numerelor naturale, cu elementul initial 0 e N si
functia-succesor s: N — N . Pentru comoditate vom nota s(n) =n'".

Teorema 2.1. Exista o unica lege de compozitie
¢:NxN—>N, p(m,n)=m+n

(notata aditiv si numita adunare) pe multimea numerelor

naturale N astfel incat sunt satisfacute conditiile:

A) m+0=m pentruorice meN;

A)) m+n'=(m+n) pentru orice m,n € N.

Demonstratie. Fixdm un numar natural m € N si construim cu
ajutorul lui tripletul (N,m,s=()"). Conform teoremei 1.1, p.2),

existd o unica functie f, :N — N astfel incat f, (0)=m si f, (n')=
(f,(n))". Acum pentru orice pereche (m,n)e NxN definim legea
de compozitie ¢ (sau ,,+7) astfel:

o(m,n)=m-+n= f,(n) (1)
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Din aceasta definitie obtinem:
m+0=f (0)=m (conditia 4,));
m+n'=f, (n')=(f, (n)) =(m+n) (conditia 4,)),
deci operatia (+) satisface conditiile 4,) si 4, ). Riméne de verificat

unicitatea acestei operatii. Fie cd mai avem o lege de compozitie
v: NxN—>N cuconditiile 4,)si 4,):

4): w(m,0)=m pentru orice m e N;
4,)): 1//(m,n') = (W(m,n))' pentru orice m,n € N.
Fixdm un element m € N si definim aplicatia g, :N — N astfel:
g, (n)=y(m,n), VneN.
Din conditia 4,) avem g, (0) =w(m,0) =m, iar din 4,) obtinem:
g, () =y (m,n') = (v (m,n)) = (g, (m)".
Prin urmare, g, satisface conditiile din Teorema 1.1, p.2), de unde
rezultd cd g, = f,. Acum pentru orice m,n € N avem:

y(m,n)=g,(n) = f,(n)=p(m,n),
adica p=y. O

Astfel conditiile 4,) si4,) definesc in mod unic operatia adunarii

in N. Aceste conditii se numesc axiomele adunarii in N.

In continuare vom demonstra unele proprietiti ale operatiei
adundrii in N. Pentru aceasta avem nevoie de urmdtoarea afirmatie
preliminara.

Lema 2.2. Operatia adunarii in N satisface conditiile:
A"  O+n=n, pentru orice neN;

A°) m'+n=(m+n), pentruorice m,neN.
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Demonstratie. A") Fie P={n e N|0+n=n}. Aplicand 4,) pentru
m=0, avem 0+0=0, adicd 0 € P. Daca ne P atunci O+n=n si,
aplicand 4,), obtinem

0+n'=0+n)=n',
deci n’' € P. Acum putem aplica axioma P,) din care rezulta P =N,

adici are loc 4").
A4,°) Fie
P={neN|m'+n=(m+n)", pentru orice m € N}.

Din A4) rezulta m'+0=m'=(m+0)’, deci 0 P. Dacd neP,
atunci m'+n=(m+n)" pentru orice meN, de aceea din A4,)
obtinem:

m'+n'=(m'+n) =((m+n)) =(m+n'y,
adica n'e P. Axioma P)) implica P=N, adica are loc conditia
4°).o

Urmatoarea teorema contine proprietatile de baza ale operatiei de
adunare in N : asociativitatea si comutativitatea ei.

Teorema 2.3. Adunarea numerelor naturale este asociativa §i
comutativa, iar elementul initial 0 € N este element neutru in raport
cu aceasta operatie, adica:
1) (im+n)+p=m+(n+p),
2) m+n=n+m,
3) 0+n=n+0=n,

pentru orice m,n,p € N.

Demonstratie. 1) Fixdm numerele m,neN si consideram

multimea:
P={peN|(m+n)+ p=m+(n+p)}.
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Din 4,) avem (m+n)+0=m+n si m+(n+0)=m+n, prin urmare,
0 € P. Pentru orice p € P din conditia 4,) obtinem:
(m+n)+p'=((m+n)+p) =(m+(n+p) =
=m+(n+p)=m+(n+p,

prin urmare, p’'€ P. Din axioma P,) avem P =N, adicd adunarea
este asociativa.

2) Fixdm un element m € N si consideram submultimea:

P={neN|m+n=n+mj}.

Din 4) si 4°) avem m+0=m=0+m, prin urmare 0¢c P.
Daca neP, atunci m+n=n+m si, utilizdnd conditiile 4,) si
4,"), obtinem:

m+n'=(m+n)=m+m) =n"+m,
adica n' € P. Axioma P,) acum implica P =N, adica adunarea este
comutativa.
3)Din 4") si 4) avem 0+n=n=n+0 pentru orice ne N. O

Acum vom utiliza operatia de adunare pentru a defini in N o altd
lege de compozitie — inmultirea numerelor naturale.

Teorema 2.4. Pe multimea numerelor naturale (N,0,()") se
poate defini o unica lege de compozitie
¢:NxN—>N | p(m,n)=m-n,
(notata multiplicativ si numita inmultire) care satisface conditiile:
1) m-0=0 pentru orice meN;

L,) m-n"=mn+m pentru orice m,n e N.

Demonstratie. Fixam elementul m € N si definim cu ajutorul lui
aplicatia 4 :N — N prin regula

def
A (n)=n+m
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pentru orice n € N. Obtinem tripletul (N,0,4,). Din Teorema 1.1,
p.2), rezultd cad existd o unicd functie f, : N—> N ce verificd
conditiile

£,0)=0, ()= 2,(f,(m) = £, (n)+m
pentru orice n € N. Definim pentru oricem,n € N operatia inmultirii
prin regula:

def
m-n= f,(n). )
Din definitie rezulta imediat:
m-0=f,(0)=0,

m-n'=f (n)y=f (n)+m=m-n+m,
adica sunt satisfacute conditiile /,) si 1,).

Sa ardtdm unicitatea operatiei ¢ =(-), definite prin @(m,n)=
f,,(n)=m-n. Presupunem cd mai existd o operatie y ce verifica
conditiile /,) si /,). Atunci pentru orice meN avem functia
g,:N—>N, unde g (n)=w(m,n). Conditiile ;) si /,) aratd ca
g, este o aplicatie ca In Teorema 1.1, p.2), de aceea din unicitatea

eirezulti ca f, =g, , deunde obtinem ¢p=y.0O

Conditiile /,) si /,) se numesc axiomele inmultirii in N.

Trecand la cercetarea proprietdtilor acestei operatii, mai Intai
demonstram

Lema 2.5. [nmultirea numerelor naturale satisface conditiile:
1) 0-n=0 pentru orice neN;

0 .
1,)) m'-n=m-n+n pentru orice m,n € N.

Demonstratie. 1) Notim P={neN|0-n=0}. Din /,) pentru
m=0 avem 0-0=0, adicd 0 P. Daca ne P atunci 0-n=0 si
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utilizind 7,) si 4,), obtinem: 0-n'=0-n+0=0+0=0, prin
urmare, n' € P. Axioma P,) implicd P=N, deci are loc 1,”).
1,°) Fixdm un numdr natural m € N si notdm:
P={neN|m' -n=mn+n}.
Din /) avem m'-0=0 si m-0+0=0+0=0, de aceea O P.
Daca ne P, atunci m'n=mn+n si, cu ajutorul conditiilor 7,) si
A)), precum si luand 1in considerare asociativitatea i

comutativitatea adundrii, obtinem:
m'n'=m'n+m' =(mn+n)+m'

=mn+n+m')=mn+(n+m)
=mn+(m+n) =mn+(m+n")=
=(mn+m)+n" =mn'+n',
ceea ce aratd cd n' € P. Din axioma P,) rezultd P =N, adica are

loc 1,Y). o

Cu ajutorul acestei leme acum putem demonstra proprietatile de
baza ale operatiei de inmultire a numerelor naturale.

Teorema 2.6. [nmultirea numerelor naturale este distributivi in
raport cu adunarea, este asociativa §i comutativd, iar numadrul
1=0" este element neutru in raport cu aceastd operatie, adicd:

1)  m(n+ p)=mn+mp,

2)  (mn)p=m(np),

3) mn=nm,

4) l-n=n-l=n,
pentru orice m,n,p € N.

Demonstratie. 1) Fixdm numerele m,neN si consideram

multimea:
P={peN|m(n+ p)=mn+mp}.
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Din 4,) si ;) avem:
m(n+0)=mn, mn+m-0=mn+0=mn,
de unde rezulta 0 € P.
Daca p € P, atunci utilizdnd 4,), I,) si asociativitatea operatiei
de adunare, obtinem:
mn+p)y=m(n+ p) =mn+p)+m=mn+mp)+m=
=mn+(mp+m)=mn+mp',
de aceea p' e P. Din axioma P,) avem P =N, deci are loc 1).
2) Fixam numerele m,n € N si definim multimea
P={peN[(mn)p=mnp);.
Din /) avem (mn)0=0 si m(n-0)=m-0=0, de aceea 0 € P.
Daca peP, atunci (mn)p=m(np) si, utilizand 1,) si
distributivitatea Tnmultirii In raport cu adunarea, obtinem:
(mn) p' = (mn) p+ mn=m(np)+mn =m(np +n) =m(np"),
deci p'e P. Acum axioma FP,) aratd cd P =N, adica are loc 2).
3) Fixdm m e N i notdm:
P={neN|mn=nm}.
Din 1,) si 1) avem m-0=0=0-m, deci 0eP. Dacd neP,
atunci mn=nm sidin I1,) si ,") obtinem:
mn'=mn+m=nm+m=n'm,
deci n'e P. Din axioma P,) rezultd P =N, deci are loc 3).
4) Utilizand 3), 1,), 1,) si 4"), avem:
l'n=n-1=n-0'=n-0+n=0+n=n. 0

Finalizdm acest paragraf cu inca o serie de proprietati utile ale
operatiilor de adunare si inmultire ale numerelor naturale.

Propozitia 2.7. Pentru orice numere naturale m,n,p €N au loc

afirmatiile:
1) daca m+n=0, atunci m=0 gi n=0;
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2) daca m+n=m+ p, atunci n= p;
3) daca mn=0, atunci m=0 sau n=0;
4) daca mn=mp si m#0, atunci n= p,
5) daca mn=1, atunci m=1g§i n=1.

Demonstratie. 1) Fie m+n=0 si m=0. Atunci conform
Teoremei 1.1, p.1), elementul m are predecesor, adica m=u'

pentru un element « € N. Prin urmare, din 4,°) si axioma P) avem:
m+n=u'+n=w+n) =0,
contradictie. Deci m=0 si n=0+n=m+n=0.
2) Fie
P={meN|m+n=m+ pimplica n= p}.

Evident, 0 € P. Luam un element arbitrar m € P. Atunci relatia
m+n=m+ p implica n=p si daca presupunem m'+n=m'+ p,
din 4,°) obtinem (m+n)' =(m+ p)'si axioma P,) aratd cd in acest
caz m+n=m+ p. Conform ipotezei, aceasta implicd n= p, prin
urmare, m'e P. Astfel putem aplica axioma £), din care avem
P =N, adica are loc 2).

3) Fie mn=0 si m#0. Atunci m are predecesor (Teorema 1.1,
p.1)), adica m =u'" pentru un element u € N. Astfel avem:

O=mn=un=un+n
(folosind 1,)), iar din afirmatia 1) a acestei propozitii rezultd n =0.

4) Fie 0#m e N si consideram multimea:

P={neN|mn=mp implica n= p}.

Daca m-0=mp, atunci O0=mp (m=0) si din afirmatia 3)
rezultd p =0. Aceasta arataca 0 € P.

Fie acum ne P si sa araitam ca n'e P (adicad din mn' =mgq
rezultd n'=gq). Admitem ca mn'=mq. Deoarece m=0 si n'#0
(axioma P)), avem mn'#0 conform afirmatiei 3). Prin urmare,
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mq # 0, deci g #0. Atunci g are predecesor: ¢ =p’, peN. Din
mn' =mp', utilizand /,), obtinem
mn+m=mp+m,
deci mn=mp (afirmatia 2)). Deoarece n e P, din ultima relatie si
din definitia lui P rezultd cd n= p, prin urmare n' = p'=q. Astfel
am aratat ca relatia mn' =mgq implica n' =g, ceea ce inseamna ca
n'e P (daca neP). Aceasta permite aplicarea axiomei £B),
obtindnd P =N, adica are loc 4).

5) Fie mn=1. Atunci din axioma B) avem mn=1=0"#0, de
aceea m#0 si n#0. Prin urmare, m i n posedd predecesori:
m=u', n=v, u,veN. Atunci, utilizind 1,°) si 4,), obtinem:

O=l=mn=un=un+n=un+v' =uwn+v)".

Acum din axioma FP,) avem 0 =un+v si, aplicand afirmatiile 1)
s1 3), obtinem: un=0 si v=0. Deoarece n # 0, rezultd u =0, prin
urmare, m=u'=0'=1, n=v'=0'=1.0

§3. Relatia de ordine pe multimea numerelor naturale.
Operatii partiale pe N : sciderea si impartirea

Vom defini pe multimea numerelor naturale N o relatie binara
»<" (prin operatia adunarii) in felul urmator:

Definitia 1. Fie m,n e N. Spunem ca m este mai mic decdt n
(si scriem m<n) daca exista un element u € N, u#0 astfel incat
m+u=n.

Observatii. a) Pentru orice n € N avem (din 4,) si 4,)):
n=n+0)=n+0"=n+1,
unde 1=0"#0 (axiomaR)), de aceea conform definitiei avem

n<n'.
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b) Relatia ,,<” este tranzitiva, deoarece m<n, n<p implica
existenta numerelor naturale nenule u si v, astfel incdt m+u=n,
n+v=p,deci p=m+w+v), u+v+0 si m<p.

¢) Pentru orice m natural nenul avem l=m sau l<m. In
adevar, m=u'=u+1; daca u=0, avem m=1, iar dacd u #0,
atunci 1 < m.

d) O este cel mai mic numar natural, deoarece 0<0' =1, 1<m
pentru m #1, deci 0 <m, pentru orice numar nenul m € N.

e) Pen:cru orice numar natural n, intre n $i n' nu existd numere
naturale. Intr-adevar, daca ar exista m cu n<m<n', atunci am
avea: n+u=m, u#=0si m+v=n', v=0. Inacest caz

n+tu+v=n'=n+l,
adica u+v=1 (Propozitia 2.7, p.2)). Din v#0 rezultd ca v are
predecesor (Teorema 1.1, p.1)), adicd v=w' pentru un element
we N. Atunci
O=l=u+v=u+w=w+w),
de unde 0 =u+w (axioma P)). Prin urmare, u =0 (Propozitia 2.7,
p.1)), contradictie.

Proprietatea e) se exprimd spunand cd N este o multime
discreta.

Teorema 3.1 (legea trihotomiei). Pentru orice doua numere
naturalem,n € N este justa una din relatiile urmatoare:

m<n, m=n, n<m (D)
S1 numai una.

Demonstratie. S verificdm mai Intdi ca nu pot avea loc doua
dintre relatiile indicate in (1).
a) Fie m<n si m=n. Din prima relatie avem m+u =n pentru
un element u € N, u # 0. Din egalitatile m=n si m+u =n avem
m+u=m=m+0,
de aceea u =0 (Prop.2.7, p.2)), contradictie.
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b) In mod similar se arati ci nu pot avea loc concomitent
relatiile m=n si n<m.

c) Fiem<n si n<m. Din tranzitivitatea relatiei ,,<” rezulta
m < m , contradictie.

Asadar, numai una dintre relatiile (1) poate avea loc. Sa aratam
ca una din aceste relatii intotdeauna are loc.

Fixdm un numar meN i consideram multimea P ce consta
din acele numere n e N, pentru care intre m si n are loc una din
relatiile indicate. Pentru n =0 avem:

n=m daca m=0;

n<m, daca m # 0, deoarece 0 e cel mai mic numar natural.
Aceasta arata ca 0 € P.

Fie n e P. Atunci sunt posibile trei cazuri:

1) m=n; deci m=n<n',

2) m<n; atunci m+u=n, u=#0, de aceea

m+u'=(m+u) =n',

prin urmare, m <n', deoarece u' # 0.

3) n<m; atunci n+v=m, v#0, si numarul v are predecesor:

v=w' weN. Daca w=0, atunci
m=n+v=n+w=n+0=n+1=n,
1ar dacaw # 0, atunci
n+w=n+w=n+v=m,
prin urmare, n' < m.

Asadar, in toate cazurile posibile intre m si n' are loc una dintre
cele trei relatii, de aceea n' e P.

Acum putem aplica axioma £,), din care rezultd ca P=N, ceea

ce demonstreaza teorema. O
Modificam relatia ,,<” prin urmatoarea definitie.

Definitia 2. Vom spune ca m este mai mic sau egal cu n (si
vom scrie m<n), dacd m<n sau m=n.
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Din demonstratia legii trihotomiei rezultd cd n<m implicd
n'<m. Se verifica usor faptul ca relatia binard ,,<”este o relatie

de ordine, adicd este reflexiva (n<n), antisimetrica (m<n,
n<m,=>m=n) si tranzitiva (m<n,n<p =>m<p). Astfel
(N, <) este o multime partial ordonata si ,,<” se numeste relatie

de ordine naturala pe N. Din teorema 3.1 rezulta ca pentru orice
doua numere m,n €N are loc m<n sau n<m. Aceasta inseamna

ca (N, <) este o multime fotal ordonata.

Acum vom demonstra o proprietate importantd a relatiei de
ordine pe N si anume ca orice submultime nevida 4 din N poseda
margine inferioara exacta (adica exista cel mai mic numar din A4 ).

Teorema 3.2 (Principiul celui mai mic numar). Daca A este o
multime nevida de numere naturale, atunci exista un singur numar
a€ A, astfel incat a < x, pentru orice x € A.

Demonstratie. Avand submultimea 4 c N, 4 # J, definim
P={neN|n<x pentru orice x € A}.

Evident, 0 € P. Daca am avea n' € P pentru orice n € P, atunci
din axioma P)) ar rezulta P =N, contradictie, deoarece daca
be A#J atunci din b'e N=P avem b' < x pentru orice x € 4, in
particular b’ < b, ceea ce este imposibil.

Prin urmare, existd un numar c € P astfel incat ¢’ ¢ P .Sa aratam
cd c'eA. Fie ca c'¢ A, atunci din ce P avem c<x, pentru
oricex € 4, prinurmare c+u=x, u#0; dacd u =V, atunci

x=ctu=c+v'=c'+v,
adica ¢’ < x pentru oricex € 4, deci ¢’ € P, contradictie.

Astfel ramane ca ¢'e 4 si ¢’<x pentru orice x € 4. Unicitatea
celui mai mic element se demonstreaza astfel: daca avem doua
elemente d,ee A cu d <x si e<x, pentru orice x € 4, atunci in

particular, d <e si e<d, deci din antisimetria relatiei ,,<” rezulta
e=d.o
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Propozitia 3.3. Orice submultime nevida din N care este
marginita superior contine cel mai mare numar.

Demonstratie. Fie J# AN si submultimea 4 marginita
superior (adicd existd keN 1incat a<k pentru orice a€ A).
Consideram submultimea

B={beN|b>a,Vae A4}.
Deoarece A4 este marginitd superior, multimea B nu este vida.
Conform teoremei 3.2, multimea B posedd cel mai mic numar, fie
acesta c € B. Prin definitie, ¢ > x pentru orice x € 4. S@ aratam ca
c € A si, prin urmare, ¢ este cel mai mare element din A.

Fie ce A. Atunci c¢>a pentru orice a€ A. Notam cu d
predecesorul lui ¢ (el existd, deoarece 4 # ). Atunci d >a (vezi
observatia a)), pentru orice a€ A, deci d € B, contradictie cu
alegerea lui c. o

Sa clarificdim acum comportamentul relatiei de ordine naturald in
N fatd de operatiile de adunare i inmultire.

Propozitia 3.4. Relatia de ordine naturala pe N este
compatibila cu adunarea si inmultirea numerelor naturale, adica:
1) daca m<n atunci m+ p<n+ p pentruorice p € N;

2)daca m<n atuncimp <np pentruorice peN, p=#0.

Demonstratie. 1) Dacd m<n atunci m+u=n, u#0, deci
(m+ p) +u =n+ p prin urmare, m+ p <n+ p.

2) Daca m<n atunci m+u=n, u#0, deci mp+up =np sidin
p#0 avem up #0 (Propozitia 2.7, p.3)), prin urmare, mp < np. 0

Din afirmatia 2), n particular, rezultd cd m <mn pentru n # 0.

Sa formulam si sa demonstram un rezultat important care va avea
loc si in alte sisteme numerice, ce vor fi cercetate in cele ce
urmeaza. Convenim, in prealabil, sd notdm m >n daca si numai
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daca n<m. Se observa ca n>m, n=u'= u>m. Intr-adevar, daca
am avea u<m, atunci u'<m si n<m. Contradictic cu legea
trithotomiei.

Lema 3.5 (lema lui Arhimede). Fie ne N, n#0. Atunci pentru
orice m € N exista un numar t € N astfel incat tn > m.

Demonstratie. Fixam un numar neN, n#0 si fie meN.
Deoarece mn >m (vezi p.27), luand t=m’, avem

1
tm=m'n=mn+n>mn>m,
deaceea tn >m. O

Teorema 3.6 (feorema impartirii cu rest in N ). Fie 0#neN.
Atunci pentru orice numar meN exista §i sunt unice numerele
q,r € N astfel incit m=nqg+r,r <n.

Demonstratie. Fixam numarul neN" si consideraim sub-

multimea:
P={meN| exista q,r €N astfel incit m=nq+r, r<n}.

Pentru m=0 avem 0=n-0+0, 0<n, deaceea 0e P.

Fie m € P si verificam faptul ca m' € P. Avem:

m=m+l=(ng+r)+1, r<n,= m'=ng+(r+1), r+1<n.
Daci r+1=n, atunci punem r" =0, ¢*=¢q+1; dacd r+l<n,
atunci notim ¢* =g, r* =r+1. In ambele cazuri avem
m' =ng*+r*, r'<n.
Astfel din me P rezultd m'e P si avem dreptul sa aplicam

axioma PF)), din care rezultd cda P=N, ceea ce demonstreaza

existenta descompunerii din teorema.
Sa aratdm acum unicitatea ei. Fie:
m=ng,+tn, n<n

m=nq,+r,, T,<n.
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Daca ¢, <gq,, atunci ¢, +u=gq,,u+#0, deci
ng,+r=m=ngq,+r,=n(q, +u)+r, =ng,+nu+r,,

prin urmare,
n=nu+r2nuzn (u#0),

contradictie cu 7 <n. In mod simetric se aratd cd nu poate avea loc
relatia g, < ¢g,. Din legea trihotomiei (Teorema 3.1) rezultd ¢, =g,.

Atunci din relatiile de descompunere imediat avem 7 =7,. O

Acum vom cerceta operatiile inverse adundrii si inmultirii in
multimea numerelor naturale N.

Definitia 3. Fie m,neN. Vom numi diferentid a numarului m
prin n un numar x € N astfel incat m =n+ x. Se noteaza: x =m—n.

Propozitia 3.7. Diferenta m—n exista daca §i numai daca
n<m. In acest caz numarul x =m—n este unic determinat.

Demonstratie. Daca existd numarul x=m-—n atunci prin
definitie m =n+x, prin urmare n <m (definitia 2). Reciproc, daca

n<m, atunci conform definitiei 2, existd x €N incat n+x =m,
adica x =m —n (definitia 3).

Dacd m=n+x, si m=n+x,, atunci n+x, =n+x, §i din
Propozitia 2.7, p.2), avem x, = x,, ceea ce aratd unicitatea diferentei

m-—n. 0O

Astfel obtinem pe N o operatie partiald — scdderea numerelor
naturale. In continuare, cand scriem m —n, presupunem cd n < m.

Propozitia 3.8. Operatia de scadere a numerelor naturale poseda
proprietdtile:

1) (m—=n)p =mp—np;

2) m—n=p-—q daca gi numai daca m+q =n+ p;
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3) (m—n)+(p-q)=(m+p)—(n+gq);
4) (m—-n)—(p-q)=(m+q)—(n+p);
5) (m—n)(p—q)=(mp+nqg)—(np+mq).

Demonstratie. 1) Prin definitie m =(m—n)+n si, inmultind cu
p , obtinem
mp =(m—n)p+np
de unde, aplicand definitia scaderii, avem
(m—n)p =mp—np.
La fel de simplu se verificd celelalte afirmatii, demonstratiile
carora se propun ca exercitiu. O

Definitia 4. Fie m,ne N, n#0. Vom numi cdt al numarului m

. o A A v m 2
prin n un numar x € N astfel incat nx =m. Se noteaza:x=—.In
n

acest caz vom mai spune ca a se imparte la b, a se divide cu b sau
a este divizibil cu b .

eps . ; . m
Propozitia 3.9. Pentru existenta cdatului — (n #0) este necesar
n

. . ¢ A m . . .
(dar nu si suficient) ca n <m. Daca catul — exista, atunci el este
n

unic.

. < A m S . A
Demonstratie. Daca catul — existd, atunci n <m, deoarece 1n
n

. m m _r <
caz contrar m<n §1 —-m<-—-n=m, contradictie. Dacd m = nx,
n n

si m=nx,, atunci nx, =nx, (n#0), deci x, =x, (Propozitia 2.7,

p.4)), prin urmare catul este unic. o

Am obtinut o operatie partiald in N, inversd inmultirii, care se
numeste impartirea numerelor naturale.
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Propozitia 3.10. Operatia
urmatoarele proprietati:

D 2 <m;
n

2)ﬂ=1<:>m=n,
n

3) " emen= ;
n

impartirii numerelor naturale poseda

4) ﬂ<ﬂc>p<n;

n.p
5)2="on=p
n.p
6) ﬂ=£<::>mq:np.
n

7) Pentru orice numar natural m > 1, nu exista catul
succesorului sau m' cu m.

Demonstratia se reduce la verificare directd si o ldsam ca

exercitiu. O

Exerecitii

1. Demonstrati cd multimea numerelor naturale nu contine cel mai mare

numar.

2. Demonstrati ca pentru orice numar natural 7 sunt adevarate egalitatile:
ayn'—l=n;b)n'-n=1.
3. Demonstrati urmatoarele proprietati ale operatiei de scadere a numerelor

=(a+c)—(b+c), VceN;
-b=a-c—-(b-c);

a>b+c+d,atunci a—(b+c+d)=[(a—b)—c]—-d;

naturale:
a) dacia=bsib>c,atuncia—c=b—c;
b) dacia>bsib>c,atuncia—c>b—c;
¢) daci a>b,atunci a—b
d) daci a>b>c,atunci a
e) daca n>m',atunci a—m'=(a—m)—1, VaeN,;
f) daca
g) dacia>c sib>d, atunci (a+b)—(c+d)=

(a—c)+(b-d).

4. Demonstrati urmatoarele proprietati ale impartirii numerelor naturale:
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b)

10.

daci a = b si b este divizibil cu ¢, atunci catul de la impértirea lui a
la ¢ coincide cu catul de la impértirea lui b la c;

a
dacd numerele a si b sunt divizibile cu ¢ si a > b, atunci — > —;

c c
a-b _a b
c c ¢
daci a>b, c>d, a este divizibil cu d si b este divizibil cu ¢,
a b
atunci — > —;
C

Demonstrati ¢ orice numar natural nenul divizibil cu 4 este suma a doud
numere naturale impare consecutive.

Fie a un numar natural nenul. Ce numere naturale, fiind impartite cu
a , dau catul egal cu restul?

Demonstrati proprietatile scaderii numerelor naturale, date in Propozitia
3.8, p.2-5;

Demonstrati proprietatile impartirii numerelor naturale, date in
Propozitia 3.10.

Fie ca la impdrtirea numerelor naturale a,,d,,...,d, la 9 se obtin
resturile #,7%,...,7, , respectiv. Demonstrati cd

la impartirea sumei @, +a, +...+ a, la 9 se va obtine acelasi rest ca si
la impartirea sumei 7 +7, +...+7;

la impértirea produsului a,a, ..., la 9 se va obtine acelasi rest ca si la
impdrtirea produsului 77, ...7, .

Demonstrati cd aceastd afirmatie este adevdratd nu numai pentru

numdrul 9, dar si pentru orice numar natural 7 > 1.
Daci 7 este restul de la impartirea numirului a la b, atunci la

impartirea puterii @” la b se obtine acelasi rest ca si la impartirea

puterii 7" la b . Demonstrati.
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§4. Asupra proprietatilor sistemului de axiome Peano

In paragrafele precedente a fost efectuati o incercare de a
construi axiomatic numerele naturale, luand drept baza axiomele lui
Peano. Acum vom ardta unele proprietati ale acestui sistem de
axiome.

In orice teorie abstractd construitd in mod formal pe baza unui
sistem de axiome apar in mod firesc trei intrebari fundamentale,
referitoare la sistemul dat de axiome:

1) compatibilitatea,

2) completitudinea,

3) independenta
axiomelor sistemului.

In continuare vom explica sensul fiecirei din aceste cerinte
asupra unui sistem de axiome, verificand conditiile respective pentru
cazul concret al sistemului de axiome Peano. Pentru comoditate in
cazul independentei vom utiliza axiomele Peano, formulate in
definitia 2 din §1, mai exact vom considera sistemul de axiome I, II,
I i IV* din §1.

1. Compatibilitatea unui sistem de axiome Inseamna ca sistemul
dat este necontradictoriu, adicd pe baza lui nu se poate demonstra

atat o afirmatie A cét si negatia ei 4. Una din metodele de
verificare a compatibilitatii unui sistem de axiome constd in
construirea aga numitelor interpretari (sau modele) ale sistemului
dat. Se numeste interpretare a unui sistem de axiome o multime
concretd pentru elementele cdreia sunt definite relatiile de baza si
sunt satisfacute axiomele teoriei axiomatice date. Sistemul dat de
axiome se spune cd este compatibil (sau necontradictoriu) daca
pentru el exista cel putin o interpretare.

Pentru sistemul de axiome Peano existenta interpretarii rezulta
din propozitia 1.3. Dacd acceptim axioma infinitului, atunci din
orice multime infinitd A4 se poate obtine un sistem Peano
(N,0,f|,). In toate sistemele de axiome ale teoriei multimilor
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existd sau axioma infinitului in mod direct, sau o afirmatie din care
aceasta rezulta.

Concluzia 1. Vom lua in calitate de afirmatie fundamentala
axioma infinitului care ne asigura existenta sistemului de numere
naturale. Deci sistemul de axiome Peano in acest caz este
compatibil.

Pentru toate celelalte sisteme numerice, care vor fi cercetate in
viitor, vom demonstra existenta lor prin construirea unei interpretari
a sistemului respectiv. De fiecare datd demonstratia se bazeaza pe
existenta sistemului numeric precedent si se aratd metoda de
construire a noului sistem numeric.

2. Completitudinea unui sistem de axiome se intelege 1n sensul ca
oricare doua interpretari ale lui sunt izomorfe. Aceasta inseamna ca
dacd M si M' sunt doud interpretari ale aceluiasi sistem de
axiome, atunci existd o bijectie M =M ', care pastreazd toate
relatiile din sistemul de axiome analizat. Astfel completitudinea in
acest sens se reduce la unicitatea interpretarii (abstractie facand de
izomorfism).

Pentru cazul sistemului de axiome Peano in calitate de
interpretare se poate lua orice sistem Peano (N,0,s) (vezi §1,

definitia 1). In §1 (Corolarul 1.2) s-a aratat ca orice doud sisteme
Peano sunt izomorfe, deci putem formula

Concluzia 2. Sistemul de axiome Peano este complet.

Este evident faptul cd nu orice sistem de axiome are aceasta
proprietate excelenta. De exemplu, sistemele de axiome ce definesc
grupurile, inelele, spatiile vectoriale si alte sisteme algebrice, nu
sunt complete (spre norocul nostru), deoarece existd sisteme
algebrice neizomorfe.

Pentru sistemele numerice, care vor fi cercetate in continuare,
completitudinea se intelege ca unicitate a sistemului nou (pana la un
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izomorfism) si se demonstreazd utilizdnd unicitatea sistemului
numeric precedent.

3. Independenta sistemului de axiome Tnseamna minimalitatea lui
in sensul ca nici una din axiomele acestui sistem nu poate fi dedusa
din celelalte (altfel ea ar putea fi eliminatd fara daune pentru teoria
construitd pe baza sistemului dat de axiome). Asadar, independenta
este o cerintd de economie si minimalitate si se referd mai mult la
aspectul estetic.

Demonstrarea independentei unui sistem de axiome se efectueaza
astfel: pentru fiecare axiomd se construieste o interpretare astfel
incat sunt satisfacute toate celelalte axiome ale sistemului dat, cu
exceptia celei cercetate. Dacd axioma datad ar fi o consecintd a
celorlalte, atunci o astfel de interpretare ar fi imposibila.

S& realizdm aceastd metodd de demonstrare a independentei
axiomelor pentru sistemul de axiome Peano (utilizand sistemul de
axiome I, IT, III, IV* din definitia 2, §1).

a) Independenta axiomei I.

Fie N={a,b,c}, a'=b, b'=c, c'=a.

co< o)

Observam ca multimea N cu relatia ()' nu are element initial

(axioma I): orice element este succesorul altui element din N. Pe de
alta parte, axiomele II, IIT si IV* sunt in mod evident satisfacute.

b) Independenta axiomei II.

Fie N={a,b}, a'=b.
aqae— > o)
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Elementul » nu are succesor, deci axioma II nu are loc. in mod
evident, axiomele I, III si IV* sunt satisfacute.

c) Independenta axiomei III:

Fie N={a,b,c,d}, a'=b, b'=c, c'=d, d'=b.

ae > o) > oo —po(

Elementul b succede atat lui a cat si lui d, de aceea axioma III
nu are loc. Pe de alta parte, N are element initial, orice element are
succesor unic si are loc axioma inductiei, deci axiomele I, II, IV*
sunt satisfacute.

d) Independenta axiomei IV*:

Fie M ={0,1,2,...,n,n+1,...} U{a,b,c} =NuU{a,b,c},

0e > o] > o) X I

cu relatia obignuita de ordine naturald pe N . Aici existd un element
initial (ce nu succede nici unui element), numarul 0; orice element
are succesor (unic) si dacd are predecesor, atunci el este unic. Astfel
sunt satisficute axiomele I, II si III. Dar axioma IV* nu este
satisfacuta deoarece N c M si verifica conditiile

A)OeM;

B) me N implica m'e N,insa M #N.

Astfel, din cele aratate mai sus se poate deduce
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Concluzia 3. Sistemul de axiome Peano I, II, III, IV* (§1,
definitia 2) este independent.

Pentru fiecare dintre celelalte sisteme numerice care vor fi
cercetate vom demonstra existenta (compatibilitatea) si umnicitatea
(completitudinea). Cat priveste independenta sistemului de axiome,
aceasta nu este o problema principiala (si deseori nici nu se cere din
considerente de comoditate), de aceea nu va fi cercetata.

Exerecitii

1. Sase arate echivalenta definitiilor 1 si 2.

2. Sase formuleze si sd se demonstreze principiul inductiei matematice (in
diverse forme).

Sa se demonstreze propozitia 3.10 si afirmatiile 2)-5) din propozitia 3.8.
4. Utilizand inductia matematica,

W

a) demonstrati egalitatile:
) 14345+..+2n—1=n’;

2) IP+224+3%+..+n’= nn+D@n+1),

b

6
3) 12+32+52+...+(2n—1)2:”(2”—13)(2“1);
4 P+2+3+. 4+ =1+2+3+...+n)%;
5) 1~2+2-3+3~4+...+n~(n+1)=W;
n(n+1)(n+2)(n+3)

6) 1:2.3+2-3-4+...+n(n+)(n+2)= 2 ;
7 12 k+2-3-(k+D)+...+n(n+])...(n+k-1)=
= n(ntl)...(n+k) ,pentruoricek e N, k>2;
k+1

8) 1-11+2-21+3-31+. .. +n-nl=(n+1!-1,

37



e)

g)

h)

b) demonstrati inegalittile:
1 2">2n+1, n>3;
2) 2">n’, n>5;
3) 2">n’, n210;
4) (n!)zzn”, n>1:
5 n!>2", n>2.

¢) demonstrati afirmatiile:
1) 7" +8"" sedivide cu 57;
2) 2"%.3" 4+ 5n—4 se divide cu 25;
3) 1" +12*"*" sedivide cu 133, pentru orice 7> 1;
4) 6" +3"7 43" sedivide cu 11;
5) 322.57 33202 e divide cu 1053;
6) 20" +16" —3" —1 se divide cu 323, pentru orice 7 € N\ {1} .

5. Sa se arate ca:

pentru orice p >3 primsi 7 natural , numarul n” —n se divide cu 6p ;

toti coeficientii descompunerii (@ +b)" sunt impari daci si numai daci
n=2"-1;

numerele sn+1 si (s+1)n+1 sunt prime intre ele;

daca (a,b) =1, atunci (a +b,ab)=1, (a+b,a’ +ab+b*)=1,
(a+b,a—b)=1 sau?2;

daci 2" +1 este un numir prim atunci 7 este o putere a numirului 2;
pentru orice numdr natural m existd m numere naturale consecutive
compuse;

pentru orice numar natural 71 existd 7 numere naturale impare consecutive
compuse;

suma patratelor oricaror trei numere prime mai mari decit 3 este un numar
compus.
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Capitolul 11

Numere intregi
§5. Inelul numerelor intregi (unicitatea si existenta)

Cercetand multimea numerelor naturale N (§1-—4) am observat
pe langa multe proprietdti excelente si unele ,,defecte” ale acestui
sistem numeric, 1n particular, faptul cd@ operatiile scaderii si
impartirii nu Intotdeauna au loc, de exemplu, diferenta m —n exista
numai atunci cand m >n (Propozitia 3.7).

Numerele naturale nu sunt suficiente pentru a masura marimi
care variaza in doua sensuri opuse. lata cateva din ele.

a) Inginerii, fizicienii, astronomii, medicii masoard temperaturi
care variaza in doua sensuri opuse.

b) Geologii si geografii masoara indltimile neregularitatilor
terenurilor, dar si adancurile apelor, luand drept origine nivelul
mediu al marilor.

c¢) Geografii, marinarii si cartografii caracterizeaza latitudinea si
longitudinea localitatilor.

d) Arheologii si istoricii caracterizeaza scara vremii, incepand de
la un eveniment cunoscut.

e) Fizicienii si chimistii au observat doua tipuri de Incarcaturi
electrice.

Acestea si alte probleme au creat necesitatea extinderii sistemului
numerelor naturale. Pentru rezolvarea ei sd amintim mai Intdi una
din notiunile de baza ale algebrei — cea de inel.

Definitia 1. Multimea nevida R pe care sunt definite doud
operatii algebrice ,,+” si ,, » " se numeste inel daca:

1) R(+)este un grup abelian, adica operatia ,,+ " este asociativa
§i comutativd, poseda element neutru 0 R (0+r=r,vreR) si
orice r € R poseda element opus (—r): r+(-r)=0.

39



2) Operatia (-) este distributiva la dreapta si la stdnga in raport

»»

cu, +.

Vom nota inelul definit mai sus cu R(+,-) sau, simplu, cu R. Un
inel R(+,") se numeste comutativ (respectiv, asociativ) daca
inmultirea () este comutativd (asociativa). Daca in inelul R(+,-)
inmultirea (-) posedd elementul neutru e, atunci spunem ca
R(+,-) este un inel cu elementul unitate e.

In continuare, 1n lucrarea data vom considera doar inele
asociative, omitand cuvantul ,,asociativ”.

Este evident ca in orice inel R(+,-) este definitd operatia inversa
adundrii — scaderea:

Rt =h+(=1).

Observam ca (N,+,-) nu este un inel: din cerintele definitiei
lipseste doar una singura — nu orice element din N poseda element
opus (aceasta este echivalent cu faptul cd nu intotdeauna exista
diferenta a doud numere). De aceea uneori N(+,-) se numeste
semiinel.

Acum introducem notiunea de bazd a acestui paragraf — cea de
sistem de numere Intregi, care este si una dintre notiunile importante
in intreaga matematici. In acest context L.Kronecker (1823-1891)
spunea: ,,Dumnezeu a creat numerele intregi, toate celelalte in
matematica sunt facute de oameni”.

Definitia 2. Sistem de numere intregi 7. se numeste un inel
minimal (in raport cu incluziunea) ce contine semiinelul numerelor
naturale N, adica:

1) 7 este un inel ce contine N;

2) operatiile din 7. coincid cu cele din N pentru numerele
naturale;

3) 7 este minimal (in raport cu incluziunea) printre inelele cu
conditiile 1) §i 2).
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Cerintele formulate in definitiile 1 si 2 constituie sistemul de
axiome ce definesc numerele intregi.

Pentru cele ce urmeaza este comod de exprimat conditia
minimalitatii din definitia 2 in alta forma, cum arata

Lema 5.1. Fie R un inel arbitrar ce contine N. Inelul R este
minimal printre inelele ce contin N daca §i numai daca orice
element din R are forma m—n, unde m,n e N gi ,,—" este scaderea

din inelul R.

Demonstratie. (=) Fie R un inel minimal ce contine N.

Consideram in R submultimea:
R'={xeR|x=m—-n;m,neN}.

Se observd imediat cd multimea R’ este inchisd in raport cu
operatiile ,,+” si ,,” din R, adicd R' formeaza un subinel in R.
Mai mult, R" >N (orice ne N are forma n—0eR’). Din faptul
caR este minimal rezultd R =R’, adica orice element din R are
forma m—n, unde m, neN.

(<) Fie Ro N si orice element din R are forma m—n, unde
m,neN. Daca R’ este un subinel in R, ce contine N, atunci

conform definitiei inelului, R'este obligat sd contind si toate
elementele de forma m—n, pentru m,ne N, deci R'=R. Aceasta

aratd ca inelul R este minimal. O

Usor se observa ca reprezentarea x=m—n nu este unica si
m—n=m,—n, dacd si numai daca m+n, =m, +n.

Lema 5.1 are misiunea de a ne ajuta sa demonstram unicitatea
sistemului de numere intregi Z . Ca de obicei, unicitatea se intelege
pana la un izomorfism (in cazul dat, a unui izomorfism de inele). Sa
amintim ca aplicatia f:R— S dintre doud inele se numeste
izomorfism de inele daca:

a) f este o bijectie ( corespondenta bijectiva);

b) f pastreaza cele doud operatii ale inelului in urmatorul sens:
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JE+)=f)+ ), f)=f(0)f ),

pentru orice x,y € R. Senoteazd: R=S.

Teorema 5.2 (unicitatea inelului numerelor intregi 7.). Daca
7, §i Z, suntdoua sisteme de numere intregi, atunci aceste inele

sunt izomorfe: 7, =7, .

Demonstratie. Fie N, cZ, si N, cZ, unde N, si N, sunt

sisteme de numere naturale. Din unicitatea sistemului de numere
naturale (vezi Teorema 1.1, p.3)) rezultd existenta unei bijectii
@ :N, > N, ce pastreaza relatiile respective, de unde rezulta ca ¢

pastreaza si operatiile de adunare §i inmultire. Sa aratam ca bijectia
@ poate fi prelungita pand la un izomorfism de inele ¢ :Z, > Z,.
Orice element x e Z,, conform Lemei 5.1, poate fi reprezentat in
forma x=m-n, unde m,neN,. Definim aplicatia ¢:7Z, > Z,

astfel:
def

P(x) = p(m—n) = p(m)—@(n), (1)

unde scaderea a doua se efectueaza in inelul Z,. Definitia este
corectd, adica rezultatul nu depinde de reprezentarea elementului in
forma m—n (aceastd reprezentare nu este unicd). Intr-adevar, daca
avem altd reprezentare x=m, —n, a aceluiasi element xeZ,,
atunci:
m—-n=m—n =
m+n =m+n =
p(m+n)=@(m +n) =
p(m)+o(n) =p(m)+eHn) =
p(m) = (n) = p(m) - p(n,).
Se vede imediat cd aplicatia ¢ este o prelungire a aplicatiei ¢ : daca
neN,, atunci n=n—-0 si conform definitiei (1) avem:
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p(n) =@(n=0)=(n)—p(0) = p(n) -0 = (n).
Sa verificam daca aplicatia ¢ este bijectiva.
a) Daca x,yeZ, si ¢(x)=@(y) atunci, luand reprezentarile
x=m-n §i y=k—I, obtinem

pm—-n)=p(k-1) =
p(m)—pn)=pk)—p() =
p(m)+ o) = p(k)+p(n) =

o(m+1) = p(k +n).

Deoarece ¢ este aplicatie injectivd, avem m+/=k+n, prin
urmare m—n=k—1[, adica x=y. Astfel am ardtat cd ¢ este o
aplicatie injectiva.

b) Fie z un element arbitrar din Z, si z=s5—¢, unde s, €N,
(Lema 5.1). Notim m=¢ '(s),n=¢ '(¢)e N, (amintim cd ¢ este

o bijectie). Consideram elementul x =m—n € Z,, pentru care avem:

1
P(x)=P(m—m)= pm)—p(n) =51 ==,

Astfel orice element din Z, are imagine inversa in Z,, adica ¢
este o aplicatie surjectiva. Din a) si b) rezultd cd ¢ este o bijectie.
Ramane de ardtat ca ¢ pastreaza operatiile adundrii i inmultirii.
Fie x,yeZ, si x=m—n, y=k—I, unde m,n,k,l € N,. Atunci:

P(x+y)=p(m—n)+(k-1)) =<5((m+k)—(n+l))(=l)
=p(m+k)—pn+1)=p(m)+e(k)—pn) - o),

()
P(x)+o(y)=@(m—n)+p(k-1)=
= @(m) = (n) + (k) = p(0). A
Comparand rezultatele, vedem cd ¢ pastreaza adunarea. In mod
similar se aratd cd ¢ pastreazd si operatia inmultirii. Din cele
demonstrate mai sus rezultd cd ¢ este un izomorfism de inele, ceea
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ce aratd unicitatea inelului numerelor intregi (abstractie facand de
izomorfism). O

Conform celor expuse in §4, unicitatea inelului Z aratd ca
sistemul de axiome ce defineste acest inel (vezi definitia 2) este
complet.

Urmatoarea 1Intrebare principiald este compatibilitatea
sistemului de axiome care se reduce la existenta interpretarii lui
(vezi §4). In continuare demonstrim existenfa sistemului de
numere intregi 7, aratand cum poate fi el construit pe baza
sistemului de numere naturale N. Pentru aceasta sunt necesare
urmatoarele doua observatii.

Observatia 1. Incluziunea Nc7Z (sau, mai general,
incluziunea unui inel in alt inel) se va trata ca o aplicatie injectiva
de la primul inel la al doilea

SN=>Z (i #ny= f(m)# f(n))
ce pastreaza operatiile (+) si (). Daca f(N)={f(n)|neN} este
imaginea acestei aplicatii, atunci avem izomorfismul N=Im f,

deci in acest caz elementele n e N pot fi identificate cu imaginile
lor f(n)eZ. Cu alte cuvinte, Z contine o imagine izomorfica a

sistemului N.

Observatia 2. Constructia urmatoare, ca si un sir de
constructii ce vor fi efectuate in viitor, se bazeaza pe notiunea
cunoscutd de multime-factor, care se defineste printr-o relatie de
echivalentd ,,~”, adica o relatie binarda pe M, cu proprietdtile:
reflecxivitate (a~a,Vae M), simetrie (a~b=>b~a; a,beM)
si tranzitivitate (a ~b,b~c=a~c; a,b,ce M). Orice relatie de
echivalenta ,, ~” pe multimea M defineste o partitie a multimii M
in clase de echivalenta: orice a € M defineste clasa

a={beM|a~b}.
Multimea claselor de echivalenta
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M/~ ={alaeM}
se numeste multime-factor a multimii M in raport cu relatia de
echivalentd ,,~”. Are loc si afirmatia reciprocd: orice partitic a

multimii M defineste pe M o relatie de echivalenta.

Sa trecem la construirea inelului 7, cu ajutorul sistemului
de numere naturale N. Consideram patratul cartezian NxN si

definim pe el urmatoarea relatie binara:
def

(m,n)~(p,q) < m+q=n+p (2

Lema 5.3. Relatia binara ,,~”, definita pe NxN prin (2),
este o relatie de echivalenta (adica este reflexiva, simetricda §i
tranzitiva).

Demonstratia se reduce la verificare directd si se propune ca
exercitiu. O

Prin urmare, relatia ,,~” determind o partitie a multimii
NxN 1n clase disjuncte de echivalenta (vezi observatia 2). Pentru
orice element (m,n) e NxN notdm clasa de echivalentd definita de
el in mod obisnuit:

(m,n)={(p,q) e NxN|[(m,n)~(p,q)}.
Obtinem multimea-factor:
7 =(NxN)/~ ={W|m,neN}.

Conform definitiei avem:

(m, n)=(p, q)<=(m, n)~(p, q)=>m+q=n+p.

Imediat se observa relatia dintre Z si N : existd o aplicatie
injectiva (adica o incluziune):

p:N>Z=(NxN)/~,

definita prin regula @(n)=(n,0) (este clar ca daca m #n, atunci

(m,0) # (n,0), in caz contrar (m,0) ~ (n,0), m+0=0+n, m=n).
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Pentru a transforma multimea 7Z in inel, mai intdi definim
urmatoarele doud operatii pe NxN:

(m,n)+(p,q) =(m+ p,n+q), (3)
(m,n)-(p,q) = (mp +nq,mq + np). 4)

Lema 5.4. Adunarea si inmultirea pe NxN, definite prin
regulile (3) si (4), sunt operatii algebrice comutative si asociative;
mai mult, ele sunt legate prin legea distributiva, (0,0) si (1,0) sunt
elemente neutre pentru adunare si inmultire, respectiv.

Demonstratia este directd si poate fi efectuatd in mod
independent. O

Insd in NxN nu existd elementul opus —(m,n) pentru
fiecare m,n € N. Daca
(m,n)+(p,q)=(0,0),
atunci m+p=0,n+q =0, ceea ce nu are loc pentru m >0,n> 0.

Deci NxN nu formeaza inel in raport cu aceste operatii.
Urmatorul pas al constructiei: transferam operatiile (3) si (4)
din NxN pe multimea-factor Z = (NxN)/ ~ prin regulile:

() + (2q) = (mm) + (o) = (m+ ponsa); (5)
def (4)
(m,n)-(p,q) = (m,n)-(p,q) =(mp+nq,mq+np). (6)

Lema 5.5. Operatiile definite pe 7 prin regulile (5) si (6)
sunt corect definite, adica rezultatele nu depind de alegerea
reprezentantilor claselor de echivalenta.

Demonstratie. Avand doi reprezentanti ai aceleasi clase
(my,n,) ~ (my,n,),
se cere de aratat ca
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(m,n)+(p,q) ~ (m,,n,)+(p,q), (7)
(my,m)-(p,q) ~ (my,n,)-(p,q). (®)

Verificam relatia (7). Conform ipotezei, avem m, +n, =n, +m, si
adaugand p+g la ambele parti obtinem:
(m+n)+(p+q)=n+m)+(p+q) =
(my+ p)+(n, +q) =(m +q)+(m, + p) =
(m, j’pa n+q)~(m,+p, n,+q),
de unde rezulta (7). In mod similar se verifica (8). O

Lema 5.6. Multimea 7 =(NxN)/~ formeaza un inel
comutativ in raport cu operatiile (5) si (6). Prin incluziunea

o:N—>7Z, n—(n0), operatiile in 7 sunt prelungiri ale
operatiilor respective din N.

Demonstratie. Proprietatile operatiilor (+) si () pe NxN
sunt ardtate in Lema 5.4. Dar operatiile (5) si (6) pe Z sunt definite
pe baza operatiilor respective din NxN, de aceea este usor de vazut
ca toate proprietatile amintite se transfera la operatiile din Z. Prin
urmare, operatiile (+) si (-) din Z sunt comutative si asociative, iar
() este distributiva in raport cu (+) .

Element neutru pentru adunarea din Z este clasa (0,0)

(=(n,n)), deoarece pentru orice (m,n) e Z avem:

(5)
(m,n)+(0,0)=(m+0,n+0)=(m,n).
Urmeaza momentul cel mai delicat: existenta elementului
opus (care lipseste in N si de dragul cdruia am inceput constructia).

Fie (m,n) e Z. Consideram clasa (n,m) € Z si observam ca:

(m,n)+(n,m)=(m+n,n+m) :(@),
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adica (n,_m) =—(m_,n). Astfel, orice element (m_,n) € Z are element
opus, egal cu (n,_m).

Din cele aratate mai sus rezultd ca Z(+,-) este un inel
comutativ. Mai mult, el este un inel cu element unitate, unde
1, =(1,0)= (n+1,n). Intr-adevar,

(ﬁ)-(l,_O)(i)(m-Hn-o,m-0+n-1)=(m,n).
Mai ramane de observat cd incluziunea mentionatd mai sus
p:N>Z ((n—> (TO)) pastreaza operatiile (+) si (-):
p(m+n)=@(m)+@(n), @(mn)=ep(m)-p(n).
Deci, identificand N cu ¢(N) < Z, putem spune ca operatiile din
Z coincid cu cele din N pe elementele din N. O

Finalizam constructia noastra prin urmatoarea concluzie.

Teorema 5.7. Inelul 7.=(NxN)/~ (+,-) este un sistem de

numere intregi, adica un inel minimal ce contine sistemul de
numere naturale N.

Demonstratie. Conform Lemei 5.6, 7Z este un inel ce
contine N si operatiile lui le prelungesc pe cele din N. Raméane de
aratat ca Z este minimal (in raport cu incluziunea) printre inelele de
acest tip. Aplicam Lema 5.1, din care rezultd ca este suficient de
aratat urmatoarele: orice element din Z are forma m—n, unde

m,n € N. Avand in vedere ca noi identificam elementele din N cu

imaginile lor in Z (n <> (n,0)), pentru orice (m,n) € Z avem:
(m,n) = (m,0)+(0,n) = (m,0) ~(n,0),

unde (m_,()) este meN si (m) este neN. Deci, conditia din

Lema 5.1 are loc si astfel Z este minimal cu conditia impusd. O

In felul acesta am construit interpretarea (modelul)
7 =(NxN)/~
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sistemului de numere intregi si aceasta demonstreaza faptul ca
sistemul de axiome care defineste 7. este compatibil.

Exercitii

1. Demonstrati Lema 5.3 si Lema 5.4.

§6. Relatia de ordine in inelul numerelor intregi

In §3 s-a aridtat ca pe sistemul de numere naturale N se
poate defini o relatie de ordine (<), ce posedd multe proprietati

excelente, In particular, ea este compatibila cu operatiile din N
(Propozitia 3.3). In acest compartiment vom arita ci aceasta relatie
din N poate fi extinsa pe intreg inelul Z, pastrand toate
proprietatile ce le avea In N (ordine tofala, lema lui Arhimede,
teorema Tmpartirii cu rest, etc.)

Conform legii trihotomiei (Teorema 3.1), pentru orice
elemente m,neN are loc una si numai una dintre urmatoarele

relatii:
n<m, n=m, m<n.

Avand in vedere acest fapt, vom diviza Z 1in trei parti prin
urmatoarea definitie.

Definitia 1. Vom spune ca clasa de echivalenta W €7 este:
- pozitivda, daca m>n ;
- nula, daca m=n;
- negativd, daca m<n,
unde ,, <’ este relatia de ordine definita in N (§3).

Se observa cd definitia este corectd, adica tipul clasei de
echivalenta nu depinde de alegerea reprezentantului ei. Intr-adevar,

fie m>n si (p,q)e (m_,n). Atunci (m,n)~ (p,q), adicd m+q =
n+ p. Prin definitie din m >n rezultd n+u=m, u#0, de aceea
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n+u+qg=n+p, prin urmare, u+qg=p (propozitia 2.7), u#0,
ceea ce inseamnd ca p > ¢q. Astfel, daca (m_,n) este o clasa pozitiva,
atunci pentru orice reprezentant al ei (p,q) are loc relatia p >gq.
La fel se verifica corectitudinea in celelalte doud cazuri (m =n,
m < n). Notam :

Z - multimea claselor pozitive din Z;
{0} - clasanuladin Z ((0,0) = (n,n));

Z'” - multimea claselor negative din Z.

Din legea trihotomiei, mentionatd mai sus (Teorema 3.1),
rezultd cd inelul Z are urmatoarea descompunere in trei parti care
nu se intersecteaza:

7Z=7"U {0} Uz,
Aplicatia y : {0} UZ™ — N, definita prin regula y((m,n))=m—n
(are sens, deoarece m=>n), determind o bijectie ce pastreaza
operatiile, de aceea putem scrie
{0jUZ™ =N
si identifica clasa (m,n) cu m—neN 1n cazul m > n. Notam:
1=(1,0), -1=(0,), n=(n0), -n=(0,n), VneN.
Fie P=Z"U{0} si —~P=Z". Sa aritim ca P este con

pozitiv (vezi Anexa II) al inelului (Z,+,-). Pentru aceasta trebuie sa

demonstram ca suma si produsul a doua clase din P este din P, iar
daca o clasa este si din P sidin —P, atunci ea este clasa nula.

Intr-adevar, fie x=(m,n),y=(p,q)eZ, adicd m>n si
p>q. Atunci m=n+u,p=q+v,u#0,v=0 si
x+y=(mn)+(p,q)=(m+p,n+q)=
=(n+u+q+v,n+q):((n+q)+(u+v),n+q).
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Din u+v =0, rezultd (n+q)+(u+v)>n+gq, deci x+yeZ”. La
fel obtinem:

x-y=(m,n)-(p,q) = (mp+nq,mq+np)=
:((n+u)(q+v)+nq,(n+u)q+n(q+v)):

= (nq +uq +nv+uv+nq,nq +uq +nqg+nv)e 2,
deoarece uv #0.
Daca x (sau y) este clasa nulda (0,0), atunci x+ y =y (sau

x+y=x), xy=(0,0), deci x+yeP si xyeP.
In sfarsit, fie z = (r,s) € PN (-P). Atunci(r,s) € P, (s,r) € P,

deci r>s,s5>r de unde rezultd »r=s si z=(0,0). Asadar, P este

conul pozitiv al inelului (Z,+,-).
Relatia de ordine (<) pe Z se determina acum astfel:
x<y&s y—-xelP.
Deoarece PU(-P)=7Z, rezulta ca (Z,+,,<) este un inel total
ordonat. Prin urmare, e adevarata

Propozitia 6.1. Relatia binara ,, <7 definita pe 7 este o
relatie de ordine (adica este reflexiva, tranzitiva si antisimetrica).
Mai mult, 7(<) este o multime total (sau liniar) ordonata, adica
oricare doud numere intregi x,y € 7. sunt comparabile: x <y sau
y<Xx. Relatia ,,<” din 7 este o prelungire a relatiei de ordine
, <7 din N.

Relatia binara ,,<” se numeste relatie de ordine naturala pe
Z . In continuare vom arita cateva proprietiti ale acestei relatii de
ordine, proprietati care rezultd din teoria generald a inelelor total
ordonate (a se vedea, de exemplu, [26]).

Propozitia 6.2. Relatia de ordine naturala pe 7. poseda
urmatoarele proprietati:
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1) daca x<y atunci x+z<y+z pentru orice z € Z;
2) daca x<y si z>0, atunci xz < yz;
3) daca x<y,atunci —y <—Xx;

4) dacad 0<x<y, atunci x*<y’. O

In continuare vom transfera in inelul Z unele rezultate
demonstrate anterior pentru multimea numerelor naturale, in
particular lema lui Arhimede si teorema Impartirii cu rest (Lema
3.4, Teorema 3.5).

Lema 6.3 (lema lui Arhimede pentru inelul 7.). Pentru
orice doua numere intregi x,y € Z, x>0, exista un numar natural

n, tncdt nx > y.

Demonstratie. Daca y <0, atunci 1-x=x>y. Daca y>0,
atunci x,y € N si putem aplica lema lui Arhimede pentru N (Lema
3.4): exista n e N, astfel incat nx > y. O

In §3 am observat ca N este o multime discreta. Sa aratam
ca aceasta proprietate se pastreaza siin Z.

Propozitia 6.4. [nelul numerelor intregi 7. este discret,
adica intre oricare doud numere intregi succesive (x si x+1) nu

existd alte numere intregi.

Demonstratie. Situatia x < y < x+1 este imposibild deoarece
adaugand (—x) la cele trei parti, obtinem 0< y—x <1, contradictie
(vezi §3, observatia 6). O

Pentru formularea teoremei Tmpartirii cu rest in Z (analogul
teoremel 3.5) avem nevoie de urmatoarea notiune.
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Definitia 2. Modul (sau valoare absolutd) al numarului
x € Z se numeste numarul natural |x| = x-sgn(x), adica:

x, daca x>0;
|x| =10, daca x=0;

—x, daca x<0.

Proprietati ale modulului unui numar la aplicarea operatiilor
din Z sunt date in urmatoarea afirmatie.

Lema 6.5. Pentru orice numere x,y € Z au loc relatiile:
D ol =l
2)|x+y| < |x|+|y|.

9

Demonstratia se propune 1n calitate de exercitiu. O

Acum avem toate cele necesare pentru a formula si a
demonstra

Teorema 6.6 (teorema impdrtirii cu rest in 7). Pentru
orice doua numere intregix,y € 7, y # 0, exista doud numere intregi

q,r €7 astfel incat
X=yq+r, OSrS|y|.

Numerele q §ir cu aceasta proprietate sunt determinate in mod unic.

Demonstratie. Cazul x=0 este trivial: 0=y-0+0. Se
considera toate celelalte cazuri posibile:
a) x>0, y>0; b) x>0, y<O0;
c) x<0, y>0; d) x<0, y<O.
a). Dacd x>0 si y>0, atunci x,yeN si, aplicand
teorema Tmpartirii cu rest pentru N (vezi Teorema 3.5), obtinem
X =yq+r, unde q,reN,r<y=|y|.
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b). Dacd x>0 si y<0, atunci x,—yeN si, aplicand
teorema 3.5, obtinem x=(-y)q +7, unde reN si 7 <(-y).
Notdm: g=-¢q, si r=r. Atunci x=y(—q,)+r =yqg+r, unde
0Sr<(—y)=|y|.

c). Fie x<0 si y>0. Atunci —x,y e N si din teorema 3.5

avem
—X=yq+r, 0K <y.

Daca r, =0, atunci —x = yq,, de aceea x = y(—¢q,) §i putem
lua ¢ =—¢, si r=0. Daca 0 <7, atunci
x==yq,—1 =y(=¢, =)+ y—-n.
Notand g=—-¢g,—1 si r=y—r, obtinem x=yg+r. Din relatia
0<r <y avem —y < -7 <0, prin urmare,
O<y-r<y=|y y.
d). Fie x<0,y<0. Atunci —x,—y €N si din teorema 3.5

, O<r<

obtinem:

—x=(=»)q +1, 0<7<(=p).
Daca r, =0 atunci —x =(-y)gq,, deci x = ygq, siputem lua g =g, si
r=0. Daca r, >0, atunci:

x=yq,—1=y(q +D+(=y-n)
si, notand

q=q,+l,r=-y-n,

obtinem x = yq +r. Din relatia 0 <7 <(—y)avem (Inmultind cu —1)
y<-r, <0, de unde (adaugdnd —y) rezultd 0 <—-y—r, <—y, adicd
O<r< | y|.

Astfel, in toate cazurile posibile am obtinut relatia din
teorema. Ramane de verificat unicitatea catului si a restului.
Presupunem ca x € Z poseda doua descompuneri:

xX=yq+r, 0£r<|y

3

54



x=ygq+r, 0= <[y
Atunci

yq+r=yq,+n,
de unde

yg-q)=n-r.
Notand u = g —gq,, obtinem yu =17, —r si, din lema 6.5, p.1), avem:

M [u] = | =] (1)

Deoarece r,7; €N, in cazul r,<r avem 0<r-r <r<

y|, iar in
cazul r<r avem 0<;-r<r<|y|. Asadar, in ambele cazuri
posibile obtinem |r —r1| < |y|
Se vede ca presupunerea u =g —q'# 0 aduce la contradictie: In
acest caz |u| >1, deci |y||u| 2|y| si relatia (1) implica
I <[yl ful =i = | <[]
Astfel rdmane doar posibilitatea © =0, adicda g=g¢,. Acum din

descompunerile initiale rezultd » =7. o

Exercitii

1. Pentru care numere intregi @ si b sunt adevirate relatiile:
a) a—b<a<a+b;

b) atb<a<a-b;
b
b

b

3

¢) |a+b|:|a|+

o [a—b|=|al-

€) |a—b|=|a|+

0 Ja| +]p|<1.

2
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2. Utilizand algoritmul Tmpartirii cu rest sa se arate ca, oricare ar fi
numirul ¢ > 1, orice numir intreg a poate fiscris in forma
_ n n-1 2
a==x(a," +ac" +...+a,,c"+a _ c+a,), unde

a €N, a, <c,i:Fn.
3. Demonstrati Lema 6.5.
La impirtirea numerelor naturale asi b la 7 s-au obtinut, respectiv,
resturile 4 si 3. Care este restul de la Tmpartirea la 7 a urmatoarelor
numere: @ +b, a—b, ab,2a+3b,a*, b*,a’, b, a* +b*?
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Capitolul III

Numere rationale

§7. Campul numerelor rationale (Q (unicitatea si existenta)

In §5 a fost efectuata trecerea de la sistemul numerelor
naturale N la sistemul numerelor intregi Z , reiesind din necesitatea
ca sd fie posibild operatia inversd adunarii - scaderea. Pentru noul
sistem numeric Z avem operatia scaderii, dar nu Intotdeauna este
posibild operatia inversd Inmultirii - impartirea (fard rest, vezi
teorema 6.6). Aceasta motiveaza necesitatea construirii unui nou
sistem numeric, care ar trebui sid contind Z, sd pastreze toate
proprietdtile acestui inel, dar in afard de aceasta sd posede si
operatia de Tmpartire.

Necesitatea extinderii numerelor Intregi a aparut din timpuri
stravechi. Cerintele vietii inconjurdtoare de a masura diferite marimi
(segmente, greutati, arii, volume, varste §.a.) i-au impus pe oameni
sa introduca si alte numere, diferite de cele intregi: jumatati,
sferturi, optimi s.a. Istoriceste numerele rationale pozitive au aparut
inaintea numerelor intregi negative.

Problema este urmatoarea. Daca se alege o unitate de masura
(cm, g, cm®,cm’, an, ord s.a.), atunci nu toate marimile de tipul dat
pot fi masurate cu aceastd unitate. Apare necesitatea de a Tmparti
unitatea datd In cateva parti egale, deci de a extinde numerele
intregi.

In acest caz este comod de utilizat notiunea de camp care
este o specificare a celei de inel.

Definitia 1. Inelul comutativ K(+,-), care contine cel putin

doua elemente, se numeste camp daca pentru orice doua elemente
a,be K, b#0, exista un element xeK astfel incit bx=a
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. a . A . .
(elementul x se noteaza 3 si se numeste cdtul elementului a prin

elementul b+0 ).

Orice camp K poseda element unitar 1., pentru care
l,-a=a, Yae K. Mai mult, orice element a € K, a#0, posedad

element invers a”', pentru care aa”' =a'a=1, si acest element
este determinat in mod unic, prin urmare si catul a douad elemente

a o )
E’ b # 0, este determinat Tn mod unic.

Reiesind din sarcina pusd mai sus, formulam

Definitia 2. Sistem de numere rationale se numeste un
camp minimal (in raport cu incluziunea) QQ care contine inelul

numerelor intregi 7., adica:

1) Z<Q, unde Q este un camp;

2) operatiile de adunare si inmultire in QQ coincid cu operatiile
respective din 7. pentru elementele din 7.,

3) Q este un camp minimal (in raport cu incluziunea) ce

satisface conditiile 1) si 2).

In definitiile 1 si 2 se contin axiomele sistemului de numere
rationale. In continuare verificim cele mai importante cerinte
asupra unui sistem de axiome: completitudinea, care se reduce la
unicitatea sistemului numeric si compatibilitatea, ce este echivalenta
cu existenta unei interpretari (vezi §4).

Incepem cu problema unicitatii sistemului de numere
rationale §i pentru rezolvarea ei, ca si in cazul precedent (lema 5.1),
exprimam minimalitatea cAmpului Intr-o forma mai comoda.

Lema 7.1. Fie K un camp arbitrar ce contine 7. Campul
K este minimal printre campurile ce contin 7, daca si numai daca
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orice element din K are forma %, unde a,beZ, b#0 si

impartirea se efectueaza in campul K .

Demonstratie. (=) Fie Z < K si K un cadmp minimal cu
aceastd conditie. Consideram urmétoarea submultime in X :

K'={%|b¢0; a,beZ}.

Se verifica usor cd K' este Inchisa in raport cu operatia adunarii si
inmultirii in K (+,-), unde :

a+c_adibc a ¢ _ac

b~d  bd bd bd
Mai mult, K' este inchisa si In raport cu operatia impartirii din
K (+,-), ce se efectueaza prin regula:

b

a c ad
b d bc
Prin urmare, K'este un subcamp in K. Observam cid Zc K,

. A A a
deoarece orice numadr intreg a € Z poate fi reprezentat in forma —

ab . C e . < ,
(sau: 5 b#0). Acum din minimalitatea lui K rezultd K =K',

adica orice element din K are forma %, unde a,beZ, b#0.

(<) Presupunem cd Z < K si orice element din K are
forma %, unde a,b € K si b#0. Atunci orice subcamp K'c K, ce
contine 7, este obligat, prin definitie, sa contind §i toate elementele
de forma %; a,beZ, b#0, deaceea K'=K. Aceasta arata

minimalitatea cAmpului K. O
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Acum putem demonstra unicitatea sistemului de numere
rationale pana la un izomorfism (de comparat cu teorema 5.2).

Teorema 7.2. Daca Q, si Q, sunt doua sisteme de numere

rationale, atunci campurile Q, si Q, sunt izomorfe: Q, =Q,.

Demonstratie. Fie 7, cQ, si Z, < Q,,unde Z, si Z, sunt

sisteme de numere Intregi. Din unicitatea sitemului de numere
intregi (teorema 5.2) rezultd existenta unui izomorfism de inele
¢:4Z,—>7Z,. Vom ardta ca ¢ poate fi extins pind la un

izomorfism ¢ :Q, - Q,. Conform Lemei 7.1, orice element din

Q, are forma %, unde a,beZ, si b#0. Definim aplicatia

@ :Q,—>Q, prinregula:

_(a)_¢(a)
‘”(b} o(b)’ .
unde din »#0 avem ¢(b) # 0.

. . a . .
Deoarece exprimarea in forma 3 nu este unicd, trebuie de

verificat corectitudinea acestei definitii. Fie %:%. Atunci
ab'=ba' (inZ,) si deaceea @(ab')=¢(ba'), prin urmare,
p(a)p(b") = p(b)p(a’), adica

pla) _gla)

p(b) @b

Aceasta aratd cd imaginea ¢(x) nu depinde de exprimarea

. . a . .
elementului x€@Q, in forma 3 Se observa usor ca @ este o

continuare a lui ¢ : pentru orice a € Z,,
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5(a) =52y P _el@)
¢<a)_(p(lzl)_¢)(lz,) L p(a).

Sa ardtam cd @ este o aplicatie bijectiva.
a c a c
a) @ este injectiva: daca @(—)=@(—), unde —,—eQ,,
) @ Yy (o(b) (p(d) 7 Q
a,b#0,c,d #0¢eZ,, atunci
p(a) _ ¢(c)
pb)  o(d)
deaceea ¢@(a)p(d)=@(b)p(c) si p(ad)=@(bc). Deoarece ¢ este

. .. o . a
un izomorfism, de aici rezultd ad = bc, prin urmare, Z = E

b) ¢ este surjectiva: pentru orice %e Q, (k,leZ,,1#0),
notind a=¢ ' (k),b=¢' (/)€ Z,, obtinem
o) 0 o0
b) o) ep'(l) I’
adicd orice element din QQ, are imagine inversd in Q,.

Din a) si b) acum rezultd cd ¢ este o bijectie. Rdméne sa
verificam ca ¢ pastreaza operatiile adunarii si Inmultirii. De

exemplu, pentru operatia adundrii avem:
_[a c j ~ _(ad +bcj(i) p(ad +bc) @(ad)+p(be)

o(bd) pb)p(d)

9

_+_
P\5 7 d bd

@y, =\  ole)
co(b)+¢(d)—(p(b)+(p(d) =

_ p@e(d) +p(b)p(c) _ ¢(ad)+gp(be)
¢(b)o(d) o(b)o(d)

La fel se verifica pastrarea operatiei inmultirii.
Din cele demonstrate mai sus putem deduce ca campurile
Q, si Q, suntizomorfe. O
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Trecem la analiza problemei despre existenta sistemului de
numere rationale. Pentru a solutiona aceastd problema vom arata o
metoda de constructie a sistemului QQ, utilizand atat sistemul de

numere intregi Z, cat si procedeul de trecere la multimea-factor
(vezi §5).
Notim Z = Z\{O} si definim pe produsul cartezian ZxZ’

urmatoarea relatie binara:
def

(a,b)~(c,d)<:>ad=bc, (2)

unde a,ceZ, iar b,d € Z".

Lema 7.3. Relatia binara ,, ~ " definita pe produsul

cartezian Z.x7" prin regula (2) este o relatie de echivalenta (adica
este reflexiva, simetrica §i tranzitiva).

Demonstratia se reduce la verificare directd. O

Prin urmare, relatia ,,~” determind o partitie a multimii
Zx7Z" in clase de echivalenta: orice (a,b)erZ* determind o

clasa

(a,b)z{(c,d)erZ* |(a,b) ~(c,d)}.
Vom nota aceastd clasa de echivalentd prin %. Doud clase de

echivalenta sunt egale daca si numai daca:

a_c & (a,b) ~ (c,d) < ad =be.
R b d
In particular,
L m=0.
b bm
Astfel obtinem multimea-factor:
Q=(zx2")/~
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ce constd din toate clasele de echivalentd ale multimii ZxZ" in
raport cu relatia ,,~”. Orice element din clasa de echivalenta

@ € Q poate fi luat in calitate de reprezentant al ei.
Observam ca campul Q poate fi considerat ca o extindere a
inelului Z , deoarece existd o aplicatie injectiva
a

9:7.—>Q=(ZxZL")/~, qo(a):Tz(a,l)

: b, - : . .
(daca a=#b, atunci %7&?). In particular, numarului 1eZ 1i

corespunde clasa de echivalenta
— 1 a
L)=—-=— (0zaecZ).
Ah=7=—( )

Scopul nostru este transformarea multimii Q in camp si
pentru aceasta introducem pe multimea @Q urmatoarele doud

operatii:
def
£+£ “ ad+bc’ 3)
b d bd
a c * ac
—— = —. 4
b d bd @

Lema 7.4. Operatiile de adunare §i inmultire, date in (3) si
(4), pe multimea Q= (ZXZ*)/ ~ sunt definite corect, adica

rezultatele efectuarii lor nu depind de alegerea reprezentantilor
claselor de echivalenta.

Demonstratie. Verificdm afirmatia pentru operatia adunarii.
Daca
a_a .c ¢

b b d d
atunci ab, = ba, si cd, = dc,, de aceea:
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(ad+bc) ( )( d) (bbl)(cdl):
=(ba )( )+ (bhy)(de; ) =
= (bd)(ayd,)+ (bd) (b, ) = (bd)(ad, +bec,),
dar aceasta arata ca
ad +bc _ad, +bc,
bd bd,

b
adica
a ¢ a ¢
—+—=—+—".
b d b d,
Prin urmare, operatia adundrii este corect definitd. La fel se verifica
corectitudinea operatiei inmultirii. O

Lema 7.5. Multimea Q= (ZXZ*)/ ~ In raport cu operatia

(+) este un grup abelian.

Demonstratie. Operatia (+) in Q este comutativd si

asociativa, ceea ce rezultd din regula (3) si din faptul ca in Z
operatiile sunt asociative i comutative. Mai mult, Q(+) poseda

. .0 0
element neutru - clasa de echivalenta n (sau —, a #0), deoarece
a

a,9_al+b0_a a_ o
b 1 b-1 b b
In sfarsit, orice %e Q poseda element opus _Ta’ deoarece

a —-a ab-ba 0 9
b b b-b b1

O

Lema 7.6. Operatia inmultirii in Q (regula (4)) este

asociativa si comutativa, are element neutru 1, si este distributiva
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in raport cu adunarea. Mai mult, orice element 0+#r eQ poseda

element invers in Q (adica existd r~' € Q, astfel incat r-r~' = 1)

Demonstratie. Din regula (4) si din faptul ca in Z operatia
inmultirii este asociativa §i comutativa, rezultd cd inmultirea In Q

poseda aceleasi proprietati.

Elementul I_a (a#0) este element neutru in Q (-),
a

deoarece

al_al_a
b1 b1l b
pentru orice %e@ (vom nota acest element prin 1;). Mai

< U a )
observam ca orice clement 0¢r=ze@ are clement invers

=l (a#0) deoarece
a

a b ab L

]
baba@

Este evident ca existenta elementului invers da posibilitatea

de a defini in Q operatia impartirii: pentru orice elemente
a c . ..
>’ ge(@ —;tO punem prin definitie

d_ad “
C

Lema 7.7. Multimea Q= (ZXZ*)/ ~ formeaza un camp in

raport cu operatiile adunarii si inmultivii. Prin incluziunea

p:Z—>Q, p(a)=(a,1)=—
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operatiile in Q sunt prelungiri ale operatiilor respective din 7.

Demonstratie. Din lemele 7.5 si 7.6 avem ca Q(+) este un
grup abelian si Q(+,-) este un inel comutativ cu unitatea 1, in

care orice element 0 # r € Q are invers, deci Q(+,-) este un camp.

Pentru orice a,b €7 avem
a b a+b . a
—t—= sl —
1 1 1 1

éab
1

si, utilizdnd ¢:Z — Q (adica identificand a €Z cu %e @), este

clar ca operatiile din Q coincid cu cele din Z pentru elementele
din (p(Z).D

Totalizdnd cele expuse mai sus (lemele 7.3-7.7), putem
formula rezultatul principal.

Teorema 7.8. Campul Q= (ZxZ*)/ ~, cu operatiile date in
(3) si (4), este un sistem de numere rationale, adica un cdmp
minimal care contine inelul numerelor intregi 7. .

Demonstratie. Avand n vedere lema 7.7, ramane de aratat
minimalitatea lui Q printre cAmpurile ce contin Z . Pentru aceasta,

conform lemei 7.1, este suficient de verificat ca orice element din
Q este egal cu catul a douda numere intregi. Intr-adevar, orice

a . a .b .
element 3 € QQ este catul numerelor n si n din 7, deoarece

(a} (b](s)a-l a
=2 l==—==. o
1 1 1-b b
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Din toate cele expuse in acest compartiment putem face
urmatoarea concluzie: sistemul de numere rationale QQ exista si este

unic, abstractie facand de izomorfism.

Exercitii
1. Demonstrati Lema 7.3.

§8. Relatia de ordine naturala in cAmpul numerelor rationale

Sistemul numerelor naturale N si sistemul numerelor intregi
7 sunt total ordonate (vezi §3,6) prin relatia de ordine naturala. In
acest paragraf vom arata ca relatia de ordine mentionatd poate fi
extinsa peste cAmpul numerelor rationale Q. Metoda de extindere
este similara cu cea utilizata la trecerea dela N la Z (vezi §6).

Campul numerelor rationale QQ a fost construit (§7) In forma

Q:(ZXZ*)/~:{@:%m,beZ,biO},

def

unde (a,b) ~ (c,d) < ad =be.

Definitia 1. Vom spune ca clasa de echivalenta (a,b) :Z
din Q este

— pozitivd, daca ab >0 ;

— nula, daca ab=0 ;

— negativd, daca ab < 0.

Notam: Q“) — multimea elementelor pozitive din Q; Q(_) -
multimea elementelor negative dinQ .

Observam ca definitia este corecta, adica tipul clasei de
echivalentd nu depinde de alegerea reprezentantului ei. De exemplu,
daca

67



505" g

si ab>0, atunci ad =bc,c#0, altfel a=0 si ab=0. Deci
(ab)(cd)=(be)’ >0 si conditia ab >0 implica ¢d > 0.

Deoarece Z =7\ U{ }UZ (§6), este clar ci pentru orice

: 5 a : : :
clasa de echivalenta (a,b)= Z € Q are loc una i numai una dintre

1) clasa Z este pozitivé;
a <
2) clasa 5 este nula;

a .
3) clasa 3 este negativa,
adica

Q=QPU{ojuqQ". (1)

Ca si in cazul inelului Z , notam P = QM U {0} si aratam ca

P+Pc P, P-PcP, PN-P={0} si PU-P=Q. Mai intdi si

. . a RN -a .
observam ca orice clasa 3 € Q poate fi scrisa si in forma —. Prin

urmare, intotdeauna se pot alege reprezentanti ai clasei (a,b)=
a ~ ~ ~ ., .
—eQ, astfel incat b sa fie pozitiv.

Fie x,y elemente arbitrare din P. Daca x=0 sau y =0,
atunci x+ y =y sau, respectiv, x+y=x si xy=0, deci x+yeP

si xy e P. Fie acum x¢0¢y,x:%,y:§, unde a,b,c,d sunt

numere intregi pozitive. Atunci
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a ¢ ad+bc ac
X+y=—F—=——"-,xy=—0.

b d bd bd
Deoarece ad,bc,ac si bd sunt pozitive, rezulta x+yeQ",xyeQ".
Definitiv obtinem cd x+ y € P si xy € P. Celelalte doua proprietati
rezultd din (1) Deci P este conul pozitiv al cAmpului numerelor
rationale.

Este comoda si urmatoarea regula de comparare a numerelor

rationale cu numitori pozitivi:

g<£(:)ad<bc.
b d

Demonstratia este directa.
Acum definim relatia de ordine naturald in cdmpul Q.

Definitia 2. Fie r,s € Q. Punem prin definitie:
def
r<s < s—-reQ");
def
r<s <& r<s sau r=s (@ S—reP).

Propozitia 8.1. Relatia binara “<” este o relatie de ordine
totala pe multimea QQ a numerelor rationale. o

Relatia binara “<” (Definitia 2) se numeste relatia de ordine
naturala in cdmpul Q si este evident cd ea reprezinta o extindere a

relatiei similare din Z.
Din teoria generala a inelelor ordonate rezulta

Propozitia 8.2. Relatia de ordine naturala in campul Q

poseda urmatoarele proprietati:
1) daca r <s, atunci r+u <s+u, pentru orice u € Q;

2) daca r <s si u>0, atunci ru < su,
3) daca r<s, atunci —s <-—r;

4) daci 0<r<s, atunci r* <s*. O
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In mod obisnuit (vezi §6) se defineste si in Q modulul sau
valoarea absoluta a unui numar:
r, daca r>0;
|r| =<0, daca r=0;
—r,daca r<Q0.
|r|20, |r|=0c>r=0.

Prin reducere la cazul numerelor intregi (Propozitia 6.5) usor
se demonstreaza proprietatile:

rs| = r|[s

b
|r+s| S|r|+|s|.
In §§ 3,6 a fost mentionat faptul ca sistemele numerice N si
Z sunt discrete, adica intre doud numere succesive de aceste tipuri

nu existd alt numar din acelasi sistem. Cu totul altd situatie este n
campul Q, precum se vede din urmatoarea afirmatie.

Propozitia 8.3. Campul numerelor rationale Q poseda

proprietatea densitdtii, adica intre oricare doua numere rationale
exista cel putin un numar rational.

Demonstratie. Fie %>§, unde >0 si d>0. Atunci

., ad+bc A <
numarul —hd este aranjat intre cele doud numere date:

a ad+bc c

b 2bd d

Intr-adevar, din relatia a5c avemﬂ>b—c si ad >bc, adica
b d bd bd

ad —bc > 0. De aceea:
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a ad+bc 2ad—-ad—-bc ad-bc a ad+bc
= = >0 = —> ;

b 2bd 2bd 2bd b~ 2bd
ad+bc ¢ ad+bc-2bc ad-bc ad+bc ¢
_— = = >0 > >—.
2bd  d 2bd 2bd 2bd  d

Printre proprietdtile sistemelor N si Z care se pastreazd in
@ se poate mentiona lema lui Arhimede (vezi lemele 3.4 si 6.3) .

Lema 8.4 (lema lui Arhimede pentru cimpul Q). Campul
numerelor rationale QQ este un camp total ordonat arhimedean,
adica pentru orice numere r,s € Q,s >0, exista un numar natural
n, astfel incat ns >r.

Demonstratie. Conform Propozitiei 8.1 campul Q este total
c

O e . . a
ordonat. Sa aratam ca el este arhimedean. Fie r =g, S =7 unde

c>0,b>0si d>0. Sunt posibile doua cazuri:

a

a c C o c
1) _<E; atunci lvam »n =1 slob‘gmemn-s:n-g>z:r;

2) 4y £; atunci ad > bc > 0 si, aplicand lema lui Arhimede pentru
Z (vezi Lema 6.3) numerelor ad si bc > 0, gasim un numar natural

n € N, astfel incat nbc > ad, de unde obtinem (inmultind cu é ):

n-—>—,
d

b

adica ns>r. O
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Acum vom arata o proprietate specifica a campului Q care

il deosebeste printre alte campuri i semnaleaza in anumit sens
,omnipotenta” lui. Mai Intai amintim urmatoarea notiune.

Definitia 3. Caracteristicia a campului K (char K ) se numeste:
- numarul zero, daca na#0 pentru orice ae K,a#0 si

neN, n#0;
- numarul prim p daca pa=0 pentru orice a € K.

Campul K se numeste prim daca el nu are subcampuri proprii
(adica diferite de K).

Propozitia 8.5. Campul numerelor rationale este un camp prim.
Orice camp P de caracteristica zero contine un singur subcamp
P' care este izomorf cu campul numerelor rationale Q.

Demonstratie. Orice subcamp netrivial Q' al campului Q este,
prin definitie, o submultime in @, inchisd in raport cu cele 4
operatii din Q, de aceea contine atat unitatea 1, cat si toti multiplii

ei n-ly,neZ, adica contine Z. Prin urmare, Q' contine si toate

caturile % pentru a,beZ,b#0,deaceca Q =Q.

Fie P un camp arbitrar cu char P =0. Notam prin e elementul

unitate al acestui camp si separdam in P submultimea:
7'={ne|nel}.
Din conditia char P=0 avem: ne# 0, pentru orice numar nenul
neZ si ne# n,e, daca n, # n,. Prin urmare, aplicatia
f[:Z—-7", f(n)=ne,

determind un izomorfism de inele: Z =Z' — P . Definim inmultirea
numerelor rationale cu elementele din P astfel:
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a ¥ age a Y a
—e = —_—, — X = (_.e).x’
b be b b

unde xe P, iar Inmultirea si Tmpartirea se efectueazd inP.
Consideram in P submultimea:

. la a

=i—-e|—eQ;.
@-{t atcq)
Utilizand din nou conditia charP=0, obtinem izomorfismul
Q'=Q definit de aplicatia

a a
15)-4-

Astfel, P contine un subcimp Q izomorf cu Q. Mai mult, acest

Q' este unicul subcdmp in P cu aceastd proprietate: dacd mai avem
un subcamp Q"< P cu Q"=Q, atunci Q" este obligat sa contind

si ee P, deci si toti multiplii ei ne (adicid Z), prin urmare si toate

ne oo ' .. " = < "
elementele — (adica Q). Din ipoteza Q"= Q, rezultd ca Q" este
me

prim, prin urmare, Q'=Q". O

Teoria divizibilitatii pentru campul numerelor rationale Q,

ca si pentru orice camp, este triviala si se reduce la faptul evident ca
orice numar se imparte (fard rest) la orice numar nenul (aceasta
explica faptul cd pentru Q nu se demonstreaza rezultatul similar
teoremei Tmpartirii cu rest).

Finisam acest paragraf cu o observatie referitoare la
aranjamentul pe axa numericd a numerelor din Q in raport cu cele

din Z.
g . y . a .
Propozitia 8.6. Pentru orice numar rational EEQ, exista
un numar intreg q € 7. astfel incdt

qS%<q+1
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(adica orice numar rational se afla intre douda numere intregi
consecutive).

. a . . N
Demonstratie. Fie 3 € Qsib > 0. Aplicam teorema Impartirii
curest in Z (teorema 6.6) numerelor a si b: existd gq,r € Z, astfel

incdt a=gb+r, 0<r< |b| =b. Atunci % =q +% si din relatia

r<|b|=b avem Tl deci g<Z<g+1. o
b b

Exercitii

1. Demonstrati ca pentru orice doud numere rationale 7 si S avem:
a) |r+s| < |r|+|s|,
o =l |

2. Demonstrati Propozitia 8.1 si Propozitia 8.2.

3. Demonstrati ci multimea numerelor rationale @Q este echivalenti cu:

a) multimea numerelor naturale pare;
b) multimea numerelor naturale divizibile cu un numar natural dat.

4. Fie date numerele rationale — si — . Inscrieti Intre ele trei numere rationale

cu ajutorul semnului ,,<”. Cate numere rationale pot fi inscrise in acest mod
intre doud numere rationale diferite?
5. Demonstrati ca nu existd un numar rational, patratul céruia sa fie egal cu 3.

a .. a
6. Fie — un numar rational pozitiv. Demonstrati cd —+— > 2.
a

1 1 1

R , ... , — este mai mare ca—,
n+l n+2 2n

pentru orice numir natural 7 >1.

7. Demonstrati ca suma fractiilor
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8. Demonstrati ca:

10" +2

a) pentru orice numar natural nenul 7 , numarul ——— este intreg;

n-4 n-3
S1
12

b) pentru orice numar natural nenul 7 , numerele nu pot fi

simultan intregi;
1 1 1 n
C) =+ +...+ = .
1.2 2.3 nn-1) n+1

9. Poate oare suma a doua fractii sa fie egald cu produsul lor? Daca da, atunci
care este forma acestor fractii?
10. Poate oare diferenta a doua fractii sa fie egala cu produsul lor? Daca da,
atunci care este forma acestor fractii?
11. S4 se demonstreze cd ecuatia X° — kx +1= 0 nu are ridicini rationale,
pentruoricek e N, k> 2.
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Capitolul IV

Numere reale

§9. Necesitatea extinderii cAmpului numerelor rationale.
Siruri fundamentale

Pana in prezent am efectuat doua extinderi ale sistemelor
numerice :N — Z — Q, motivandu-le prin necesitatea existentei
operatiilor inverse adundrii si inmultirii. Astfel, in Q ca si in orice
camp, avem patru operatii. Mai mult, se poate spune ca campul Q
este satisfacator si din punct de vedere practic: orice masurare
poate fi efectuatd prin numere rationale cu orice grad de exactitate
(cu orice precizie).

Dar dezvoltarea matematicii a aratat ca campul QQ are un sir
de ,,defecte”, pentru inlaturarea carora este necesar de largit acest
camp. In continuare vom expune céteva argumente in folosul unei
astfel de extinderi. Mai concret, vom ardta cd numerele rationale nu
sunt suficiente pentru rezolvarea unor probleme din algebrda si
geometrie.

a) In campul Q este imposibild extragerea radicinii din
unele numere. De exemplu, dacd p este un numar natural prim si

neN,n>1, atunci numarul {/p (adicd numarul x astfel incat

- . a
x" = p) nu poate fi un numar rational e unde a,beZ,b#0.

b) Numerele rationale sunt insuficiente pentru masurarea
segmentelor. Sa amintim cd masura comund a doud segmente se
numeste segmentul care se cuprinde de un numar natural de ori in
ambele segmente. Dacd doud segmente au masurd comund, atunci
ele se numesc comensurabile, iar In caz contrar - incomensurabile.
Este usor de verificat ca lungimea unui segment a in etalonul de
lungime e este un numar rational dacd i numai dacd segmentele
a si e sunt comensurabile. Dar inca din antichitate este cunoscut
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faptul ca exista segmente incomensurabile, de exemplu, latura unui
patrat este incomensurabila cu diagonala lui. Aceasta arata cd
pentru masurarea segmentelor este necesara largirea campului Q.

c¢) Numerele rationale nu completeaza toata dreapta
numericd, adicd existd ,,goluri” pe aceasta dreapti. Intr-adevar,
reprezentand numerele rationale pe dreapta numerica, gasim puncte
carora nu le corespunde nici un numadr rational, de exemplu, capatul
din dreapta al segmentului egal cu diagonala patratului din desenul
de mai jos:

~
1 \

\

\
0 N2 2 3 g

d) Existd fractii zecimale care nu reprezintd nici un numar

. A 9 ~ . : m
rational. Intr-adevar, trecand de la fractii ordinare — la cele
n

zecimale (adicd efectuand impartirea lui m prin n in sistemul
zecimal), sunt posibile 2 cazuri: sau fractia obtinuta este finitd, sau
ea este infinitd, dar in acest caz ea este neaparat periodica (deoarece
resturi pot fi doar numerele 0,1,...,n-1, deci cel mult peste n pasi
un rest se va repeta, dar atunci si la cat numarul se va repeta). Pe de
alta parte, ugor se poate ardta o fractie zecimald infinita, care nu este
periodica, de exemplu, 0,1001000100001 ... Este clar ca aceasta

. e . m
fractie nu poate fi obtinuta nici dintr-un numar rational — .
n

Din cele expuse mai sus putem face concluzia ca pentru
rezolvarea unor probleme din algebrda si geometrie este necesara
extinderea sistemului de numere rationale Q.

77



Pentru a preciza sarcina ce ne revine §i a gasi cdile de
indeplinire a ei, sd analizdm mai amanuntit urmatoarele doua
probleme.

Problema 1: masurarea segmentelor.
Fie cd pe o dreapta avem un segment AB si un etalon de
lungime e:

(1/k)e
Fixdm un numar natural k£ >0( baza sistemului de numeratie, de
exemplu k£ =10) si Tmpartim etalonul In & parti egale. Depunem
1 . ..
segmentul ;e pe segmentul 4B din punctul 4 spre B . Atunci exista
un numar natural p, Incét
Pocqpctl,
k k
adicd pentru lungimile acestor segmente are loc relatia
p+l 1

alz%ﬁl(AB)< =h. b=

. . . . 1
(aici este aplicatd lema lui Arhimede pentru / (AB) §1E€). Numarul

a, :% se numeste lungimea aproximativa a segmentului AB prin
. . 1, o - p+1
lipsa cu exactitatea %; in mod similar, numarul b, :T se

numeste /ungimea aproximativa a segmentului AB prin adaos cu

. 1
exactitatea Z .
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Continudm masurarea, luand la urmatorul pas in locul
numirului k& numirul £*. In mod similar obtinem lungimi

o : 1
aproximative cu exactitatea de —-:

p p,+1 1
azzk—iﬁl(AB)< ;{2 =b,, bz_azzk_z-
Procedim in mod analog pentru numerele k°,k*,...k",.. si

obtinem doua siruri de numere rationale:

a,La,<...La,<..

. (1)
by2by>..>b >..., )

unde primul este un sir ascendent ce tinde de jos spre / (AB), iar al

doilea este un sir descendent care tinde de sus spre Z(AB). Este

evident ca
+1 1
pooa Pt P L
S S
si aceastd diferenta tinde spre zero, cand » tinde spre infinit, adica:
Ve>0(s€Q),3n, e N, astfel incat

a —am|<g. 3)

n

Vn,m>n,,

Din cele expuse rezultd urmatoarea concluzie: daca segmentul
AB este incomensurabil cu segmentul unitar e, atunci sirurile (1) si
(2) sunt infinite si ambele au in calitate de limitd numarul
[(AB) care nu apartine campului numerelor rationale Q. Sirurile cu

proprietatea de condensare (3) se vor numi fundamentale si astfel, in
acest caz, avem sirurile fundamentale (1) si (2) de numere rationale,
limita carora nu este un numar rational.

Problema 2: extragerea radacinilor.
Fie aeQ (a>0) si se cere de aflat numarul Ya (k>1,

k eN) adicid un numir x incit x* =a. Pentru simlpicitate vom
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folosi sistemul zecimal i vom cduta numai valoarea pozitiva a
radacinii.
Primul pas: aplicdim lema lui Arhimede pentru numerele
.1 - . 5 . A 1
a+l si E>0’ gasind un numar m e N astfel ncat m-E>a+1.

Atunci:

k
1 1
m— | >m-—>a+1>a,
( 10] 10

deci multimea numerelor naturale

Az{leNI(Z-%)kﬁa}

este marginita de sus (de exemplu, de numarul m ), de aceea poseda

. - !
cel mai mare numar, fie acesta g, :

1Y ;LY
a -— | <a< (a1+1)~— .
10 10

Notand a, = a, L si b, :(al' +1)-L, avem
10 10
1
10
Acum este clar cd numarul cautat se afld intre a, s1 b;:

k k _
a" <a<b',b—a =

a, <ia<b,.
Vom numi:

3

T . o . 1
a, valoarea aproximativa a lui a prin lipsa cu exactitate de —0

e - . . 1
b, valoarea aproximativa a lui Ya prin adaos cu exactitate de o

- 1 . o
Pasul al doilea: in mod similar pentru o7 obtinem situatia

k —
a,<Na<b,, b,—a,=

2

10°
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. o . . 1
avand valorile aproximative ale lui {a cu exactitatea de o La

b, cu conditia

n>=n

pasul n vom obtine numerele a

1
k —
a, S\/;<bn, b,—a,=—-.
10
Continuand procesul, vom avea doua siruri de numere rationale :
a<a,<..<a,<.. 4)
b=2b,>..2b >.., (5)

unde primul este un sir ascendent ce tinde spre a (aproximarea
prin lipsd), iar al doilea este un sir descendent ce tinde spre a
(aproximarea prin adaos). Din constructie este clar ca b, —a, tinde

spre zero cand n tinde spre infinit. La fel de evident este faptul ca
ambele aceste siruri satisfac conditia de condensare (3).

Astfel din analiza precedentd putem face concluzia:

dacd numdrul {a nu este rational (vezi punctul a)), atunci ambele
siruri (4) si (5) sunt siruri infinite si fundamentale de numere
rationale, ce au drept limita numarul Ya care nu apartine campului

Q.

Finisand scurta cercetare a problemelor 1 si 2, putem spune
ca pentru rezolvarea lor ce cere completarea campului Q astfel
incat sa fie posibila o noud operatie - trecerea la limita in noul
camp, asigurand proprietatea: orice sir de numere cu proprietatea de
condensare (3) s aiba limita in acest camp.

Exista diverse metode de efectuare a unei astfel de extinderi,
de exemplu, Dedekind a propus asa numita metoda a sectiunilor.
Noi vom expune o altd metodd (constructia lui Georg Cantor),
bazata pe sirurile fundamentale de numere rationale.

81



Pentru cele ce urmeaza avem nevoie de unele rezultate
preliminare, pe care le vom expune intr-un cadru mai general -
pentru un camp total ordonat P ce contine Q.

Fie P un camp cu relatia de ordine ,,<”, compatibild cu
operatiile (+) si (-) din P. Atunci in mod obisnuit se poate defini
modulul sau valoarea absoluta a elementului a € P.

Campul P se numeste arhimedean ordonat dacd este
satisfacutd lema lui Arhimede: pentru orice a e P i orice be P,
b >0, exista un numar natural n >0 astfel incat nb > a.

Sir de elemente din P se numeste orice functie f cu f(n) =
a, € P, definitd pe numerele naturale {1,2,...,n,...} cu valori inP si
scrise in forma: a,,a,,...,a,,...; {an}i1 sau, simplu, {a,}. Sirul de
forma a,a,...,a,... se numeste sir stationar si se mai noteaza {a} .
Elementul @ € P se numeste /imitd a sirului {a,} de elemente din

P dacad pentru orice £ >0 (& € P) exista un numar natural n, (ce

depinde de &), astfel incat pentru orice n > n,, are loc relatia:

la—a,|=|a,—d<e.
Se noteazd: lim{a,} =a. Daci sirul {a,} poseda limitd atunci el se

numeste §ir convergent. Se verifica imediat unicitatea limitei.

Propozitia 9.1. Orice sir convergent din campul P are o
singura limita.
Demonstratie. Dacaa =lim{a,},b=1lim{a, }si b#a atunci,
a1

ludnd ¢ :T>O, din definitia limitei avem existenta a doua

numere n, si n,, astfel incat:

a, —a|<@, Vn>n,
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ja=4
|an—b|<—, Vn > n,.
2
Atunci pentru  n, =max(n;,n,) avem :
|a—b|=‘ (a—a,)+(a,-b ‘S|a—an|+
|a b| |a b|

2 2
pentru orice n > n,, ceea ce este o contradictie. O

+(a b)

n

Urmatoarea notiune joacd un rol central in constructiile ce
urmeaza.

Definitia 1. Sirul {an} de elemente din P se numeste
Jundamental (sau sir Cauchy) daca pentru orice £>0 (&€ P)
exista un numar natural n, astfel incdt pentru orice n>n, §i orice

numar natural p are loc relatia

aﬂ+p

(Alta forma a acestei conditii: pentru orice &>0 (&€ P) exista

un numar n, astfel incdt pentru orice m,n > n, avem |am -a,

Propozitia 9.2. Orice sir convergent de elemente din campul
P este fundamental.

Demonstratie. Fie {an} un sir convergent si lim{a,}=a.
n—>®0
Atunci, conform definitiei, pentru orice £>0 (&€ P) existd un
< fa £ .
numar natural n, astfel incat |an —a| < 5 pentru orice n > n,. De
aceea pentru n > n, $i orice numar natural p avem:

<

a,,,—a+ta—a,

an+p—a‘+|a—an

deci sirul {a,} este fundamental. o
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Astfel conditia de a fi sir fundamental este necesara pentru
convergenta lui in P, dar nu este si suficientd. De exemplu, sirurile

(1), (2), (4) si (5), sunt in mod evident fundamentale in @QQ, dar in
cazurile specificate anterior nu au limitd in campul Q.
Pentru cele ce vor urma este util de mentionat unele

proprietdti ale operatiei de trecere la limita .

Propozitia 9.3. 1) Fie {an} i {bn} doua siruri din cdmpul
P. Daca sirul {a,} este convergent si lim{a,—b,}=0, atunci si
sirul {b,} este convergent cu aceeasi limita: lim{a,}=1im{b,}.

2) Daca sirurile {an} i {bn} sunt convergente atunci:
a) lim{a,+b,}=lim{a,}£lim{b,};
b) lim{a,b,}=lim{a,}-lim{b,};

a lim{an }

c) lim{i}=m daca lim{bn};to si {b}#0, VneN.

Demonstratia se reduce la verificare directd. O

Exerecitii
1. Demonstrati propozitia 9.3.
§10. Proprietati ale sirurilor fundamentale
de numere rationale
In acest paragraf vom cerceta sirurile fundamentale de

numere rationale si vom ardta unele proprietati ale lor, necesare
pentru constructiile ulterioare.
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Propozitia 10.1. Orice sir fundamental de numere rationale
{an} este marginit, adica exista un numar rational M >0 incat

a,|<M pentru orice n.

Demonstratie. Deoarece {a,} este un sir fundamental,

<1

pentru ¢ =1 existd un numar natural n, astfel Incat ‘am —a,

pentru orice m > n,. Atunci avem:

+1,

<l|a <l|a

am = an0+1 + am _anOJrl ny+1 m ny+1 ny+1

+‘Cl —da

pentru orice m > n,.
Luand un numar rational pozitiv M cu proprietatea:

, a, |, +1}.

M > max{|al a2|...,

N ano +1

avem |am| <M , pentruorice m. O

Notam prin F multimea tuturor sirurilor fundamentale de

numere rationale. Vom cerceta aceastd multime, introducand pe ea
diferite operatii algebrice.

Definitia 1. Suma, diferenta si produs a doud siruri

fundamentale de numere rafionale {a,} si {b,} se numesc,

respectiv, sirurile:
{a"+bﬂ}’ {an_bn}’ {anbn}'

Propozitia 10.2. Suma, diferenta si produsul a doua siruri
fundamentale sunt siruri fundamentale.

Demonstratie. Fie {a,},{b,}€F s1 €>0 (5 € Q). Alegem

un numar n, astfel incat:

b, —b

n+p n

a

&
» 4, <5, <E,

n+
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pentru orice n > n, siorice p € N. Atunci avem:

‘(amp ibn+p)—(an ibn) = ‘(anw —an)i(bn+p —bn) <

b

a ‘—‘f_ n+p_bn

n+p n

& €
Sp <—t—=g,
2 2
deci {a, +b,} este un sir fundamental.

Verificam afirmatia pentru produsul a doud siruri. Fie
{a,},{b,} € F . Atunci aceste siruri sunt marginite (Propozitia 10.1),

de aceea existd un numdr rational pozitiv M incat |an|<M s
bn

fundamentale, pentru orice & >0 existd un numadr n, astfel Incét:

<M, pentru orice n natural. Deoarece sirurile date sunt

&
<,
2M

pentru orice n>n, si orice peN. Prin urmare, pentru produsul

an+p _an bn+p _bn

&
<,
2M

sirurilor obtinem:
a, b —anbn‘:

Vl+p VH—p
\b

n+p

<

a,,,b a, b +a, b —ab

ntp  Fnepn n+p-n n-n

b}’l

<la

—bn‘+

an+p _an‘ <

n+p

<M.L+M.i:£+£
2M 2M 2 2

pentru ¥V n > n,, ceea ce arata ca sirul {a,b,} este fundamental.o

:g’

Din definitia 1 se vede ca proprietatile operatiilor din Q pot

fi transferate la operatiile din F.

Corolarul 10.3. Operatiile de adunare si inmultire a
sirurilor fundamentale sunt comutative §i asociative. Mai mult,
inmultirea este distributiva in raport cu adunarea. O
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Acum avem nevoie de analogul numarului 0 din Q -

elementul neutru 1n raport cu adunarea din F.

Definitia 2. Sirul de numere rationale {an} se numegte §ir

nul daca el converge catre zero: lim{a, } =0.

Evident, orice sir nul este fundamental, deci si marginit.

Propozitia 10.4. Suma si diferenta a doua siruri nule sunt
siruri nule. Produsul oricarui sir fundamental cu un §ir nul este un
sir nul.

Demonstratie. Prima afirmatie rezultd din Propopozitia 9.3,
p.2a).
Fie {a,} un sir nul si {»,}eF . Atunci {b,} este marginit

(Propopozitia 10.1), adica |bn|<M , pentru un numar rational

M >0 si orice n. Deoarece sirul {an} este nul, pentru orice £ >0

-4 = A A & . .
existd un numar n, astfel Incat |an| < I pentru orice n > n,. Prin

urmarc:

_an

ab

n-n

b, <i-M=g,
M

pentru orice n > n,, ceea ce inseamnd ca lim{a,b,} =0. o
Ca si in sistemele numerice cercetate pana acum, in
multimea F a sirurilor fundamentale de numere rationale se pot

defini elemente pozitive si negative.

Definitia 3. Sirul fundamental de numere rationale {a,} se

numeste pozitiv daca exista un numar rationale >0 si un numar
natural n, incat a, > & pentru orice n>n,. Dacd {a,} este un sir
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pozitiv, atunci sirul {bn} :{—an} se numeste negativ (adica toate
elementele lui, incepand cu un anumitbno, sunt numere negative,

mai mici decdt un numar fixat negativ).

Notam :

FU — multimea tuturor sirurilor fundamentale pozitive;
F© — multimea tuturor sirurilor fundamentale negative.

Sa studiem comportamentul acestor tipuri de siruri in raport
cu operatiile din definitia 1.

Propozitia 10.5. 1) Suma si produsul a doua siruri
fundamentale pozitive sunt siruri fundamentale pozitive.

2) Suma a doua siruri fundamentale negative este un §ir
fundamental negativ.

3) Produsul a doua siruri fundamentale negative este un §ir
fundamental pozitiv.

4) Produsul unui sir fundamental pozitiv cu un g§ir
fundamental negativ este un sir fundamental negativ.

Demonstratie. 1) Fie {a,},{b,} e F ) Atunci prin definitie:
In,3e >0 (£€Q): a,>¢, Vn>n;
In,,3e,>0 (&,€Q): b,>¢,, Vn>n,
Luénd n, = max {n,,n,}, obtinem ca pentru orice n > n,:
a,+b,>¢g+¢&,>0, ab, >ege&,>0.
Afirmatiile 2), 3) si 4) se verifica in mod similar. O

Propozitia 10.6 (legea trihotomiei in F). Pentru orice sir

Jundamental {a,}e F are loc una si numai una dintre urmatoarele

eJe, .

a) {a,}e FO
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b) {an} este un §ir nul;
) {a, e F*
Prin urmare , F= F u{oyu FO .

Demonstratie. Este clar ca a) si c) se exclud reciproc.
Ramane de ardtat ca dacd {a,} nu este nici pozitiv si nici negativ,
atunci el este un sir nul.

Fie {a,} e F si fie ¢4 nici acest sir, nici opusul lui {-a, }, nu
este pozitiv. Atunci pentru orice & >0 (86@) s orice numar

natural n, existd numerele naturale n, >n, si n, >n, incat

a”lﬁg si —anzég. (1)

Acum utilizim faptul cd sirurile {a,} si {-a,} sunt
fundamentale: pentru acest £>0 putem alege n, incat pentru
numerele n, >n,, n,>n, si pentru orice n>n, sd aiba loc
inegalitatile:

g
<—.
2

a,—a, a,—a

n ny

2

&
<,
2

Din relatiile (1) si (2), pentru orice n > n,, avem :

E ¢
a,=a,—a, +a, S‘an—an1 +a, <E+E:g;

£
2
<¢& pentru orice n>n,. Deoarece ¢ >0 este un

=¢&.

£
-a,=a, —a,—a, S‘anz -a,|-a, <5+

Prin urmare, |a,

numdr arbitrar, din aceastd relatie rezultd ca {a, } este un sir nul. o

In incheierea acestui compartiment consideram inca o operatie in
multimea F: impartirea sirurilor fundamentale de numere rationale.
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Propozitia 10.7. Fie {a,},{b,}€F , unde {bn} nu este un

sir nul si b, # 0 pentru orice n. Atunci §i sirul cdt Z—” eF.

n
Demonstratie. Sirul {a,} este marginit (Propozitia 10.1), de
aceea exista un numar M €Q, M >0, incat |an| <M pentru orice
n. Sirul {b,} nu este nul, de aceea existd & >0 (¢ € Q) si un numar

n, astfel incat |b”| > ¢ pentru orice n>n,. Deoarece sirurile date

sunt fundamentale, avem: pentru oriceg, >0 existd n, incat:

pentru orice n > n, siorice p, sl existd n,, incat:

2
&€

2M

b, —b

n+p n

pentru oricen > n, §10rice p.

Luand n, = max{n,,n,,n,}, pentru orice n >n, avem:

Gnip G| _|Gp _ Cop | Grep G|
bn+ P bn bn+ p bn bn bn
_|an+p(bn _bn+p) + an+p —da, <
| b.,b, b,
bn - bn+p ‘aiﬁp —-a,
<la,, <
PUb b b
n+p||%n n
cgt s& € ¢
<M BE e AL A

M 2 2 2
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n

. a
Aceasta arata ca sirul {b—} este fundamental. ©

n
Exercitii

1. Demonstrati afirmatiile 2), 3) si 4) din propozitia 10.5.
2. Demonstrati Corolarul 10.3.

§ 11. Campul numerelor reale R (unicitatea)

Scopul urmatoarelor investigatii este trecerea la un nou
sistem numeric (sistemul numerelor reale R), utilizand siruri
fundamentale de numere rationale, cu intentia de a lichida
,defectele” campului Q, indicate in § 9. Acolo s-a stabilit ca cel
mai mare ,pacat” al lui Q consta in aceea ca nu orice sir

fundamental cu elemente din Q are limitd in acest camp.

Definitia 1. Campul liniar ordonat P se numeste complet
daca orice sir fundamental de elemente din P are limita in acest
camp.

Campul numerelor rationale Q nu este complet: sirurile (1),

(2), (4), (5) din § 9 sunt fundamentale, dar in anumite cazuri (la
masurarea segmentelor incomensurabile cu unitatea, la extragerea
radacinilor din numere prime) ele nu au limita in Q.

Definitia 2. Campul liniar ordonat P se numeste continuu
daca el este complet §i arhimedean ordonat (§ 9), adica satisface
lema lui Arhimede: pentru orice a,be P,b>0 exista un numar

natural n >0 astfel incat nb > a.

Observatie. In definitia 2 este suficient de luat b=e (e este
elementul unitate a campului P ), deoarece pentru orice a,be P,
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b >0, aplicand afirmatia pentru perechea (%,ej avem n-e> %,
de unde nb>a.

Sarcina noastra consta in extinderea campului Q astfel Incat

noul camp R sa fie continuu si atunci n acest camp dispar toate
defectele lui @, in particular, vor avea solutiec problemele de

masurare a segmentelor si de extragere a radacinilor (§ 9).

Definitia 3. Sistem de numere reale se numeste un camp R
care este continuu (adica complet si arhimedean) si contine ca
subcamp sistemul numerelor rationale Q.

Observam cd, spre deosebire de cazurile precedente, in
definitie nu se cere minimalitatea lui R, dar dupa cum vom vedea
imediat, acest fapt rezultd din lema lui Arhimede, cu ajutorul
urmatoarei afirmatii.

Lema 11.1. Campul liniar ordonat P care contine campul
numerelor rationale Q, este arhimedean ordonat daca si numai

daca orice element din P este limita unui sir de numere rationale.

Demonstratie. (=) Fie P un camp arhimedean ordonat si
P> Q. Vom arita cd lema lui Arhimede permite aproximarea
oricarui element a € P printr-un sir de numere rationale (vezi
procedeul utilizat n §9).

Fie ae P si n>0 un numdr natural arbitrar. Aplicim lema
lui Arhimede pentru perechile

()i

exista numerele naturale m, si m, incat
1
m-—>a, m,-—>-—a.
n n
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. 1 ) )
Prin urmare, (—m2 ) -— < a, deci multimea de numere naturale
n

A:{leNH-lSa}

n
este marginitd superior de numarul m, si este nevidd, deoarece
contine numdrul —m,. Prin urmare, 4 contine cel mai mare numadr,

fie acesta m:

1
m-—<a, (m+1)-—>a.
n n
Atunci avem:
m m+1
—<a< .
n

S

Adaugand la aceste relatii
n n

VR

-m\ . m .
— | sinotdnd a, =—, obtinem:

Sa—an<l. (1)
n

Astfel vom avea un sir de numere rationale {a,}, definit de

(e}

elementul a € P. Din relatia (1) se vede ca a—a, tinde spre zero,
cand n tinde spreoc, prin urmare lim {an} =a.

(<) Fie P2 Q si admitem ca orice element din P este

limita unui sir de numere rationale. Este suficient de aratat ca pentru
orice a€ P existd un numar natural »n 1incat n-1>a (vezi
observatia de mai sus).

Fie aeP si a=lim{a,}, a,€Q. Pentru e=1 existd

numdrul natural k, incat |ak —a| <1, prin urmare
aS|a|:‘(a—ak)+ak‘S|a—ak|+|ak|<1+|ak|.

Aplicdim lema Iui Arhimede pentru numerele rationale

, . exista numarul natural », Incat
1+|ak|
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1

—>1.
1+|ak|

n

fnmultind cu 1+|ak

, obtinem n>1+|ak|. Deoarece am vazut ca

1+|ak| >a, avem n > a, ceea ce trebuia de demonstrat. O

Acum putem demonstra unicitatea sistemului de numere
reale.

Teorema 11.2. Orice doua sisteme de numere reale R si
R, sunt campuri izomorfe, adica sistemul de numere reale este

unic pana la un izomorfism de campuri.

Demonstratie. Fie R, 2Q, si R, DQ, sisteme de numere

reale care, conform definitiei, contin sisteme de numere rationale
Q, si Q,. Din unicitatea campului de numere rationale rezultd ca

existd un izomorfism de campuri ¢:Q, — Q, care pastreaza si
ordinea elementelor. Sa ardtdm cd ¢ poate fi extins pand la un
izomorfism ¢ :R, - R,.

Ludm un element arbitrar d, € R,. Conform definitiei, R,
este arhimedean si din lema 11.1 rezultd ca orice element din R,
este limita unui sir de elemente din Q,, de aceea d, =lim{a,},

a, €Q,. Sirul convergent {a,} este fundamental in R, (Propozitia
9.2), deci si in Q,. Izomorfismul ¢ defineste sirul {go(an)} de

elemente din QQ, care este fundamental in Q, , deci si in R,. Dar

R, este un cdmp complet, prin urmare acest sir are limitd in R,
fie lim{go(an )} =d, eR,.
Definim aplicatia ¢ : R, - R, prin regula:
o(d)=d,.
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Urmatoarele verificari au scopul sd ne convingd cd ¢ este un
izomorfism de campuri, ce pastreaza ordinea.

1) Definitia aplicatiei ¢ este corecta, adica d, nu depinde
de alegerea sirului {a,} cu proprietatea lim{a, } =d,.

Intr-adevar, daca mai avem un sir {bn} cu aceeasi proprietate
(lim{b,} =d,), atunci lim{a,—b,}=0 in R,, deci si in Q,.
Aplicand ¢, obtinemin R,:

lim{p(a,)-@(b,)} =0, lim{p(a,)} = lim{p(b,)} = d, .

2) @ este o continuare a izomorfismului ¢ :

dacd d, € Q,, atunci putem lua sirul stationar {a, =d,} care trece in

sirul stationar {(p(an) =9(d, )} cu limita ¢(a,)=¢(d,).

3) @ este o bijectie.
Intr-adevar, daca ¢ #d, (c,d, €R,), ¢, =lim{a,}, d, =lim{b,},
atunci lim{a,—b,}#0, de aceea lim{p(a,—b,)}#0, de unde
(B(cl);tgﬁ(dl). Deci ¢ este injectiva.

Orice element d, e R, este limita unui sir {x,},x, €Q,;
atunci  sirul {an =9 (x, )} este fundamental in R,. Luand
d,=lim{a,} avem, prin definitie, d,=@(d,), deci @ este

surjectiva, adica o bijectie.

4) @ pastreaza operatiile (+) si ()

o(c,+d)=0(c)+@(d), @(cd)=¢(c) @(d,),ceeace este
evident din definitii.
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5) @ pastreaza relatia de ordine:

fie ¢, <d, in Q sic =lim{a,}, d =lim{b,}; atunci existd n,

)<o¢(b,) in R,

pentru 7> n,. De aceea lim{p(a )}<11m{ (b, )} in R,, adica
gB(cl)<gB(dl). o

n

incat a, <b, pentru orice n > n,, prin urmare, (p(a

§12. Existenta sistemului de numere reale. Teorema despre
completitudinea cAmpului R

In acest compartiment vom analiza problema existentei
sistemului de numere reale R care este echivalenté cu problema
§4). Ca si 1n toate cazurile precedente, problema se rezolva prin
construirea unei interpretdri, adicd a unei multimi ce satisface
cerintele definitiei 3 din §11: R este un camp continuu, ce contine
Q. Pregatirea preliminard din § 10,11 ne permite sa efectuam o
astfel de constructie cu ajutorul sirurilor fundamentale de numere
rationale (metoda lui Georg Cantor).

Ca si In §10, notam prin F multimea tuturor sirurilor
fundamentale de numere rationale. Definim pe aceastd multime
urmatoarea relatie binara:

def
{a,} ~{b,} < {a,—b,} esteunsirnul, adica lim{a, —b,}=0.
(vezi §10, definitia 2),

Lema 12.1. Relatia binara , ~ " este o relatie de
echivalenta, adica este reflexiva, simetrica si tranzitiva.

Demonstratie. Reflexivitatea si simetria rezultd direct din
definitie. Sa verificam ultima proprietate. Fie {an}~{bn} si
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{b,} ~{c,}. Pentru orice £>0, dacd n este suficient de mare,

avem:

+

& &
a,—c, an—bn+bn—cn|éan—bn bn—cn<5+§:5,

deci {a,}~{c,}. o

Sa ne amintim ca pe multimea F au fost introduse patru
operatii (§10) si au fost definite sirurile nule, pozitive si negative,
demonstrand legea trihotomiei:

F=FD ofopu 0
(Propozitial0.6). De aceea relatia de ordine in F' poate fi definita in

mod obisnuit astfel:
def
{a,} <{b,} & {b,—a,} este pozitiv sau nul.

In continuare vom arita cteva proprietiti ale relatiei de
echivalenta ,,~” pe F, legate de compatibilitatea ei cu operatiile
din F sirelatia de ordine in F .

Lema 12.2. Orice doua siruri fundamentale nule sunt
echivalente. Daca {an} ~ {bn} Si {an} este un sir pozitiv (negativ),

atunci §i {bn} este un §ir pozitiv (negativ).

Demonstratie. Dacd lim{a,}=1im{b,} =0 atunci
lim{a, —b,} =lim{a, }-lim{b,} =0,
deci {a,}~{b,}.
Fie {a,} un sir pozitiv si {a,} ~{b,}. Atunci existd &>0 si
un numar natural », incat a, > & pentru orice n > n,. Din conditia

lim{a, —b,} =0 rezulta existenta unui numar », astfel incét

&
<=

an _bn
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pentru orice n>n,. De aceea pentru n, =max{n,n,} si pentru

orice n > n, avem:

b, :an—(an—bn)>g—£:£>0,
2 2

adica si {bn} este un sir pozitiv. O

Lema 12.3. Daca din sirul {a,}eF se elimina primiip
termeni, p € N, atunci sirul ramas este echivalent cu cel initial.

Demonstratie. Elimindm din sirul {a,} e F primii p termeni
si obtinem sirul {bn}={an+p}. Sirul {a,} este fundamental, deci
pentru orice & >0, existd n, incat

|bn - aVl

= ‘an+p _an‘ <&

pentru orice n>n,, de unde rezultd ca lim{a,—b,}=0, adici

{an}~{bn}. i

Lema 12.4. Daca {an} ~ {bn } i {an} este convergent, atunci

{bn} este convergent §i are aceeasi limita (adica echivalenta

sirurilor convergente inseamna coincidenta limitelor lor).

Demonstratie. Fie {a,}~{b,}, unde {a,} este un sir
convergent cu limita r. Atunci lim{a, —b,} =0, adici pentru orice

& >0 existd n, incat

|an -b, <§

pentru orice n>n,. Din relatia lim{a,}=r pentru acelasi &>0

rezultd cd existd n, incat
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&
a, — 7’| < 5

pentru orice n>n,. Ludnd n,=max{n,n,}, pentru orice n>n,
obtinem:

|bn —r|=|bn —-a,+a, —r|S|bn —a,|+

£ €
a,-rl<=+==¢,

2 2
prin urmare lim{b,} =r. o

Acum vom arata ca relatia de echivalenta ,,~ >’ din F este
compatibild cu operatiile din F (vezi §10).

Lema 12.5. Daca la efectuarea celor patru operatii
aritmetice in F componentele se inlocuiesc cu siruri echivalente,
atunci rezultatele operatiilor sunt echivalente cu cele initiale.

Demonstratie. Fie {a,} ~{a,} si {b,} ~{b]}. Atunci
lim{a, —a,} =0 si lim{b,-b,} =0,

deci pentru orice € >0 existd n, incat

n_¢ €
|an—an <—, |b=b|<—
2
pentru orice n > n,. Prin urmare,
! ! ! ! g g
‘(an +b,)—(a, £b] )‘ < |an —a +|b” -b <5+5: g,

pentru orice n > n,. Aceasta aratd ca sirurile {a, £b,} si {a, b}

sunt echivalente. In mod similar se verificd afirmatia pentru
celelalte operatii. O

Acum trecem nemijlocit la construirea interpretarii

(modelului) sistemului de numere reale, utilizand rezultatele
precedente.
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Fie R=F/~ multimea claselor de echivalenta a sirurilor
fundamentale de numere rationale in raport cu relatia ,,~”. Notam

prin {a,} clasa de echivalentd definita de {a, }:

{a,}={{b, € Fl{a,}~ {b,}}
Prin urmare, {a_n} ={b_n} < {a,} ~{b,}. Definim pe multimea R
urmatoarele operatii:

{a,} £{b,} ={a, +b,},

e e RN

) 10

Din lema 12.5 rezultd corectitudinea acestei definitii.

Clasa {a,} se numeste pozitiva (nuld, negativa) daca {a,}
este un sir pozitiv (nul, negativ). Din lema 12.2 rezultd ca aceasta
definitie este corectd. Mai mult, din legea trihotomiei pentru Q

(vezi Propozitia 10.6) rezultd imediat aceeasi lege pentru R :

R =R®™ U{T}URH.
Prin urmare, putem introduce in mod obisnuit pe R relatia de
ordine naturala si modulul sau valoarea absoluta a numarului.

Definitia 1. Fiea, f € R. Atunci consideram:
def
alpf < p—a esteo clasa pozitiva sau nula,

_ +
a, daca @€R )
def

lo| = {10}, daca a={0} (2)
—a, daca aeRY

Observatie. Daca a={a,} s1 f=1{b,}, atunci din aceea ca

existd n, incat a, > b, , pentru orice n > n,, rezultd relatia o > f.
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Scopul urmatoarelor afirmatii este de a verifica faptul ca
R=F/~ esteun sistem de numere reale.

Teorema 12.6. Multimea R=F/~, in raport cu operatiile
(1), formeaza un cdmp liniar ordonat care contine cdampul
numerelor rationale Q.

Demonstratie. Din corolarul 10.3 avem ca operatiile (+) si

(-) in F satisfac legile: comutativé, asociativa si distributiva. Din
(1) se vede cd aceste legi au loc si in R=F/~. Element neutru
pentru adunare Tn R este clasa {O} care constd din siruri nule

(lemal2.2).
Existenta operatiilor inverse ,,—” si ,, :” in R rezultd din
existenta lor in F, deci R este un camp, elementul unitate al caruia

2

1={a,} constd din toate sirurile {a,} cu proprietatea lim{a,}=1
(pentru simplitate ca reprezentant poate fi luat sirul stationar {1} ).

Faptul cd R este liniar ordonat rezultd din definitia 1 si din
aceea ca campul Q este liniar ordonat.

Sa aratam ca exista o aplicatie injectiva i: Q — R (in acest
sens se spune ca R contine Q). Oricarui numar rational » € Q 1i

punem in corespondentd sirul stationar {an =r} si clasa lui de
echivalenta EGR (care pentru simplitate se noteaza prin (r)).

Daca r#s, unde r,s € Q, atunci este evident ca (r)#(s), adica i
este o aplicatie injectivd. Este usor de vadzut cd ea pastreazd
operatiile, deci R contine subcAmpul Q' = {(r)| re Q} izomorf cu

Q.o
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Teorema 12.7. Cdampul liniar ordonat R=F/~ este
arhimedean, adica pentru orice a,p €R, unde [ >0, exista un

numar natural n incdt nf3 >« .

Demonstratie. Fie o= {a_n},ﬂ € {b_n} eR si f>0. Sirul
fundamental {a,} este marginit (Propozitia 10.1), deci existd un
numadr rational pozitivM 1incat |an| <M pentru orice n. Atunci
sirul {M}—{a,} este pozitiv sau nul, deci M >« . Deoarece >0,
sirul {b,} este pozitiv, adicd existdi £>0 (£€Q) incat b, >¢
pentru n suficient de mare, dar in acest caz f > (8) (vezi observatia

de mai sus). Aplicand lema lui Arhimede pentru numerele rationale
M si >0, gdsim un numar natural n astfel incat ne > M . Atunci
nff>ne>M >a, adicd nf >« . Prin urmare, lema lui Arhimede

are loc i in campul R . o

Ultimul si cel mai important pas in constructia noastra
consta in verificarea completitudinii campului R .

Teorema 12.8 (teorema despre completitudinea cdmpului
R sau teorema lui Cauchy). R=F/~ este un camp complet,
adica orice sir fundamental de numere reale poseda limita in
campul numerelor reale.

Demonstratie. Vom demonstra afirmatia teoremei in doua
etape.

I. S& aratam mai intdi ca orice sir fundamental de numere
rationale poseda limitd in R .

Fie {a,}eF si notim « —{a} (clasa de echivalenti
respectiva). Consideram numerele rationale a, € Q ca elemente din
R, inlocuind fiecare numdr a, cu clasa de echivalenta (a, ), definita
de sirul stationar, determinat de acest numar. Atunci avem girul
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(a,).(ay),...(a,),... de elemente din R. Deoarece {a,} este
fundamental in Q, el este fundamental si in R . Acum vom arata ca
lim{(a,)}=a.

Fie &> {0} un element din R cu reprezentantul {e,} (adica
g={e,}). Prin definitie, din {e,} >0 rezultd cd existd un numar
rational e >0 si un numdr natural n, incit e, >e >0 pentru orice
n>n,. Deci &£>(e) — clasa determinatd de sirul stationar {e}.
Alegem un numar rational e’ cu proprietatea e > ¢’ >0 (de exemplu,

e':g ). Atunci avem: (e')<(e)<e&. Deoarece {a,} este un sir

fundamental in Q existd un numar n, astfel incat ‘a p—aq‘<e'
pentru orice p>n, si g>n,. Prin urmare, pentru numdrul dat
n>n, avem:

a,—a,<e, a,—a <
penru orice p>n, si g>n,. Pentru acest numar n trecem de la
siruri la clasele de echivalente definite de ele (avind a, fixat,

{a p}p>n sir echivalent cu {a,} si {a q} sir echivalent cu {a, }):

a>n
a-(a,)<(¢), (a,)-a<e.
Prin urmare,
‘(an)—a‘ <(e)<e

pentru orice 7> n,, ceea ce inseamnd ci lim{(a, )} =a.

II. Vom considera acum cazul general si vom arata ca orice
sir fundamental {¢, } de elemente din R posedd limitd in R .

Fie {@,} un sir fundamental arbitrar de elemente din R.

Deoarece R este arhimedean (Teorema 12.7), din Lema 11.1
rezultd ca fiecare element o, e R este limita unui sir fundamental
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format din clase cu reprezentanti stationari din Q. Pentru fiecare
n=12,... in sirul fundamental, care are drept limita elementul ¢, ,

alegem o clasa (a, ) care satisface conditia :

@, ~(a,) <G] (3)

(alegerea este posibila, deoarece «, este limita sirului respectiv).

Sa aratam ca sirul de elemente astfel alese din Q :
(@)).(5)sm(a,)s.m
este fundamental in R, decisiin Q.
Fie ¢ >@ un element arbitrar din R . Procedand ca si in
demonstratia etapei I, gdsim un numar rational e >0 ncat (e) <e.
< 3 1 e
Alegem un numdr natural 7, >= (sau — < 3 ). Deoarece {a,} este
e n,
un sir fundamental, existd un numar natural n, incat:

(4)

‘O(p —aq‘<

e
3
pentru orice p > n, si ¢ >n,.Luind n,=max{n,n,}, pentru orice

p>n, si g>n,,obtinem cu ajutorul relatiilor (3) si (4):

‘(ap)—(aq) S‘(ap)—ap aq_(aq>

()0

Aceasta aratd ca sirul {(an )} este fundamental. Identificdnd clasa

Hla, —a|+ <

(a,) cu numirul a, € Q se poate spune ci sirul {a,} de numere

rationale este fundamental in Q. Acum aplicam prima parte a
acestei demonstratii si facem concluzia ca acest sir are limitd in R,
fie lim{a,} =, unde a ={a,}.
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S& verificim faptul ci lim{(a,)-a,}=0. Intr-adevar,

pentru orice & >(6) din R ludm un numar rational e>0 astfel

a A : < o1
incat (e) <& si alegem un numadr natural n, cu conditia —<e.

n

0

Atunci, pentru orice n > n,, din relatia (3) avem:

‘(an)—an‘<(lj< L(e)<ee

n n,

Accasta aratd cd lim{(a,)-a,}=0. Prin urmare,

lim{e,} =lim{(a,)} = a.
Astfel am aratat ca orice sir fundamental {e,} din R are

limitd in R, adicd R este un cdmp complet .0

Din teoremele 12.6, 12.7, 12.8 obtinem urmatorul rezultat
final care arata existenta sistemului de numere reale.

Teorema 12.9. Multimea R=F/~ cu operatiile (1) si
relatia de ordine (2) formeaza un camp arhimedean complet, adica
un camp continuu ce contine campul numerelor rationale Q. Prin

urmare, R este un sistem de numere reale, ceea ce solutioneaza
problema existentei acestui sistem, deci §i compatibilitatea
axiomelor ce definesc acest sistem. O

Exercitii

1. Fie a si b douid numere reale, pentru care suma si diferenta a +b si a—b

sunt numere rationale. Sunt oare @ ,b si a-b numere rationale?

. o o . . 2 10
2. Fie a un numar real. Este oare posibil ca primele zece puteri a,a”,...,a

. . . . . ! 20
ale lui a sa fie numere irationale, iar urmatoarele zece puteri @ ,...,a" sa

fie rationale?
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§13. Reprezentarea numerelor reale prin fractii zecimale
(Descompunerea zecimala a numerelor reale)

In paragraful precedent am reprezentat numerele reale ca
clase de echivalenta a sirurilor fundamentale de numere rationale.
Lucrul cu astfel de clase nu este comod, de aceea in practicd se
preferd reprezentarea numerelor reale cu ajutorul fractiilor in
sistemul numeric zecimal. In continuare aritim posibilitatea
descompunerii zecimale a oricarui numar real.

Sa amintim c& incluziunea i:Q — R a fost definita astfel

(vezi Teorema 12.6): oricarui numar rational »€@Q 1ii punem in

corespondenta sirul stationar {an =r} si clasa lui de echivalentd

me R. In caz general, numirul real o €R poate si nu aiba un
reprezentant {a,} de forma suficient de simpla, deaceea se foloseste

metoda asa numitelor aproximatii ale numarului & € R prin fractii
zecimale. Aceasta metoda se bazeaza pe urmatoarele afirmatii.

Teorema 13.1. Pentru orice numar real o € R exista un
numar intreg M astfel incat au loc relatiile:
M<la<M+1
si acest numar M este determinat univoc.

Demonstratie. Fie a={a,}. Sirul fundamental {a,} este

marginit (Propozitia 10.1), de aceea existd un numdr natural N
astfel Incat

-N<a, <N
pentru orice 7. Atunci pentru numarul real o = {a_n} are loc relatia:
—-N<a<N,
de unde rezulta ca
-N-l<a<N+l1.
Printre numerele intregi:
-N-1, =N, -=N+1,..., -1, 0, I,..., N, N+1
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se poate gdsi primul numdr M cu conditia & <M +1. Atunci avem:
M <a <M +1. Mai mult, acest numar M este unic: daca exista un
numar intreg M, cu proprietatea M, <a <M, +1, atunci relatia
M, <M este imposibild (deoarece in acest caz M, +1<M si am
avea M, +1<a, in contradictie cu relatia M, +1> ). Analog se
aratd cd nu este posibild relatia M, >M . Prin urmare, avem
M =M .o

Corolarul 13.2. Pentru orice numar real o€ R gsi orice
numar natural N # 0 exista un singur numar intreg M astfel incat

M M +1
—<a<

Demonstratie. Conform teoremei 13.1, pentru numarul real
Nea  existd un singur numar intreg M , astfel incat
M<Na<M+1,

de unde rezulta relatia cerutd. o

M M +1
Definitia 1. Numerele rationale ~ i i

se numesc

valori aproximative ale numarului real o prin lipsa §i prin adaos,

. : 1
respectiv, cu exactitate de N

Acum vom fixa un numar natural arbitrar k£ >1. Daca in
corolarul precedent numirul N ia succesiv valorile 1k, k°,....k",...
atunci pentru numdrul real « obtinem doud siruri de numere

rationale
M, | .M, +1
$1 )
{k"} { k" }

univoc determinate, ce verifica inegalitatile
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M, M, +1
fa<
k" k"

pentru orice » natural nenul.

M, +1
krl
sus pentru numarul real «, au aceeasi limita, care este egala cu
a (adica aceste siruri apartin clasei a §i o definesc in mod unic).

n

M
Teorema 13.3. Sirurile {k”} Si { }, obtinute mai

Demonstratie. Mai intdi observam ca k" >n, pentru orice
neN (n#0). Intr-adevir, daci n=1 atunci k'>1 conform
alegerii numarului k. Presupunem ca k" >n, pentru neN,n>1.
Atunci pentru n+1 obtinem: k"' > nk si, notind /=k-1, avem:

nk=n(l+l)=n+nl>n+1,

adicd k"' >n+1. Prin inductie facem concluzia ci k" >n, pentru
orice n.
Utilizand relatia obtinutd, pentru orice &>0, avem

k"e>ne. Aplicam lema lui Arhimede pentru numerele & si 1:
existd un numar n incat k"& > ne >1. Prin urmare, pentru orice n

: .1
suficient de mare are loc relatia — < ¢.

Acum demonstram nemijlocit afirmatia teoremei. Pentru
orice & >0 existd un numdr natural », astfel incat au loc relatiile:

M,| M,+1 M, 1
a-— < — =—<g,
kn| k}’l k}’l k}’l
M, +1 M, +1 M, +1 M, 1
o — = —a< - = <¢&,
Kok Kk k!

pentru orice n>n,. O

In continuare vom preciza cum se obtin aproximatiile

M M una din alta. Pentru simplitate vom considera numere

no n+l>°°*
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pozitive o >0. Mai mult, alegem k=10 si numerele M, vor fi
scrise in sistemul zecimal de numeratie.

Teorema 13.4. Consideram douda aproximatii consecutive
ale numarului real a >0

n<a<Mn+1 Mn+1< <Mn+1+1

lon lon 10n+1 - 10n+1
Atunci numarul intreg M, . se obtine din numarul M, prin

M

scrierea la dreapta lui M, a unei cifre (unic determinate) dintre
0,1,2,...,809.

Demonstratie. Din relatiile:

M, 10M, M, +1 10M,+10
n = n+l <a< n = n+l ’
10 10 10 10
n+l < Mn+1 +1
10n+] - 1017+1

rezultd (conform constructiei numerelor M)

10M, _M,, 10M, +10

n+l T n+l — a < n+l ’
10 10 10
10M, <M, <10M, +10.

Prin urmare, M, , =10M +gq,,,, unde 0<g, , <10. Numirul ¢, ,,

este definit in mod unic, deoarece M, si M, sunt definite in

n+l

mod unic de numarul ¢ e R. O

Daca scriem numerele pozitive in forma de fractii zecimale,

.. M :
atunci sirul {102 } in forma desfasurata se prezinta astfel:
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My=p; P.q4; P49 5 Padidaed
Se scrie mai scurt acest sir astfel: p,q,g, ... ¢, ... Numim aceasta

expresie descompunere zecimala a numarului real o.

Teorema 13.5. Descompunerea zecimalda a oricarui numar
real a nu poate fi o fractie periodica cu cifra 9 in perioadd.

Demonstratie. Presupunem contrarul: existd un numar n,
incat pentru orice m>n, avem ¢, =9, adicd descompunerea

zecimala are forma;

paqlqzqn999
Atunci pentru m =n+1 avem:

M, =10M,+9, M, +1=10M,+10,

n+l

M, +1 _10M,+10 M, +1

n+l

10n+1 - 1 0n+l - lon

Astfel aproximarea prin adaos a numarului « la pasul n coincide
cu aproximarea similard la pasul n+1. Dar atunci usor se vede ca
ea coincide si cu toate aproximarile de sus ce urmeaza: daca pentru
un numar m avem

M, +1 M, +1
10" 10"

2

atunci pentru m+1 obtinem

M, =10M,+9, M, +1=10M, +10,
Deci

M, +1 10M, +10 M, +1 M, +1

10m+1 10m+1 lom lon
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. M, +1 . A A <
Astfel sirul {{’T} stationeaza, incepand cu un numar n, de

aceea toti membrii acestui sir, incepand cu n, vor fi egali cu

- . M, +1 . . 9
numarul rational 7 = 0 Deoarece acest sir determina numadrul

n

o, avem a=r, ceea ce contrazice faptul cd prin constructie
M, +1
10"

a<

Asadar, orice numar real « determind In mod unic
descompunerea sa zecimald p,q,q,...q,... , care nu poate fi o fractie

periodica cu cifra 9 in perioada. La randul ei, aceasta descompunere
zecimala determind univoc numarul real o, deoarece este un sir
fundamental de numere rationale, care apartine clasei « $i numai
ei. Este clar ca daca numerele reale >0 si >0 nu coincid,

atunci si descompunerile zecimale respective nu coincid.
Sa cercetdm acum trecerea inversa — de la descompuneri de
formd p,q,q,...q,..., unde p este un numar intreg s1 0<¢q <10, la

numere reale.

Teorema 13.6. Orice expresie de forma p,qq,...q,..., unde
peN, 0<gq, <10, si nu are perioada 9, reprezinta descompunerea

zecimala a unui numar real o >0 unic determinat.

Demonstratie. Sirul {a,} :{ p,qquz...qn} este fundamental,

deoarece pentru orice ¢ >0 existd un astfel de numar », Incat

pentru orice m cu conditia m>n>n, are loc relatia:

|a,, —a,|=0,00..0q,.,9,....q, <0,0..09....9 < 1.
—_— —— 10"

n ori R n m-n
m—n ori
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Deci sirul {a,} determind un numar real ¢, adica « = {a,}. Fixand
un numdr z, pentru orice m >n avem:

D492+ 2 Pr4192++9,>
adicd a, >a,. Din definitia relatiei de ordine in R (vezi §12,
observatie) acum rezultd cd « > a,, pentru orice numdr ales n.

Deoarece din conditia teoremei expresia datd nu are cifra 9
in perioada, pentru orice numadr ales »n existd un numar s >n Incat
q, #9. Atunci, pentru orice m > s, au loc relatiile:

1
am = p’ %qz..-qn"-qs---qm < p’ qlqz”.qn &’_9" < an * 10’1 ’

s—n ori

deci
a<p,qq,.4,9..9

—
s—n ori

pentru orice numar ales n. Astfel avem

an£a<an+10n,

. 1
ceea ce Inseamnd cd numerele p,qq,..q, si P»%%---%‘*‘W

reprezinta valori aproximative (prin lipsa si, respectiv, prin adaos)
. : 1 . .
ale numdrului « cu exactitatea de o Prin urmare, sirul

2,9,9,--.9,-.- este o descompunere zecimald a numarului real . O

Réamane de observat cd presupunerea « > 0 nu este esentiala:
dacd a <0 atunci putem lua descompunerea zecimald a numarului
pozitiv —¢, iar la rezultat punem inainte semnul ,,—”; pentru
numarul 0 avem descompunerea 0,00...0... .

Notam cu R’ multimea tuturor descompunerilor zecimale
fard 9 in perioada. Din cele demonstrate mai sus rezultd urmatoarea
concluzie.
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Corolarul 13.7. Orice numar real ae€R (ca clasa de
echivalenta) contine in sine o singura descompunere zecimala fara
9 in perioadad. Reciproc, orice descompunere zecimald, fara 9 in
perioada, se contine intr-o singurd clasa de echivalenta o € R.
Astfel se defineste o corespondenta bijectiva intre R si R', prin
urmare R’ este o alta interpretare a sistemului de numere reale. O

Exerecitii
1. Pentru fractiile zecimale periodice urmatoare sa se gaseasca numarul rational
pe care il reprezinta:
a) 1,22(7); b) -0,(14); ¢) 2.013(23); e) -0,01(023); f) -2,001(7).

. . m
2. Sa se arate ca nu existd numere rationale — astfel incat:
n

mY mY mY
) H _2.b) H _3.0 [_j -6,
n n n

3. Sa se arate ca numerele \/5 + \/g si \/5 — \/§ sunt irationale.

4. Sa se gaseasca primele patru cifre dupa virgula ale sumelor:
1
a) §+\/§;b) V2 + 350 —J3+47.

5. Sé se gaseasca aproximarile zecimale cu o eroare mai mica decét 0,1 prin lipsa
si adaos, pentru numerele

11 178
a) \/5 ; b) ﬁc) d)—— e)—t)J_
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Capitolul V

Numere complexe si hipercomplexe
§14. Campul numerelor complexe

Dupa cum am vazut in capitolul precedent numerele reale sunt
suficiente pentru fundamentarea teoriei limitelor, pentru masurarea
marimilor scalare s.a., dar aceste numere sunt insuficiente pentru
rezolvarea ecuatiilor algebrice. Este bine cunoscut faptul ca nu orice
ecuatie patratd cu coeficienti reali are solutie in cAmpul numerelor
reale R. Cea mai simpli ecuatie de acest fel este x* +1=0 (ea nu
poate fi rezolvati in R, deoarece pentru orice a € R avem a’ >0).

Urmatorul pas in procesul de extindere a sistemelor numerice
constd in largirea campului R pand la un camp C, in care este
posibila operatia extragerii radicinii din orice numar. Incepem cu o
cerintd mai modestd si anume: s existe solutia ecuatiei x* +1=0
in noul camp, adicd si existe un element i C incat i> =—1. In
concordanta cu acest scop, este fireasca

Definitia 1. Vom numi sistem de numere complexe un camp
C care contine campul numerelor reale R ca subcamp, posedd un
element i € C astfel incat i* =—1 si C este minimal cu aceste doud
conditii.

Elementul i din Definitia 1 se numeste unitate imaginara a
campului C.

Vom proceda ca si in cazurile precedente, demonstrand mai
intdi wunicitatea sistemului de numere complexe §i cu acest scop
exprimdm minimalitatea, cerutd in definitie, Intr-o formd mai
comoda.

Lema 14.1. Fie P un cdmp ce contine R ca subcamp si poseda
unitate imaginard i€ P (adica i* =—-1). Campul P este minimal
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cu aceste proprietati (adica va fi un sistem de numere complexe)
daca gi numai daca orice element x € P are o reprezentare unicd in
forma

x=a+bi, (1)
unde a,b e R.

Demonstratie. Presupunem cd P este un camp minimal in
sensul indicat. Separdm in P submultimea:
P'={a+bi|a,beR}.
Observam ca daca un element din P are reprezentare in forma (1),
atunci ea este unica:
a+bi=c+di < a=c, b=d.

2 < < .. a
Intr-adevar, daca b #d, atunci i =

c .
€ R, contradictie. De aceea

b=d, deunde imediat rezultd a =c.
Mai mult, din proprietatile operatiilor campului rezulta:

(a+bi)E(c+di)=(atc)+(bxd)i )
(a+bi)-(c+di) = (ac—bd)+ (ad + be)i. 3)

Din unicitatea reprezentarii (1), demonstrata mai sus, avem:
a+bi=0 < a=0 si b=0.
De aceea daca c+di#0 atunci ¢#0 sau d =0, dar aceasta este

echivalent cu faptul ci ¢’ +d* >0, prin urmare:

a+bi:(a+bi)(c—di)_ac+bd (bc—adjl,. )

c+di (c+dic—di) +d* P +d?

Relatiile (2), (3) si (4) aratd ca submultimea P’ este inchisd in
raport cu cele 4 operatii din campul P, de aceea P’ este un

subcamp in P. Acest subcamp poseda proprietatile:
a) P'o R, deoarece a=a+0-i, pentru orice a € R,

115



b) i€ P',deoarece i=0+1-i.
Din minimalitatea lui P rezultd ca P'= P, adica orice element

din P are o reprezentare unica in forma (1).
Reciproc, fie cd orice element din P poate fi exprimat in mod
unic in forma (1). Presupunem ca P posedd un subcamp P’ ce

contine R si are un element je P'astfel incat ;j°=-1. Atunci
i> = j* =—1, de aceea

(i+j)i—j)=i'—ij+ji—j =—1+1=0.
Deoarece P nu are divizori ai lui zero, avem i+ j =0 sau i—j =0,
de unde j==i. Atunci pentru orice x € P, conform ipotezei,

x=a+bi=aztbj,

adica xe P', prin urmare P =P'. Aceasta arati minimalitatea
campului P. O

Acum putem demonstra wunicitatea sistemului de numere
complexe.

Teorema 14.2. Orice doua sisteme de numere complexeC, i
C, sunt campuri izomorfe: C,=C, adica sistemul de numere

complexe este unic, abstractie facand de izomorfismul campurilor.

Demonstratie. Fie C, si C, doua sisteme de numere complexe,
cu unititile imaginare i, si i,, respectiv, adicd i =—1 si i,” =—1.
Conform lemei 14.1, orice element din C, are forma a+bi, si, la
fel, orice element din C, are forma a+bi,, unde a,beR. Prin
urmare, aplicatia f:C, — C, definita prin regula f(a+bi)=
a +bi, , este o bijectie. Mai mult, din relatiile (2), (3) si (4) se vede
cd operatiile definite iIn C, si C, se reduc la operatiile din R, de
aceea aplicatia f pastreaza operatiile, adicd este un izomorfism de
campuri. O
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Sa trecem la cercetarea problemei despre existenta sistemului de
numere complexe. Ca de obicei, pentru a solutiona aceastd
problemd, vom construi o interpretare a sistemului indicat. Ideea
constructiei este sugeratd de Lema 14.1, conform careia orice
element din sistemul cautat este determinat in mod univoc de o
pereche ordonatad (a,b) de numere reale.

Fie C multimea tuturor perechilor ordonate (a,b) de numere
reale. Vom considera ca (a,b) =(c,d) daca si numai daca a=c si
b=d (deci, spre deosebire de cazurile precedente, aici nu avem
nevoie de trecerea la o multime-factor prin relatie de echivalentd).
Avand in vedere relatiile (2) si (3), definim in C urmatoarele
operatii:

(a,b)+(c,d)=(a+c,b+d), (5)
(a,b)(c,d)=(ac—bd,ad +bc), (6)

Propozitia 14.3. Multimea C formeaza un camp in raport cu
operatiile, definite prin relatiile (5) si (6).

Demonstratie. Operatiile in C sunt definite cu ajutorul
operatiilor din R, unde au loc legile comutativd, asociativa si

distributiva. Se verifica direct cd aceste legi au loc si in C.
Elementul neutru pentru adunare in C este perechea (0,0). Perechea

opusa perechii (a,b)eC este (—a,—b). Rolul unitatii in C 1l joacd
perechea (1,0)=1. (se verificd usor utilizdnd relatia (6)). Astfel
C(+,-) este un inel comutativ cu element unitate.

Rémane de ardtat ca in C este posibila Tmpartirea (operatia
inversd inmultirii). Pentru aceasta consideram ecuatia:

(@,b)(x,¥) = (¢,d),
unde (a,b)#(0,0) (adica a#0 sau b#0, ceea ce inseamnd ca
a’ +b*> #0). Conform regulii (6), ecuatia dati are forma
(ax—by,ay +bx)=(c,d),

de unde avem:
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ax—by=c,
bx+ay=d.

Din conditia @’ +b”>#0 rezulti ci acest sistem are o singurd

solutie, si anume:
x )_£a0+bd ad—bc]
Y a+b*at+b* )

(c,d)

unde (x,y)= @b este catul celor doua perechi date. Astfel in C

2

este definitd operatia Tmpartirii (la elemente nenule), de aceea C
este un camp. O

Teorema 14.4 (existenta sistemului de numere complexe).
Campul C contine campul numerelor reale R ca subcamp si

posedd un element i C, astfel incdt i* =—1.. Mai mult, C este

minimal cu aceste proprietati, de aceea C este un sistem de numere
complexe.

Demonstratie. Aplicatia injectiva f:R — C se defineste prin
regula f(a) =(a,0) siin continuare identificim numarul real a e R
cu perechea (a,0) e C.

Deoarece unitatea campului C are forma 1. =(1,0), obtinem:
—1. =(=1,0). Acum notdm i = (0,1). Avem:

i =(0,1)(0,) =(0-0-1-1,0-1+1-0) = (-1,0) = -1,

adica i este unitate imaginara in C.

Avand in vedere identificarea Iui a € C cu (a,0), din (b,0)=5b
si (0,1) =i obtinem:

bi =(b,0)(0,1)=(h-0-0-1,6-1+0-0) = (0,b).
De aceea orice element din C poate fi exprimat in forma:
(a,b)=(a,0)+(0,b) =a+bi,

si aceasta reprezentare este unicd. Din Lema 14.1 rezulta ca campul
C este minimal printre campurile ce contin R i au unitate
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imaginard. Conform definitiei aceasta inseamna cad C este un sistem
de numere complexe. O

Interpretarea C a sistemului de numere complexe demonstreaza
existenta acestei sistem, deci §i compatibilitatea sistemului de
axiome din Definitia 1.

Expresia a+bi, unde a,beR si i’ =-1, se numeste forma
algebrica a numarului complex, in care a este partea reala, iar bi
este partea imaginard. Numirul real nenegativ | a +bi|=~/a’ +b’
se numeste modulul numarului complex « =a+bi e C. Numarul
o =a—bi se numeste numarul conjugat lui «. Aplicatia o > a
este singurul automorfism netrivial al lui C care lasa elementele din
R neschimbate. (Demonstrati!)

Sunt posibile si alte interpretari ale sistemului de numere reale.
In continuare vom arita incd o interpretare de acest tip, bazati pe
matrice de forma speciala cu elemente din campul R.

Teorema 14.5. Multimea de matrice
a b
C, = a,beR
b a
cu operatiile obisnuite de adunare §i Inmultire a matricelor
formeaza un camp care este izomorf cu campul C, de aceea si C,

este un sistem de numere complexe.

Demonstratie. Se verifica usor faptul cad multimea de matrice
C, este inchisd in raport cu operatiile adundrii si inmultirii,
formand un camp in raport cu aceste operatii.

Aplicatia

b
(a,b)=a+bi—2—| ° j
b a
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din C in C, este bijectiva si pastreaza operatiile, ceea ce se verifica

direct, utilizand regulile (2), (3) si regulile obisnuite de adunare si
inmultire a matricelor.
De exemplu, pentru operatia inmultirii avem:

. ‘ . ac—bd ad+bc
p((a+bi)(c+di))=p((ac—bd)+(ad + bc)i) = —ad—be ac—bd )

(a+bi)- p(c+di) a b\ c d ac—bd ad+bc
a+bi)-p(c+di)= = .
4 4 -b a)\-d c —ad —bc ac—bd
Comparand rezultatele, vedem ca ¢ pastreaza operatia inmultirii.

La fel, chiar mai simplu, se verifica acest fapt pentru adunare.
Din cele expuse mai susrezultaca C=C,. o

Urmatoarea afirmatie aratd o proprietate specificd a campului
de numere complexe (spre deosebire de toate sistemele numerice
precedente).

Propozitia 14.6. Campul numerelor complexe nu poate fi liniar
ordonat.

Demonstratie. In orice ciAmp ordonat P(<) are loc legea

semnelor si legea trihotomiei (vezi Anexa II), de aceea pentru orice
element 0# a e P sunt posibile doua cazuri:

1) a>0, atunci @’ =a-a>0

2) a<0, atunci a’ =(—a)’ = (-a)(-a) > 0.
Dar in campul numerelor complexe avem elementul i # 0 (unitatea
imaginari), pentru care i =—1<0. O

Acum vom aminti cateva rezultate cunoscute din cursul general
de algebra care se refera la numerele complexe.
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Importanta deosebitd i puterea extraordinard a teoriei
numerelor complexe rezulta din faptul ca in campul C are solutie
nu numai ecuatia x° +1=0, care a servit drept punct de plecare la
definirea lui C, dar si orice ecuatie de forma

ax"+ax"" +..+a,_x+a, =0 (7)
unde n2>1 si a,#0. Dacd a, #0, ecuatia (7) are in C exact n

radacini (considerand si ordinul de multiplicitate al lor).

Campul P se numeste algebric inchis daca orice polinom cu
coeficientii din P, de grad n>1, are cel putin o radacind in campul
P. Unul dintre rezultatele remarcabile in domeniul algebrei este

Teorema 14.7 (teorema fundamentald a algebrei). Campul
numerelor complexe este algebric inchis. O

Demonstratia acestei teoreme poate fi gésitd, de exemplu, In
[26]. In particular, din teorema fundamentald a algebrei rezulta ca
orice polinom de grad n=>1, cu -coeficienti complecsi, se
descompune peste campul C in produs de binoame de gradul 1.

S& amintim cd un polinom f(X) cu coeficientii din campul P
se numeste ireductibil peste P daca el nu poate fi descompus in
produs de polinoame (netriviale) de grad mai mic peste P. Astfel,
din teorema fundamentala a algebrei rezulta ca peste campul C sunt
ireductibile numai polinoamele de gradul 1. Cu totul alta este
situatia in campul numerelor reale R care nu este algebric inchis si
in care are loc

Teorema 14.8. Orice polinom de gradul n>1, cu coeficientii
in campul numerelor reale R, se descompune intr-un produs de
polinoame ireductibile peste R care au gradul 1 sau gradul 2
(polinoamele ireductibile de gradul 2 corespund perechilor de
radacini complexe conjugate). O
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Exerecitii

1. Fie dat polinomul f(X)= X? - X%*+ X +4 . Posedi oare f(X) radacini

complexe z cu proprietatea |z |<17?

. < . 27 .. 27w < <
2. Fie n un numar natural nenul §i w=cos—+isin— . Spunem ca numarul
n n

complex z este o radacind primitivd de ordinul # din 1 dacd pentru

k .. ..
k=0,1,2,...,n—1 numerele z" sunt toate solutiile ecuatiei x" =1.
Demonstrati cd z este o radacina primitiva de ordinul # din 1 dacd i numai

daca existd un numdr intreg pozitiv 1 <m<n, (m,n) =1, astfel incat z=w" .
3. Functia exponentiali f:R — R, f(x)=e", se prelungeste pe multimea
numerelor complexe in felul urmator f:C — C, f(z)=e"(cosy+isiny),
undez=x+1y,x,y € C Notim f(z)=e". Demonstrati egalititile:
a) e =e%e™ | Vz,,z,€C; b) e =(e*), VzeC, VkeZ;

o) e =1,VneZ.

§15. Corpul cuaternionilor

In afard de cAmpul numerelor complexe C mai existi si alte
extensiuni ale cAmpului numerelor reale R. Am vazut cad pentru a
obtine campul C este suficient de adaugat campului R un element
i cu conditia i =—1. Acum vom generaliza aceasti constructie
adaugand campului R nu numai o singura unitate imaginara, dar
trei unitati de acest tip: i,j si k, cu conditii speciale, care se
exprima printr-un tabel al Tnmultirii elementelor unitare i, j, k.
Important este faptul cd in acest caz noi (pentru prima oarad)
renuntam la comutativitatea inmultirii, adicd vom construi un corp
necomutativ, ce contine campul R.

Definitia 1. Sistem de cuaternioni se numeste corpul
minimal H care contine R ca subcamp si posedd astfel de
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elemente i, j,k, ce comutd cu toate numerele reale si satisfac
conditiile:

iP=j =k=-1,ij=—ji=k, jk=—kj=i, ki=—ik=j (1)
Aceste conditii se pot exprima prin tabelul:

1| i | J | k
1|1 i '
i i | =1k |—J
Jl—k|-1] i

k| k| j | —=i| -1

~
b

~.

k™ *j
Din definitie este evident ca sistemul de cuaternioni nu este
comutativ. Pentru a demonstra unicitatea sistemului de cuaternioni,
noi proceddm in mod obisnuit, indicand mai intdi o conditie
echivalentd cerintei de minimalitate din Definitia 1.

Lema 15.1. Fie K un corp ce contine R si poseda
elementele i, j si k cu proprietatile din Definitia 1. Corpul K este
minimal cu aceste proprietdti (adica este un sistem de cuaternioni)
daca si numai daca orice element x din K poseda o reprezentare
(unica) in forma

x=a+bi+cj+dk, (2)
unde a,b,c,d eR.

Demonstratie. (=) Fie K un sistem de cuaternioni
(Definitia 1). Separdm in K urmatoarea submultime:
K’:{a+bi+cj+dk|a,b,c,dER}.
Utilizdnd proprietatile operatiillor din K (asociativitatea si
distributivitatea), se verificd usor faptul ca operatiile in K’ se
efectueaza conform urmatoarelor reguli:
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(a,+bi+cj+dk)t(a,+byi+c,j+d,k)= ;
=(a,+a,)+(b£b,)i+(c,tc,)j+(d td,)k, ©)
sl
(a,+bi+c j+dk)-(a,+bi+c,j+dk)=
=(aya, —bb, —cc,—dd,)+(ab, +ba, +cd,—dc,)i+ 4)

+(a1c2 +ca,+db, —bldz)j-i-(ala’2 +d,a,+bc, —c]bz)k.

Din aceste relatii se vede cd multimea K’ este inchisd in
raport cu adunarea si inmultirea, definite In K. Mai mult, K 'SR
(aceasta incluziune o obtinem ludnd b=c=d =0) si K’ contine
elementele i, j,k (de exemplu, i=0+1-i+0-/+0-k). Deoarece

a+bi+cj+dk=a,+bi+c,j+dk <
< a,=a,, b=b, c¢=c, d=d,,
orice element din K’ se exprima in forma (2) in mod unic.

Pentru a vedea ca K'este un subcorp in K sa aratam ca

K’ este inchis in raport cu operatia impartirii. Consideram ecuatia:
(a+bi+cj+dk)x+yi+uj+vk)=1=1+0-i+0-j+0-k,
Unde a+bi+cj+dk+#0, adici a’*+b”>+c*+d>#0. Efectuind

inmultirea conform regulii (4), obtinem:
(ax—by —cu—dv)+(ay+bx+cv—du)i+
+au+cx+dy—bv)j+(av+dx+bu—cy)k=1
Egaland coeficientii respectivi, avem urmatorul sistem de ecuatii si
matricea lui:

ax—by—cu—dv=1, a -b —c —-d 1
bx+ay—du+cv=0, b a -d c 0 5)
ex+dy+au—bv=0, c d a -—b 0
dx—cy+bu+av=0. d —-¢c b a 0

Determinantul sistemului (5) este (a° +b5° +¢* +d*)* #0,
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deci acest sistem are o singura solutie $i anume:
x:_ay:_’u:_a =, (6)

unde A=a’+b’+c*+d’.

Din cele demonstrate mai sus rezulta ca orice element nenul
din K' posedda element invers, adica in K' are loc operatia
impartirii (la elemente nenule), prin urmare K’ este un corp. Acum
din minimalitatea lui K rezultd cd K'= K , adica orice element din
K poseda reprezentare (unica) in forma (2).

(<) Fie K oR si K contine elementele i, j,k, care se
inmultesc conform egalitatilor (1). Mai mult, presupunem ca orice
element din K are reprezentare in forma (2). Atunci orice subcorp
K, c K, ce contine R si elementele i, j,k, este obligat sa contind

si toate elementele de forma a+bi+c¢j+dk, unde a,b,c,d eR,
prin urmare K, = K. Deci corpul K este minimal cu proprietatile
aratate. O

Lema demonstratd ne permite sa ardtdm unicitatea sistemului
de cuaternioni, abstractie facand de izomorfism.

Teoremal5.2. Orice doud sisteme de cuaternioni H'si H"
sunt corpuri izomorfe.

Demonstratie. Lema 15.1 aratda ca orice element din H'si
orice element din H"se exprimd in mod unic in forma (2) prin
unitatile respective, de aceea este clar ca corespondenta:

a+bi'‘c'+dk'— a+bi"+cj"+dk"
din H'in H" defineste un izomorfism de corpuri. o

Trecem la demonstrarea existentei sistemului de cuaternioni,
aratand doua interpretari ale lui.
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FieH = {(a,b, c, d) |a,b,c,d € R} multimea tuturor cuadruplelor

(cuartetelor) ordonate de numere reale. Adunarea si inmultirea lor
se definesc Tn mod similar cu regulile (3) si (4). Atunci are loc:

Teorema 15.3. H(+,-) este un sistem de cuaternioni.

Demonstratie. Proprietdtile operatiilor in H se verifica in
mod direct, utilizand (3), (4) si faptul ca aceste proprietati au loc in
R . Elementul neutru pentru adunare este (0,0,0,0), iar elementul
opus lui (a,b,c,d) este (—a,—b,—c,—d) . Unitatea in H are forma

(1,0,0,0), iar elementul invers lui (a,b,c,d )# 0 este

unde A=a’+b*+c*+d”> #0 (vezi demonstratia lemei 15.1). Prin
urmare, H este un corp. Incluziunea R — H se obtine prin
aplicatia: a — (a,0,0,0). Rolul unitatilor imaginare il joaca
elementele din H:

i=(0,1,0,0), j=(0,0,1,0), k=(0,0,0,1).

Din regula Tnmultirii elementelor din H (vezi (4)), se deduce
faptul ca elementelel,i, j,k din H se inmultesc conform tabelului
(1) si comutd cu numerele reale. Mai mult, identificind elementul
aeR cu (a,0,0,0) e H,avem

(a,0,0,0)-(0,1,0,0) =ai,
si orice element din H are o descompunere unica in forma:
(a,b,c,d)=
=(a,0,0,0)+(0,5,0,0)+(0,0,c,0)+(0,0,0,d) =
=a+bi+c+dk.

Din existenta acestei reprezentari, conform Lemei 15.1, rezulta
minimalitatea lui H cu proprietétile din Definitia 1, prin urmare H
este un sistem de cuaternioni. O
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Aceastda forma de reprezentare a cuaternionilor (si insasi
sistemul de cuaternioni) a fost creatd de celebrul matematician
irlandez W.Hamilton in anul 1843.

Ca si in cazul numerelor complexe, pentru cuaternioni mai
avem o interpretare interesantd, bazatd pe matrice cu elemente din
campul C. Notam:

a p
%= Zperec}

unde o si f sunt numere complexe si dacd o =a+bi atunci
& =a—bi este numarul complex conjugat . Operatiile de adunare si
inmultire in H, se efectueazd conform regulilor obisnuite de
adunare si Tnmultire a matricelor. Mai intdi se verificd faptul ca
multimea de matrice H, este inchisa in raport cu operatiile (+) si

(+). Mai mult, pentru orice matrice din H, existd matricea opusa

57

care la fel este din H, deci H (+,) este un inel. Mai mult, acest

inel este necomutativ, deoarece, de exemplu,

o )5 ool S

Orice matrice nenuld din H are determinantul nenul: daca
a=a+bi si f=c+di,atunci numarul

B

—ad+ff=a>+b*+c* +d*

este egal cu zero, daca si numai dacd a=b=c=d =0. Prin urmare,
orice matrice nenuld din H , poseda matrice inversa

1 a —pf
a-v-F-d* B a |
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dar aceasta inseamna ca M, este un corp.

Este evident din definitie cd C, < H,, unde C, constd din

a b
b a)
a,b e R (vezi Teorema 13.5). Astfel avem situatia:

RcC=C,cH,

adicd H, poate fi considerat o largire (= extindere) a campuluiC,

matricele de forma

deci si a campului R . In corpul H, unitatea are forma

deci

-1 0
-1= .
0 -1
Mai mult, rolul unitdtilor imaginare il vor avea urmdtoarele
elemente din H, :

i 0 0 1 0 i
I= , J= , K= ,
o 3} (5 o) =0 )

unde i este unitatea imaginara a campului C.
Orice matrice din H, se poate reprezenta univoc in forma:

a+bi c+di B
—c+di a-bi|
a 01 O b 0\(i O
= + +
0 a/l0 1 0 b)\O —i
c 0O 1 d 00 i
+ + =
0 ¢)i-1 0 0 d)\i 0
=aq-1+b-I+c-J+d-K.
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Din cele mentionate mai sus rezulta:

Teorema 15.4. Corpul H, este un sistem de cuaternioni

(prin urmare, H= H ). o

In continuare vom nota prin H un sistem arbitrar de
cuaternioni cu unitatea reald 1 §i unitatile imaginare i, si k.
Astfel, elementele bazei {1,i,/,k} se inmultesc conform tabelului
(1) si orice element o € H se exprima univoc in forma

a=a+bi+cj+dk,
unde a,b,c,d € R. Este clar, cad Tnmultirea elementelor din H este
complet definitd de tabelul inmultirii elementelor bazei. Pentru
elementul a=a+bi+c¢j+dkeH notam prin @ =a—-bi—cj—dk
cuaternionul conjugat lui . Numarul real
N@)=ad =aa=a’*+b’+c*+d’

se numeste norma cuaternilonului o . Urmdtoarele afirmatii se
verificd in mod direct: a) a=0< N(a)=0; b) @ :5-5;
c)a+pf=a+p; d) Nap)=N(a) N(p).

Orice cuaternion « # 0 este inversabil si

at=-Y2
N(a) "
deoarece
a2 - %% _q
N(a) N(a)

Ecuatia ax=/ (a#0) se rezolva, inmultind ambele parti ale ei

din stanga cu o', adici:
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Ecuatia xa=f (a#0) se rezolvdi in mod similar, inmultind

ecuatia la dreapta cu a”' si obtinand:

x=pa = pa .
N(a)
Usor se verifica relatia:
N(a™) = 1
N(a)

Este interesant de observat cd campul numerelor complexe
C poate fi inclus in H in trei moduri (spre deosebire de cazurile
precedente, cand incluziunile respective se definesc univoc):

(C;{a+bi|a,beR},
C
(C;{a+dk|a,deR}.

N

{a+cj|a,ceR},

Teoria cuaternionilor este bine dezvoltata si ea are o serie de
aplicari interesante in multe domenii ale matematicii (teoria
numerelor, calculul vectorial, etc.).

Exercitii
1. Demonstrati afirmatiile:
a)a=0< N(a)=0;
b) af=a-f;
oa+pB=a+p;
d) N(aff) = N(a)-N(f).
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§16. Algebre cu diviziune peste cimpul R.
Teorema lui Frobenius

Incercarile de a extinde in continuare sistemele numerice au
adus la aparitia unor noi domenii ale matematicii: teoria spatiilor
vectoriale, teoria algebrelor (sau a sistemelor hipercomplexe). Sa
analizam ultimele trei sisteme numerice R, C si H studiate in

compartimentele precedente, comparandu-le intre ele:

1) in R exista un element 1€ R, prin care toate celelalte se
exprima ca o combinatie liniara triviald: » =r-1;

2) in C exista doua elemente {l,i} astfel incat orice element
a+bi din C se exprima ca o combinatie liniard a-1+b-i
cu coeficienti a,be R ;

3) in H existd un sistem din patru elemente {l,i, j,k} , prin

care orice element din H se exprima in forma de combinatie
liniard a-14+b-i+c-j+b-k cu coeficienti reali.

De aceea apare in mod firesc intrebarea: existd oare alte
extensiuni ale cdmpului R cu alt numédr » de elemente ale bazei
(diferite de cele aratate mai sus, unde n=1,2,4)? Scopul acestui

paragraf constd in formularea §i argumentarea raspunsului complet
la intrebarea data. Pentru aceasta avem nevoie de cateva notiuni si
rezultate preliminare, pe care le reamintim in cele ce urmeaza.

Definitia 1. Spatiu vectorial V peste campul R se numeste

grupul abelian V(+) cu aplicatia
RxV >V, (a,v)—>aveVl,
care satisface conditiile:
au+v)=au+av, (a+b)u=au+bu,
(ab)u =a(bu), 1-v=v,

pentru ¥ a,beR si Y u,velV. Spatiul vectorial V peste R se
numeste n-dimensional daca poseda o baza ce consta din n
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A

elemente, adica exista un sistem liniar independent u, ,u,,...,u, in

n
V' incdt orice x €V se exprima in mod univoc in forma:
x=au +au,+...+au,
unde a,a,,...,a, €R.
Elementele u,,u,,...,u, €V se numesc liniar independente
daca din relatia
au, +au, +...+au =0

rezulta a, =0, pentru orice i =1,2,....,n.

Spatiul vectorial V" peste R de dimensiunea n se determina
in mod unic (in limitele unui izomorfism) de dimensiunea sa,
deoarece in acest caz avem:

WV ERxRx..xR= {(al,az...an) la, € R} ,
unde operatiile pe produsul cartezian a n exemplare ale cdmpului
R se definesc ,,pe componente”. In calitate de baza se poate lua
multimea vectorilor unitari:
e =(1,0,...,0), e, =(0,10,..,0), .., e, =(0,0,..,0,1).

Acum introducem notiunea principala utilizatd in acest

compartiment.

Definitia 2. Algebra asociativa de rangul n peste campul
R (sau R-algebrd asociativa de rangul n) se numeste un spatiu
vectorial A peste R de dimensiunea n daca in A este definita si
operatia inmultirii (-) care este asociativa, este distributiva in
raport cu operatia adunarii (la stdanga §i la dreapta) si are loc

conditia:
(au)v:u(av):a(uv), (1)
pentru orice a € R gsi orice u,ve A (prin urmare, A(+,-) este un

inel asociativ). Daca A(+,') este un corp (adica orice element

ueAd, u#0, poseda invers), atunci A se numeste algebra cu
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diviziune peste R. Rang al algebrei A se numeste dimensiunea
spatiului vectorial 4.

Astfel, conform definitiei, pe algebra ;4 sunt definite trei
operatii:
1) operatia interna de adunare (+), In raport cu care A(+)

este un grup abelian;

2) operatia externa de inmultire a vectorilor din4 cu
scalarii din R ; impreund cu adunarea aceastd operatie
defineste pe A4 structura de spatiu vectorial peste R ;

3) operatia internd de inmultire in A, care impreund cu
operatia de adunare (+) defineste pe A4 structura de inel
(sau de corp in cazul algebrelor cu diviziune).

Observatii.
1. Fie 4 o algebra asociativa cu diviziune peste R . Atunci
A este un corp, deci are unitate, fie e € 4. Mai mult, in 4 se poate
efectua Tmpartirea la elemente nenule. Aplicatia:
R—> A4, a-— ae,

este injectiva si, identificind numerele reale ae€R cu vectorii
aec€ A, putem considera cd A contine campul R. Din relatiile

(1) se vede cd au =ua pentruorice aeR si u€ A, prin urmare,

R se contine in centrul algebrei 4. De aceea in continuare
consideram cd R < 4 si drept unitate in 4 serveste numarul 1e R.

2. Daca A este o algebra asociativa cu diviziune peste R de
rangul n si ea are baza {el,ez,...,en} , atunci orice element din A4 se

exprimd in mod unic in forma

n
Z a€;
i=1

s inmultirea in 4 se efectueaza prin regula:
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(z][zbJ=zz(5)()

i=1 j=1
Prin urmare, operatia Inmultirii in 4 este complet determinata de
tabela Tnmultirii elementelor bazei.

In expunerea de mai departe vom considera numai R -
algebre asociative de rang finit.

Pentru ilustrarea Definitiei 1, acum putem ardta cateva
exemple de algebre asociative cu diviziune peste R.

1. Insasi cdmpul R poate fi considerat (in mod trivial) ca
algebra (asociativa si comutativa) cu diviziune peste R (in acest
caz Inmultirea externd coincide cu cea internd). Algebra R are

baza {1}, deci are rangul n=1. Este evident, ci orice algebrd

asociativa cu diviziune peste R de rangul 1 este izomorfa cu
algebra ;R.

2. Campul C al numerelor complexe este o algebra asociativa,
comutativd, cu diviziune peste R, o bazid a ei fiind {1,i}, deci ,C

are rangul doi.

3. Corpul cuaternionilor H este o algebra peste R (asociativa,
cu diviziune, dar necomutativd), una din bazele ei fiind {l, A j,k} ,

prin urmare, , H este o R -algebra de rangul 4.

Intrebarea formulati anterior acum poate fi interpretatd
astfel: mai exista oare alte R -algebre asociative cu diviziune de
rang finit peste R sau exemplele indicate epuizeaza toata rezerva
de R - algebre de acest tip?

Surprinzator este faptul cd alte R -algebre de tipul dat, in
afard de R,C si H, nu exista. Acesta este sensul celebrei teoreme
a lui Frobenius, pe care o vom demonstra in continuare in cateva
etape cu ajutorul unor afirmati auxiliare.
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Lema 16.1. Daca A este o R -algebra asociativa de rangul
n, atunci pentru k>n orice k elemente din A sunt liniar
dependente peste R .

Demonstratia rezultd din definitia bazei (baza contine un
numar maximal de elemente liniar independente). O

Lema 16.2. Fie A o R -algebra asociativa de rangul n.
Atunci orice element o € A este radacina a unui polinom de gradul
k <n cu coeficientii in campul R .

Demonstratie. Considerim n+1 elemente: lLa,a’,.....a",
unde « este un element nenul din 4. Deoarece A are rangul n, ele
sunt liniar dependente (conform Lemei 16.1). Prin urmare, exista
elementele a,,q,....,a, € R (nu toate egale cu zero) incat

a, 1+a-a+...+a,a" =0,
adicd o este rdadacina a polinomului
fX)=a,+a X +...4a X"
cu coeficientii din R. o

Se poate Intdmpla cd « este radacina si pentru un polinom
de grad k <n (principiul celui mai mic numar).

Propozitia 16.3. Fie A o algebra asociativa cu diviziune
peste R de rangul n. Atunci:

1) orice element o€ A este raddacina a unui polinom de
gradul 1 sau de gradul 2, ireductibil peste R ; in acest caz: a ¢ R
daca si numai daca o este radacina a unui polinom de gradul 2,
ireductibil peste R, ceea ce la randul sau, este echivalent cu faptul
ca exista numerele reale a #0 §i a', incat

(aa+a') =-1;
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2)daca n=2, atunci algebra , A este izomorfa cu algebra

numerelor complexe ,C.

Demonstratie. 1) Orice polinom cu coeficientii din R, de
gradul n>0, se descompune in produs de polinoame ireductibile
peste R de gradul 1 sau de gradul 2 (Teorema 14.7). Conform
Lemei 16.2, orice element « € 4 este radacind a unui polinom

f(X)=a,+aX+...+a X"
cu coeficientii reali. Ludm descompunerea acestui polinom in
produs de polinoame ireductibile peste R, de gradul 1 sau 2:

f(X):(/)I(X)-(pz(X)....goS(X), I<s<n.

Aici polinoamele de gradul 1 corespund radacinilor reale, iar cele de
gradul 2 corespund perechilor (a,) de rddacini complexe. Pentru

ae€ A, avem
fla)=g(a) o, (a)...0,(a)=0
deoarece in A (ca si in orice corp) nu sunt divizori ai lui 0, exista
ie{l,...s}, incdt ¢ (a)=0. Aceasta demonstreazd prima parte a
afirmatiei 1).
Elementul o€ A4 apartine lui R dacd si numai daca
polinomul ¢, (X) cu proprietatea ¢,(a)=0 are gradul 1. Prin

urmare, @ ¢ R daca si numai daca g, (X ) este un polinom de gradul
2, ireductibil peste R. Presupunem ca acest polinom este
X?+ pX +q, adica

a’+pa+q=0, (2)

unde p,qgeR. Din conditia ¢ R rezulti ci p° —4¢ <0 (in caz
contrar radacinile acestui polinom ar fi numere reale). Deoarece
avem 4g—p°>0 si in R se poate extrage ridicina din numere
pozitive, exista be R ,b # 0, incat
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1
Td4g-p
Inmultind egalitatea (2) cu 4b*, obtinem:
Ab’a’ +4b’ pa+4b’q =0,
si, deoarece b’p’> +1=4b’q, avem 4b°a’ +4b’pa+b’p* +1=0,
de unde (2ba —i—bp)2 +1=0, adicd (2ba +bp)2 =—1,b#0. Aceasta

demonstreaza afirmatia 1).
2) Fie A o R -algebra asociativa cu diviziune de rangul 2.
Atunci R c A4 siexistd un element € 4 incat a ¢ R. In acest caz

b2

elementele {l,a} sunt liniar independente peste R . Atunci pentru

orice a,a’eR (a#0) si elementele {l,7=aa+a’} sunt liniar
independente peste R (dacd avemb-1+c-7 =0pentru ¢ # 0, atunci
b+caa+ca'=0 si aeR, contradictie). Alegem numerele 0+ a,
a' e R, astfel incat 72 =(aax+a')* =—1 (posibilitatea unei astfel de
alegeri a fost aratata 1n afirmatia 1)). Deoarece algebra 4 are rangul
2 si elementele {l, z‘} sunt liniar independente, putem face concluzia

ca perechea {1,7} formeazd o bazi in 4, adici orice element din 4

se exprimd in mod unic in forma a + bz, unde a,b € R . Atunci usor

se vede ca aplicatia a+br — a+bi defineste un izomorfism:
xA=:;C. o

Din propozitia demonstratd rezultd urmatoarea concluzie:
abstractie facand de izomorfism, singura R -algebra asociativa cu
diviziune de rangul 2 este ,C.

Acum este firesc sd trecem la cercetarea cazului R -
agebrelor asociative cu diviziune, de rangul » =3. Raspunsul este
dezamagitor.

Lema 16.4. Peste campul R algebre asociative cu diviziune,
de rangul 3, nu exista.
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Demonstratie. Fie A o R -algebra asociativa cu diviziune de
rangul n>3. Aplicand afirmatia 1) din Propozitia 16.3, putem

selecta aed, a¢R, incit elementele {l,a} si fie liniar

independente si o” =—1. Deoarece rangul algebrei A4 este n>3,
putem aplica incd o datd acelasi procedeu, separand un element
BeR, astfel incat S°=-1 si elementele {l,o,} sd fie liniar
independente. Vom ardta cd in acest caz elementele {l,a,ﬂ, aﬁ}
sunt liniar independente peste R si astfel vom obtine n >4, ceea
ce demonstreaza lema.

Reducere la absurd: presupunem ca elementele {l,a,ﬂ, aﬁ}
sunt liniar dependente peste R. Atunci existd numerele reale
a,b,ce R incat

aff =a+ba+cp.
Inmultind din stanga la &, obtinem
a’f=aa+ba’ +capf,
adica
—f=aa—-b+c(a+ba+cp).
Transformari simple aduc la egalitatea:
(ca—-b)+(a+bc)a+(1+c*)f=0.
Insa elementele (1,, ) sunt liniar independente, deci ca—b=0,
a+bc=0 si 1+c*=0. Ultima relatie in R este imposibild, prin
urmare presupunerea de mai sus implicd o contradictie, ceea ce
demonstreaza lema. O

Pentru a cerceta cazul n=4 avem nevoie de urmatorul
rezultat auxiliar.

Lema 16.5. Fie A o R -algebra asociativa cu diviziune, de
rangul n >4, cu elementele {l,a,ﬂ} , care sunt liniar independente

peste R si o’ = =—1 (vezi Propozitia 16.3, p.1)). Atunci
aff+ faeR.
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Demonstratie. Posibilitatea alegerii elementelor {l,a, p } cu

proprietatile indicate este asigurata de Propozitia 16.3, p.1) si faptul
cd n>4. Intrucat elementele {l,o,} sunt liniar independente,

obtinem ca a+f¢R si a—f¢R. Prin urmare, fiecare dintre

aceste numere este radacinad a unui polinom de gradul 2, ireductibil
peste R (Propozitia 15.3, p.1)). Astfel, existd numerele p,q,

p'.q' €R incat:
{(a+ﬂ)2=p(a+ﬂ)+q, ()
(a—B) =p'(a-B)+q".
Pe de altd parte, avem:

(a+p) =a’+pa+af+p =2+ pa+ap,

(a-p) =a’—pa—af+ > =2~ Ppa—ap.
Astfel, adunind termen cu termen egalitatile (3), obtinem:

~4=(p+p)a+(p-p)B+q+q.
Din nou utilizim independenta liniard a elementelor {1,a, 8} si din
ultima relatie avem:
p+p'=0, p—p'=0, g+q'+4=0.

Din primele doui egalititi deducem ci p=0 si p =0. Revenim la
sistemul de ecuatii (3) si, scazand din prima ecuatie a doua,

obtinem:
q—q':(aHﬂ)2 —(Ot—ﬂ)2 =(=2+pa+af)-
—(2-pa-apf)=2(pa+ap).

Prin urmare,
afp + fa = q_zq eR. o
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Teorema 16.6. Orice algebra asociativa cu diviziune, de
rangul 4, peste campul R este izomorfa cu algebra cuaternionilor
H.

R
Demonstratie. Fie A o R -algebra asociativa cu diviziune,
de rangul 4. Este suficient de ardtat cd 4 posedd o baza ce consta

din 4 elemente {1,i,j,k} astfel incat i*=;>=-1 i jj=—ji=k
(atunci usor se verificd faptul cid k° =—1 si au loc celelalte relatii
din tabla inmultirii elementelor din H (§14)). In aceste conditii este
clarca ;A= M.

Argumentele din demonstratia Propozitiei 16.3 aratd ca in
Aexistd elementele {1,a,f}, liniar independente peste R incét

o’ = 82 =—1. Pentru a gisi baza {1,i, j,k} notam:

i=a, j=xa+yp,
unde x,y € R. Vom alege numerele reale x si y, astfel incat sa fie
satisfacute conditiile:

1) elementele 1,7, j sunt liniar independente peste R ;
2) j+ji=0;
3) iP=j7=-1.

Conditia 1) este satisficuti pentru orice numar real y#0. Intr-
adevdr, dacd elementele 1,i=«, xa+yf ar fi liniar dependente,
atunci am avea
a+bi+c(xa+yﬂ) =0,

(a,b,c € R, nu toate fiind egale cu zero). Atunci ¢ #0 sidin y#0
rezulti ci £ se poate exprima liniar prin 1 si ¢ . Insa {l,a, ,B} sunt
liniar independente, contradictie.

Acum aplicam Lema 16.5, din care rezultd cd aff+ fa e R.
Notam:
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Atunci avem:
j+ji=a(xa+yp)+(xa+ypa =
=2xa’ + y(aff+ pa) =
=-2x+2ay =2(ay —x).

Prin urmare, conditia 2) (ij+ ji =0) este satisfacutd daca x=ay.
Rimane si asigurim respectarea conditiei 3) (i* = j> =-1) prin
alegerea potrivita a numarului y € R,y # 0. Consideram elementul
aa + [ pentru care:

(ac +ﬂ)2 =da’a’ +a(af+ pa)+ f’ =
=—a’+2a’-1=a"-1 eR.
Deoarece sistemul {l,a, p } este liniar independent peste R, avem
aa+feR, deaceea a’ —1<0 (in caz contrar avem: > —1>0=
(ac + ,8)2 > 0= existd \/(ax +,6’)2 = aa + f €R, contradictie).

Prin urmare,
-1
a’ -1

>0,

siin R existd un astfel de numar y incat
1
y = 71
adicd y*(a’ —1)=-1. Aceasti alegere a numirului y este motivati
de faptul ca:

P =(xa+yp) =(a)a+yB) =a’y’a’+y’ B +ay’af+ay’ fa =
=—a’y’ -y +ay’(aff+ fa)=-a’y’ -y’ +2a’y* =
:aZyZ _y2 :yZ(aZ_l):_l.

Asadar, alegand numerele x,y € R astfel incat
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-1
a* -1
conditiile 1), 2) si 3) vor fi satisfacute si din ele rezultd ca sistemul
liniar independent

x=ay,y’ =

b

{Li,j.k=ij}
(vezi Lema 15.4) formeaza o baza a algebrei 4. Mai mult,
elementele acestei baze se inmultesc ca si elementele bazei algebrei
cuaternionilor  H. Din unicitatea sistemului de cuaternioni rezulta

cd A= _ H.o

Pentru a finisa cercetarea noastrd ramane de efectuat ultimul
pas: de analizat cazul cand rangul R -algebrei este mai mare decat 4
(n>5).

Teorema 15.7. Peste campul numerelor reale R nu exista
algebre asociative cu diviziune de rangul n>5.

Demonstratie. Reducere la absurd: fie ca existd o R -algebra
A cu diviziune, de rangul n >5. Procedand la fel ca in demonstratia
Teoremei 16.6, gasim elementele 1,7, j,k € A astfel incat:

1) sistemul {1,i, j,k} este liniar independent peste R ;

2) i=j7=-1, ij=—ji=k.

Deoarece rangul n al algebrei A este mai mare decat4,in 4 exista
un element / € 4 incat sistemul {1,i, j,k,} este liniar independent
peste R. Mai mult, din Propozitia 16.3, p.1) se vede ca putem
considera /> =—1. Acum aplicim Lema 16.5 pentru fiecare dintre
tripletele {1,i,/}, {1,/,/} si {l, k,l} , obtinind ca exista elementele
a,b,ce R incat:

il+li=a, 4)
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Jl+1lj=b, (5)
Kl + 1k =c. (6)

Aplicand succesiv aceste relatii, avem:
lk=(li)j=(a—il)j=aj—i(lj)=aj—i(b—jl)=
=aj—bi+ijl=aj—bi+kl =aj—bi+c—Ik,
de unde
2lk =aj —bi+c. (7)

Inmultind egalitatea (7) din dreapta la k , obtinem:
21k* = ajk — bik + ck,
adica
=2l =ai+bj+ck.
Aceasta contrazice faptul cd sistemul {l,i, J,k,l } este liniar

independent. Prin urmare, presupunerea ca existd o R -algebrd A
de rangul n>5 este gresita. O

Totalizand cele demonstrate mai sus, acum putem formula
rezultatul final al acestui studiu, care descrie toate R -algebrele
acociative cu diviziune, de rang finit. Acest rezultat poartd numele
unuia dintre creatorii algebrei numerelor hipercomplexe -—
matematicianul german F.G.Frobenius (1849-1917).

Teorema 15.8 (teorema Iui Frobenius). Peste campul
numerelor reale R orice algebra asociativa A cu diviziune, de
rang finit, are rangul 1,2 sau 4. Mai exact:

1) daca n=1, atunci ; A= R,

2) daca n=2, atunci zA= ;C;

3) daca n=4, atunci ;A= H;

4) daca n=3 sau n>5, atunci R -algebre asociative cu
diviziune, de rangul n, nu exista.

143



Demonstratie. Cazul n=1 este trivial (vezi exemplul 1).
Cazul n=2 este demonstrat in Propozitia 15.3(2). Cazul n=4
este ardtat in teorema 15.6. Afirmatia 4) rezultd din Lema 15.4 si
Teorema 15.7. o

Incheiem expunerea cu citeva observatii finale. Pe parcursul
acestui ciclu de lectii au fost cercetate urmatoarele sisteme
numerice:

NcZcQcRcCcH,

adicd numerele naturale, intregi, rationale, reale, complexe si
cuaternionii. Cu exceptia sistemului N, fiecare din ele este o
extindere a sistemului precedent, obtinand astfel noi proprietati in
concordantd cu cerintele formulate (existenta operatiilor scédderii,
impartirii, trecerii la limitd, extragerea rddacinii din numere
negative).

Pentru fundamentarea acestei teorii a sistemelor numerice am
aplicat metoda axiomatica, verificand de fiecare data
compatibilitatea si completitudinea sistemului de axiome (adica
existenta §1  unicitatea  sistemelor numerice respective).
Demonstratia acestor rezultate se bazeaza pe proprietatile similare
ale sistemului precedent (cu exceptia lui N, unde existenta se
bazeaza pe axioma infinitului).

Extinderea sistemelor numerice conduce la ,,perfectionarea”
lor, insd putem observa cd pe parcurs am avut si unele ,,pierderi”, de
exemplu, la trecerea R — C am renuntat la relatia de ordine totala,
existenta 1n toate sistemele precedente. La fel, la trecerea C — H
am ,,sacrificat” proprietatea de comutativitate a inmultirii (pe cand
toate sistemele precedente sunt comutative).

Procedura de extindere a sistemelor numerice a fost
finalizata cu teorema lui Frobenius, sensul careia constd in aceea ca
extinderea de mai departe Tn modul practicat nu este posibila,
deoarece algebre de tipul cercetat peste R nu existd pentru rangul
n>5. In realitate, mai este posibild o cedare, renuntand si la ultimul
bastion - conditia asociativitatii.

Insd, considerand algebre neasociative, noi nu obtinem prea
mult: pe langa algebrele din teorema lui Frobenius mai exista doar o
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singura R -algebrd cu diviziune, de rang finit, neasociativa (si
necomutativa), care are rangul 8 si se numeste algebra Cayley-
Dixon (sau algebra octavelor). Aceasta este asa numita feoremd
generalizata a lui Frobenius. Cei interesati pot gasi aceste rezultate,
de exemplu, in [19].

O continuare fireascd a materialului acestui ciclu de lectii il
constituie feoria algebrelor (inele, campuri, module, algebre etc.)
care generalizeaza sistemele numerice. Tot materialul expus mai sus
formeaza doar un preludiu in simfonia mareata a algebrei moderne.
Trebuie mentionat faptul ca cercetarile mai recente nu anuleaza
valoarea sau importanta sistemelor numerice care formeaza
fundamentul trainic al intregii matematici. Aceste sisteme numerice
servesc drept model si sursa de exemple, drept baza pentru diverse
generalizari. Cunoasterea sistemelor numerice §i a metodei
axiomatice este absolut obligatorie pentru orice matematician, ca
element necesar al culturii matematice generale.
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Anexa |
Cateva axiome ale teoriei multimilor

Expunerea materiei cursului dat incepe prin admiterea
existentei unei multimi infinite. Pentru rigurozitate ar fi nevoie de
utilizat teoria axiomaticd a multimilor. Spre regret, expunerea
detaliatd a axiomelor teoriei multimilor ne-ar fi indepartat de
subiectul acestei lucrari. Cu toate ca din punct de vedere logic o
astfel de discutie ar trebui sa anticipeze expunerea materialului,
studiul teoriei axiomatice a multimilor este, in general, lasat in
seama cititorului. In bibliografie sunt incluse mai multe cursuri
introductive la teoria axiomaticd a multimilor. Totusi, in anexa de
fatd vom expune in linii generale un sistem de axiome care este
suficient pentru necesitatile materialului inclus in cursul dat.

G.Cantor este autorul asa-numitei ,teorii naive” a
multimilor, aparuta in anii 70-80 ai secolului XIX. Dupa G.Cantor
multimea este o colectie de obiecte bine determinate, distincte ale
intuitiei sau gandirii noastre, considerate ca un tot. Pentru
dezvoltarea teoriei ,,naive” a multimilor si aplicatiile ei putea fi
utilizatad o astfel de definitie, deoarece in matematicd sunt esentiale
relatiile intre obiectele multimii (sau intre diferite multimi) si nu
natura obiectelor. Ulterior, prin insasi dezvoltarea ei, teoria
multimilor creatd de G.Cantor a demonstrat insd insuficienta
definitiei ,,naive” a multimii, manifestatd prin aparitia unor
paradoxuri (antinomii) inevitabile.

Dat fiind sensul notiunii de multime dupa Cantor, s-ar putea
crede cd putem forma inclusiv multimi de tipul C={X|X e
multime infinitd} sau C={X|X e multime}. In aceste cazuri
avem CeC. S-a observat ca dacd nu impunem niste restrictii,
atunci libertatea de a forma multimi poate conduce la paradoxuri.
Unul din ele este cunoscut astazi ca paradoxul lui Russell si consta
in urmatoarele.

Fie C={X|X e multime si X ¢ X}. Conform definitiei
relatiel de apartenenta, poate fi adevarata doar una din conditiile:
Ce(C sau C¢gC. Observam insa ca daca C € C atunci, conform
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definitiei lui C, trebuie sa aibd loc C¢C, deci obtinem o
contradictie. Dacd insd C ¢ C atunci, la fel din definitia lui C,
rezulta cda CeC si obtinem din nou contradictie. Aceste
contradictii pot fi inldturate recunoscand ca obiectul C nu exista
sau ca el nu este 0 multime.

Unele paradoxuri ale teoriei multimilor nu reprezintd decat
variante ale dificultatilor logice evidentiate inca din antichitate de
scoala filozofica a sofistilor (sec.V i.e.n.). Un astfel de exemplu
prezintd asa-numita antinomie a mincinosului, cunoscuta de la
Epimenide din Creta, sec. VI 1.e.n., care constd in urmatoarele: cand
mincinosul spune ,,mint” afirmatia sa nu poate fi nici adevarata, nici
falsa (se admite prin definitie cd mincinosul spune intotdeauna
numai neadeviruri). Intr-adevar, daca afirmatia sa ar fi adevarati ar
insemna cd mincinosul spune adevarul, ceea ce ar contrazice
definitia mincinosului. Daca insa afirmatia ,,mint” ar fi falsa atunci
contrariul ei ar fi adevarat, adicd mincinosul spune iar adevarul,
ceea ce este imposibil.

Contradictiile care apar aratd ca intuitia noastrd nu este un
ghid foarte sigur in caz infinit. Adaptarea intuitiei omului la cazul
infinit poate fi facutd prin stabilirea unor conditii stricte in care
operatiile, actiunile, constructiile matematice respective ar ramane
valabile. Pentru 1inlaturarea paradoxurilor teoriei ,naive” a
multimilor s-a recurs la organizarea noii teorii pe baza unui sistem
de axiome. Primul sistem de axiome a teoriei multimilor a fost
propus in 1908 de Ernest Zermelo (1871-1953). Axiomele lui
Zermelo au fost preluate mai tarziu (1921-1922) de A.Fraenkel si de
A.Schoenfliess care au contribuit esential la axiomatizarea initiald a
teoriei multimilor. Ulterior au fost elaborate sau perfectionate si alte
sisteme de axiome prin aportul mai multor matematicieni §i
logicieni cunoscuti, printre care B.Russell, D.Hilbert, A.Tarski,
J.Lukasiewicz, J.v.Neumann, C.Kuratowski, P.Finsler, K.G0del,
H.Herbrand, C.S.Kleene, P.Bernays, A.Mostowski, F.Gonseth,
A.Church s.a.

Scopul teoriei axiomatice a multimilor este de a indica un
sistem de axiome care ar permite obtinerea afirmatiilor referitoare la

147



multimi, ce nu ar conduce la paradoxuri. Aceste afirmatii trebuie sa
fie suficient de profunde pentru a putea permite fundamentarea
tuturor notiunilor §i constructiilor matematice.

In continuare vom utiliza notiunile de clasd si de multime.
Notiunea de clasa va coincide cu cea de multime in sensul ,,naiv” al
lui G.Cantor, data mai sus. Obiectele din care este formata o clasa le
vom numi elementele ei. Termenul multime va desemna o clasa ce
apartine ca element unei clase prealabil definite. Mai spunem in
acest caz ci clasa datd este insertibild. In caz contrar clasa se
numeste neinsertibila. De exemplu, clasa C a multimilor care nu se
au pe ele insele ca element, nu poate fi o multime dupa cum am
vazut mai sus.

Pentru prezentarea unui sistem de axiome s-ar parea ca avem
nevoie de obiecte de doua tipuri: elemente §i multimi, unde
obiectele numite multimi se construiesc in careva mod din
elemente, de exemplu, ca multimi de elemente, multimi de multimi
de elemente s.a.m.d. Insi, dupa cum vom vedea, avand notiunea de
multime vida si principiile de baza ale existentei multimilor, vom
putea demonstra existenta unei multimi P, a unui element notat cu
1 si a unei operatii notate cu Sc pe multimea P astfel Incat
(P,Sc,l) sa fie un sistem Peano. De aceea admiterea existentei
unor ,.elemente”, deosebite de multimi, poate fi evitata. Astfel vom
considera ca toate obiectele de baza sunt multimi. Vom admite de
asemenea cd domeniul de definitie al variabilelor pe care le
consideram: x, y, z, 4, B, C, M, S s.am.d. este clasa tuturor
multimilor.

Notiuni de baza ale teoriei date vor fi doua relatii intre
multimi: relatia de egalitate ,,=" si relatia de apartenentd ,,€ . Dupa
cum suntem obisnuiti, relatia de inegalitate se va nota cu ,,#”, iar
relatia de neapartenenta cu ,,¢”. Axiomele principale referitoare la
relatiile ,,=" si ,,€” sunt urmatoarele:

Axioma 1. Pentru orice x are loc x = x.

Axioma 2. Pentru orice x §i y,daca x=y, atunci y =Xx.
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Axioma 3. Pentru oricex,ysi zdaca x=y §i y=z, atunci x=z.

Axioma 4. Pentru orice X §i Y, daca X =Y atunci pentru orice
Z, XeZ daca si numai daca Y € Z si pentru orice W, We X
daca si numai daca W €Y .

Primele patru axiome exprima aspecte logice ale relatiei de
egalitate si aceste afirmatii sunt considerate adevarate in orice
context matematic (pentru relatia de egalitate).

Axioma 5. (Axioma extensiei) Pentru orice A §i B, daca pentru
fiecare x relatia x € Aeste echivalentd cu x € B, atunci A=B.

Axioma 5 se numeste axioma extensiei $i aratd ca orice
multime este complet definita de elementele sale. In conformitate cu
aceastd axioma definitia multimii poartd un caracter extensiv, adica
a defini o multime Tnseamna a descrie sau a enumera elementele ce
apartin multimii. De exemplu, o multime finitd poate fi data prin
simpla enumerare a elementelor ei. O multime infinitd C poate fi
cuprinsd 1intr-o descriere sau poate fi datd cu ajutorul unei
proprietdti caracteristice P(x), punind C ={x|P(x)}, unde P(x)
este o propozitie (functie propozitionald) ce exprimd o conditie
satisfacuta de variabila x daca si numai daca x € C.

Vom formula acum cateva axiome referitoare la existenta
multimilor.

Axioma 6. Exista o multime A astfel incat x ¢ A pentru fiecare x.

Axioma 6 garanteaza existenta cel putin a unei multimi.
Conform axiomei extensiei, orice doud multimi ce poseda
proprietatea din axioma 6 coincid. Astfel putem introduce urmatorul
obiect: J este unica multime A astfel incat x ¢ 4 pentru fiecare
x . Ea se numeste multimea vida.

Observam ca expresia ,,existd un singur x astfel incat A(x)”

va Insemna ca conditia A(x) satisface urmatoarele cerinte:
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(1) existd x astfel incat A(x);
(11) pentru orice x siy dacd A(x) si A(y), atunci x=y.

Urmatoarea axioma face posibild construirea unor perechi
neordonate.

Axioma 7. Pentru orice a §i b, exista A astfel incat pentru fiecare
x, x€ A daca si numai daca x=a sau x=5b.

Conform axiomei extensiei multimea A ce verifica conditiile
axiomei 7 este unica. Pentru orice a si b cu simbolul {a,b} vom
nota unica multime A ce verifica conditiile axiomei 7 §i o vom
numi pereche neordonata. Punem prin definitie {a} = {a,a}, pentru
orice a.

Pereche ordonata vom numi multimea {{a},{a,b}}, pentru

orice a si b, pe care o vom nota cu (a,b).

Axioma 8. Pentru orice A, exista S astfel incat pentru orice x,
x € S daca si numai daca pentruun X € A are loc xe X .

Axioma 8 defineste operatia de reuniune a multimilor.
Axioma extensiel garanteaza unicitatea multimii S . Pentru orice 4

notdm cu |J X unica multime S ce verificd conditiile axiomei 8.
Xed

In particular, punem
AJB= U X.

Xe{A,B}
Axioma 8 permite construirea multimilor:
{a,b,c} = {a,b}U{c}, {a,b,c,d}={a,b,c}U{d} s.am.d.

Dupa cum vom vedea in cele ce urmeaza, nu este necesar de
cerut axiomatic existenta intersectiei multimilor, aceasta rezultand
din alte axiome. Pentru orice 4 si B, notam A< B daca pentru
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orice x, din x€ A4 rezultd xe B. Dacd 4 c B atunci multimea 4
se numeste submultime a multimii B .

Axioma 9. Pentru orice A exista S astfel incadt pentru fiecare X ,
X €S daca si numai daca X c A.

Axioma 9 garanteaza existenta multimii tuturor submultimilor
lui 4, numitd booleanul multimii 4. Pentru orice A notdm cu
P(A) unica multime S ce verifica conditiille axiomei 9 (adica

booleanul multimii 4 ).

In urmatoarea axiomd A(x) este o proprietate arbitrard care
poate fi formulata integral in termenii ,,=" si ,,€”, utilizdnd doar
legaturile logice: negatie, conjunctie, disjunctie, implicatie,
cuantificatorii universal §i existential si unde toate variabilele se
referd la multimi, insd care nu contine multimea A4 in calitate de
variabild libera, desi poate contine alte variabile libere.

2

Axioma 10. Pentru orice multime S exista o multime A astfel
incdt pentru orice x, x € A dacad si numai daca x € S §i A(x).

Pentru orice multime S vom nota cu {x|xeS§ si A(x)}
unica multime A ce verificd conditiile axiomei 10. Axioma
extensiei garanteazd unicitatea multimii 4.

Cu ajutorul axiomelor definite mai sus poate fi demonstrata
existenta intersectiei, diferentei si produsului cartezian al
multimilor.

Fie M #J si Se M .Notamcu () X multimea

XeM

{x|xeS si xe X pentru orice X € M}
si 0 numim infersectia multimilor din M . Dacd M = atunci
punem prin definitie (| X =& . Observam ca (| X nu depinde de

XeM XeM
alegerea lui S e M dacd M # O, insd pentru a putea aplica axioma
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10 1n definitia intersectiei multimilor este necesara prezenta unei
astfel de multimi S'. In particular, punem prin definitie

ANB= N X
Xe{d,B}

si numim intersectia multimilor 4 si B. Din definitia intersectiei
rezulta ca daca M =, atunci
NXcS

XeM
pentru orice S e M .
Pentru orice doud multimi S si 4 definim multimea
S\A={x|xeS si x¢ 4}
si 0 numim diferenta multimilor Ssi 4.

Pentru a demonstra existenta produsului cartezian — al
multimilor 4 si B, notat cu 4Ax B utilizam definitia perechii
ordonate. Astfel, pentru orice a€ 4 si be B avem {a}eP(AUB)
si {a,b}eP(AUB), de unde rezulta {{a},{a,b}}e P(P(AUB)),
deci putem defini produsul cartezian 4 x B al multimilor 4 si B in
felul urmator:

AxB={x|xeP(P(AUB)) siexisti ac A si be B
astfel incat x =(a,b)} .

In definitia produsului cartezian sunt utilizate axiomele 7-9 si
axioma 10 pentru S = P(P(4AUB)).

Daca am stabili existenta cel putin a unei multimi S, atunci
din Axioma 10 ar rezulta existenta multimii vide (adica axioma 6),
aceasta fiind {x|x €S si x # x}. Observam ca daca din formularea
axiomei 10 am elimina restrictia referitoare la multimea S, atunci
din aceasti axioma ar rezulta axiomele 7-9. Insi paradoxul lui
Russell aratd ca axioma 10, formulatd fard S, conduce la aparitia
unor contradictii si deci in acest caz din ea ar putea fi dedusa orice
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afirmatie. Pe de alta parte, nu existd pand astdzi o demonstratie a
faptului ca axioma 10 nu implicd axiomele 7-9.

De asemenea, reiesind din axiomele expuse mai sus, nu se
poate demonstra existenta multimilor infinite, desi putem formula
un sir de afirmatii care garanteaza existenta unei clase infinite de
multimi distincte doua cate doud. De exemplu, afirmatia ca oricare
doud dintre multimile &, {J}, {{T}}, {{{J}}}, ... sunt distincte

intre ele. Intr-adevir, observam la inceput cid {x} # pentru orice
x, deoarece x e {x}. Observam de asemenea cd din egalitatea
{x}={y} rezulta x=y deoarece xe{x} si atunci, conform
axiomei 4, obtinem cd {x}={y} implica xe{y}, de unde rezulta
x =y . Astfel obtinem {{J}}#{} deoarece in caz contrar am
avea {J}=C. Analog se demonstreaza ca {{{J}}}={J},
{{{D}}} #{{J}} s.am.d. Existenta unei multimi care ar contine in
calitate de elemente toate multimile &, {J}, {{J}}, {{{D}}}, ...

nu poate fi dedusa din axiomele 1-10 si 0 vom cere printr-o axioma
noud, numitd Axioma infinitului.

Axioma 11. (Axioma infinitului) Exista o multime S astfel incat
e S sipentru orice x, x e S implica {x}€S.

Fie S o multime ce verifica conditiile axiomei 11 si fie

M={X|XeP(S), DeX sipentruoricex,
x e X implica {x} e X}.

Consideram multimea P= () X si observam ca P poate fi
XeM

perceputa ca cea mai mica (in raport cu incluziunea) multime ce
verifica conditiile axiomei 11.

Teorema. Pundnd prin definitie Sc(x)={x}, pentru fiecare
xe P, avem:
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(i) DeP;

(ii) daca xe P, atunci Sc(x) € P ;

(iii) Sc(x)#D pentru orice x € P;

(iv) pentru orice x,y € P din Sc(x) = Sc(y) rezulta x=1y;

(v) daca X este o submultime a lui P astfel incat e X si pentru
orice x,x e X implica Sc(x)e X, atunci X =P.

Din teorema de mai sus rezultd cd multimea P (si atunci si
multimea §) este infinitd, iar (P,Sc,J) este un sistem Peano.

Reciproc, daca existd o multime infinita, atunci conform Propozitiei
1.3, exista un sistem Peano (N,0,s), deci existd o multime N ce

verifica conditiile axiomei 11. Astfel, axioma 11 este echivalenta
cu existenta unei multimi infinite.

Un alt mod de introducere a sistemului Peano, utilizat in
teoria multimilor, consta in urmatoarele: in loc de Sc(x) ={x} se ia

Sc(x)=xJ{x} si se admite existenta unei multimi ce contine & si
care, impreund cu orice element al sdau x, contine si Sc(x).
Multimea minimala de acest fel este formatd din elementele &,
(D}, {B,{8}}y, {D,{D},{{d}}}, s.am.d., deci notdnd aceste
multimi cu 0,1,2,3, ..., respectiv, obtinem 0, 1={0}, 2={0,1},
3={0,1,2} s.a.m.d.

Un alt principiu de bazd in teoria multimilor il reprezinta
Axioma alegerii pe care o formulam in continuare.

Axioma 12. (Axioma alegerii) Fie M o multime astfel incat pentru
orice X e M are loc X # O si pentru orice X,Y e M, din X #Y

rezulta X(Y ={0}. Atunci exista o multime A astfel incat pentru
fiecare X € M exista y ce verifica conditia ANX ={y}.

Axioma alegerii poate fi reformulata in felul urmator: pentru
orice multime M , formata din multimi nevide, disjuncte doua cate
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doud, existd o multime A ce contine exact cate un element comun
cu fiecare multime din M .

Afirmatii mai simple, echivalente cu axioma alegerii, pot fi
formulate cu ajutorul notiunii de functie. Amintim cd o functie,
conform definitiei, este o multime F de perechi ordonate (x,y)
astfel Incat pentru orice x din domeniul de definitie al functiei,
existd un singur y ce satisface conditia (x,y) € F'. Acest unic y se

noteaza cu F'(x).

Axioma 12'. Fie M o multime astfel incdt pentru orice X € M are
loc X #Q si pentru orice X,Y e M ,din X #Y rezulta XY ={J}.

Atunci exista o functie F' cu domeniul de definitie D(F)=M i
pentru orice X e M are loc F(X)e X .

Axioma 12°. Pentru orice multime M exista o functie G cu
domeniul de definitie D(G)={X | X e M si X #J} si pentru orice

X € D(G) areloc G(X)e X .

Ardtim ci axiomele 12, 12' si 12" sunt echivalente in
conditiile axiomelor 1-10.

Mai intai ardtdm cd axioma 12 implicd axioma 12"
Multimea M ce verificd conditiile axiomei 12" verifica si conditiile
axiomei 12. Prin urmare, existd o multime A4 astfel incat pentru
fiecare X e M existd y ce verificd conditia AN X ={y}. Fie
F={X,y)|XeM si ye ANX}. Existenta multimii F rezulta
din axioma 10, fiind o submultime In M x 4. Este clar ca F este
functia, existenta careia este datd de axioma 12'. Prin urmare,
axioma 12 implica axioma 12".

Presupunem acum adevaratd axioma 12'. Consideram
multimea M ce verifici conditiile axiomei 12", Elementele multimii
M nu sunt neapdrat disjuncte doua cate doua si nevide. Fie
M ={X|XeMsiX#J} si M,={Xx{X}| X eM,}. Multimea

M, existd in virtutea axiomei 10. Existenta multimii A, rezulta din

155



faptul ca M, c M xP(M,). Multimea M, verifica conditiile
axiomei 12', deci existd o functie /' cu domeniul de definitie
D(F)=M, sipentruorice X € M, are loc F'(X)e X . Prin urmare,
pentru orice X e M siX #O rezultd F(X x{X})=(y,X) pentru
unye X . Fie

G={(X, )| X eM, si F(Xx{X})=(y,X)},
atunci G verifici conditiile axiomei 12. in mod analog se
demonstreazi ci axioma 12" implicd axioma 12.

Observam ca in matematica este cunoscut un numar mare de
afirmatii echivalente cu axioma alegerii. In Anexa II, referitoare la
structuri algebrice partial ordonate, sunt formulate doud afirmatii
bine cunoscute de acest fel: Teorema lui Zermelo si Lema lui Zorn.
Faptul ca axioma alegerii era necesard la demonstrarea multor
afirmatii din analiza matematica a fost pentru prima datd mentionat
de Zermelo. Axioma alegerii are un rol discutat in matematica
contemporana. Spre deosebire de celelalte axiome de existentd ale
teoriei multimilor, axioma alegerii nu descrie explicit (cu ajutorul
unor conditii pe care trebuie sa le verifice obiectele multimilor)
multimea, existenta cdreia este afirmata. Astfel, axioma alegerii se
bazeaza pe un alt tip de rationament intuitiv decat celelalte axiome.

Rolul metodei axiomatice in matematica este de necontestat.
O laturda mai putin ,,placutd” a acestei metode constd insa in faptul
a teoriilor matematice 1n baza axiomelor de plecare. Astfel, teoria
axiomaticd a multimilor va cuprinde intotdeauna mai putine
rezultate decat teoria ,,naiva” a lui Cantor. Pe de alta parte, diferite
sisteme de axiome, referitoare la aceeasi teorie, conduc la crearea
unor sisteme de cunostinte diferite, fapt ce mentine actuala
problema confruntarii rezultatelor teoriillor matematice cu
experienta.

Mentiondm ca existd sisteme de axiome ale teoriei
multimilor mai riguroase decat cel expus mai sus. Aceste sisteme
sunt utilizate in prezent drept fundament pentru toate elabordrile
matematice. Insi este firesc de evidentiat un numar minimal de
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axiome care ar fi suficiente pentru expunerea teoriei unui
compartiment concret al matematicii. Cercetarea diferitor sisteme
de axiome utilizeaza aparatul metamatematicii — compartimentul
logicii matematice care studiazd teoriile matematice formalizate.
Astfel de cercetari ale fundamentelor matematicii constituie o parte
a eforturilor continue de studiere a notiunilor de baza ale
matematicii, a metodelor matematicii si a interconexiunilor dintre
ele.
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Anexa II
Structuri algebrice partial ordonate

In aceastd anexd vom expune fira demonstratii citeva
afirmatii ce tin de multimi partial ordonate si strudturi algebrice
partial ordonate.

Fie M o multime nevidd pe care este definitd o relatie
binara ,,<”. Vom spune cd M este partial ordonata daca aceastd
relatie este reflexiva (a<a,VaeM ), antisimetricd (a<b si b<a
implicd a=»b) si tranzitivd (a<b si b<c implicd a<c). Relatia
,»<” se numeste ordine (partiala) pe A. Ca de obicei, vom scrie
a<b daca a<b sia#b; b>a daca a<b; b>a daca a<b.

Fie X o submultime arbitrard a multimii M . Un element
aeM se numeste majorant (minorant) pentru X dacd x<a
(x>a), pentru orice xeX. Dacda X posedd un majorant
(minorant), se spune cd X este marginita superior (inferior). Un
element a € M se numeste margine superioara (inferioard) pentru
X daca a este un majorant (minorant) si din faptul cd b este un
majorant (minorant) pentru X , rezultd a<b (a=b). Daca exista
marginea superioara (inferioard) pentru X , atunci ea este unica si se
noteazd cu supX (inf X') . Dacd pentru orice x,yeM exista
sup{x,y} si inf{x,y}, atunci M se numeste latice. De regula,
notdm in acest caz sup{x, y}=xvy si inf{x,y}=xAy. O latice se
numeste completa daca orice familie de elemente din M are atat
margine superioara cat si margine inferioara.

Un element m al multimii ordonate M se numeste maximal
(minimal) dacd din x>m (x<m), unde xe M , rezultd x=m. Un
element ae M se numeste supremum (infimum) daca a=supM
(a=inf M ). Multimea M se numeste bine ordonata dacd orice
submultime nevida a sa poseda infimum.

O multime ordonata M se numeste fotal (sau liniar)
ordonata daca oricare ar fi elementele a,be M avem a<b sau
a=>b sau a>b (legea trihotomiei).
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Teorema 1. Urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

(i) (Axioma alegerii) Pentru orice multime M exista o
functie ¢ care asociaza oricarei submultimi nevide X a lui M un
element @(x) care apartine lui X .

(ii) (Teorema lui Zermelo) Orice multime nevida poate fi
bine ordonata.

(iii) (Lema lui Zorn) Daca M este o multime ordonata §i
orice submultime nevida total ordonatd a sa are margine
superioard, atunci pentru orice element a€ M exista un element
maximal me M astfel incat a<m.

Structurda algebrica se numeste orice multime nevida,
inzestrata cu una sau mai multe operatii algebrice.
O structura algebricd (G,*) se numeste grup dacd sunt

verificate conditiile: 1) operatia ,,*” este asociativa ((a*b)*c=
a*(b*c), Va,b,ceG); 2) operatia ,,*” posedd element neutru

2

(JeeG:a*e=exa=a, VYaeG); 3) orice element din G este
simetrizabil in raport cu ,,*” (VaeG,3a'eG:a*a'=a"*a=¢e).
Un grup (G,*) se numeste comutativ sau abelian daca
a*b=b*a, Va,beG .
Structura algebricd (G,*) ce verificd 1) si 2) se numeste

monoid.
O structurd algebrica (S,+,-) se numeste semiinel daca
(S,+) este un monoid si operatia ,,-” este distributiva in raport cu

»+7(a-(b+c)=a-b+a-c si (b+c)-a=b-a+c-a,Va,b,ceS).

Structura algebrica (R,+,-) se numeste inel dacad (R,+) este
grup abelian si operatia ,,-” este distributivd in raport cu ,,+”.
Inelul (R,+,-) se numeste asociativ (comutativ, cu element unitate)
daca operatia ,,-” este asociativd (respectiv, comutativd, poseda
element neutru).

Un grup (G,-) se numeste ordonat daca (G,<) este multime
ordonata si se verifica una din urmatoarele conditii echivalente:

(1)daca a <b, atunci ac < bc si ca <cb pentru orice ceG;
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(2) daca a <b, atunci cad <cbd pentru orice ¢,d € G ;
(3) daca a<b, atunci cad <cbd pentru orice ¢,d € G ;
(4)daca a<b si ¢c<d,atunci ac<bd si ca<db;,
(5)daca a<b si c<d,atunci ac<bd si ca<db.

Notam P={a|aeG,a>e}U{e} si numim aceastd multime
con pozitiv al grupului G . Relatia de ordine ,,<” se determina
complet de conul pozitiv deoarece

a<b<a'beP (sau ba'eP).

Teorema 2. Submultimea P a grupului G este con pozitiv
pentru o ordine (partiala) ,, <" daca si numai daca:

(i) PAP ' ={e};
(ii) PP P;

(iii) xPx"' < P pentru orice xeG.

Un grup ordonat G este total ordonat daca si numai daca
PUP'=G. Daci G este un grup total ordonat, atunci valoarea
absoluta (modulul) elementului a se defineste prin egalitatea
|a|=max{a,a”'}.

Un grup ordonat (G,-) se numeste arhimedean daca pentru
orice a,beG, a>e, b>e, exista un numar natural n>1 astfel
incat a" >b.

Inelul (R,+,) se numeste inel ordonat daca (R,+) este un
grup ordonat si relatiile a <b, ¢>0 implicd ca<ch i ac<bc.

Ca si mai sus, notam

P={alaeR,a>0}U{0}.
Elementele nenule (diferite de 0) din P se numesc elemente
pozitive. Submultimea P se numeste con pozitiv al inelului (R,+,-).

Submultimea P determind complet relatia de ordine pe R
prin echivalenta:
a<beb-aceP.
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Teorema 3. Submultimea P a inelului R este con pozitiv
pentru o relatie de ordine daca si numai daca sunt verificate
urmatoarele trei conditii:

(i) P—P=1{0};

(il) P+PcCP;

(i) PP P.

Un inel R este total ordonat daca si numai daca
PU—-P=R.Se demonstreaza ca produsul a doua elemente negative
este pozitiv; produsul a doua elemente, dintre care unul este negativ
iar celalalt pozitiv, este negativ; s.a.m.d.
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