II. PROBLEME PROPUSE

1. Care dintre urmatoarele afirmatii sunt adevarate si
care sunt false:

a) Orice marsrut inchis contine un ciclu elementar.

b) Un marsrut inchis de lungime impara contine un

ciclu elementar.

c¢) Reuniunea a doud lanturi elementare diferite, ce

unesc doua varfuri ale unui graf contine un ciclu
elementar.

2. De construit un graf cu 2n varfuri (n > 3), in care
valenta oricarui varf este trei si nu contine cicluri elementare de
lungimea trei (triunghiuri).

3. De demonstrat, cd dacd un graf G nu este conex,
atunci graful complementar este conex.

4. Care este numarul maxim de muchii intr-un graf cu »
varfuri, ce nu contine cicluri elementare de lungime para?

5. Care este numarul maxim de muchii intr-un graf cu »
varfuri, ce nu contine cicluri elementare?

6. Care dintre urmatoarele afirmatii este adevarata si care
este falsa:

a) daca G,, G, sunt doud grafuri regulate, atunci sunt

regulate si grafurile G, +G,, G, XG,;

b) Dacd G,, G, sunt doud grafuri bipartite, atunci sunt

bipartite si grafurile G, +G,, G, XG,.

7. De stabilit numarul minim de varfuri intr-un graf 3-
regulat (graf cubic), ce contine un istm.

8. Care dintre urmatoarele afirmatii sunt adevarate si
care sunt false:

a) orice arbore este un graf bipartit;

b) orice arbore este un graf bipartit complet;

¢) un graf conex G = (X ;U ) contine un singur ciclu
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daca si numai daca |X | = |U

b

d) orice arbore cu n varfuri contine n—1 istmuri.
9. De demonstrat, cd centrul unui graf conex G apartine
unui bloc din G .

10. Pentru un graf conex G = (X ;U ) notdm prin H (G)
numarul minim de varfuri, la eliminarea carora obtinem un graf
neconex sau un graf trivial, prin A(G) — numérul minim de
muchii, la eliminarea cérora obtinem un graf neconex si prin
o (G) — valenta minimd a varfurilor grafului G . De construit un
graf G pentru care ;((G) =3, /1(G) =4, 5(G) =5.

11. Care dintre urmatoarele afirmatii sunt adevarate si
care sunt false:

a) pentru orice graf cubic G = (X ;U ) este adevdratad

egalitatea ;((G) = /”L(G);

b) dacd G este un graf k-regulat si H (G):l atunci

A(G)<[k/2].

12. Stabiliti conditiile, n care graful muchiilor unui graf
G= (X;U) este regulat.

13. Construiti un graf G = (X ;U ),

X | >4, pentru care

graful muchiilor Z(G) nu este eulerian, iar graful L?(G) este
eulerian.

14. De construit un graf G pentru care graful muchiilor
L(G) este hamiltonian.

15. De construit un graf G pentru care graful muchilor
L(G) este eulerian.

16. De construit un graf G 1n care orice multime intern
stabila se contine in multimea maxima intern stabila.

17. De demonstrat relatiile

a) Z(Gl +G2):Z(G1)+Z(G2);
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b) x (G1 na, ) < max{;( (G1 )a 4 (Gz )} .

18. Fie G un graf-plan, in care toate varfurile apartin
frontierei unei fete. De demonstrat cd acest graf poate fi colorat
corect cu ajutorul cel mult a trei culori.

19. Pentru grafurile reprezentate geometric in figura 5
(a,b,c,d) sa se descrie matricile de adiacenta si incidenta.

(D—2 ON

Figura 5

a) Exprimati in functie de #» numarul muchiilor unui
graf complet cu »n varfuri.

b) Sa se determine numarul diagonalelor unui poligon
convex cu n varfuri.

21. Se considerd o multime X de cardinal |X | =n.Sase
determine:
a) numadrul grafurilor simple, care au ca multime de
varfuri multimea X ;

b) numarul grafurilor orientate, fara bucle, cu multimea
de varfuri X ;
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c) numdrul  grafurilor  orientate, fard  bucle,
antisimetrice, cu multimea de varfuri X ;

d) numadrul turnirurilor cu multimea de varfuri X .

22. Sa se arate cd Intr-un graf orientat de ordin n

G=(X,U), are loc relatia Zg+(xl.): Zg’(xl.), unde

x;eX x;eX
X :{xl,xz,...,xn}.
23. Sa se demonstreze ca intr-un graf orientat de ordin »
G =(X,U), suma Z‘g+(xl.)—g’(xl. )‘ este un numadr par.
x;eX
24. Sa se arate cd intr-un graf orientat G =(X,U)
antisimetric de ordin z, cu numar maxim de arce (numit si

turnir), au loc relatiile:
a. g (x)+g (x)=n-1, x, e X ={x.,x,,.,x,};

b. > g'lx)=> g (x)=Cl;

c. x;{(f(xi ) = x;{(g‘(x,- ) :
d ;{({ () = Z)‘,{(ﬂ ~¢"(x)-1J.

25. Existd oare grafuri neorientate cu cel putin doua
varfuri in care gradele tuturor varfurilor sunt distincte?
26. Fie G =(X,U) un graf neorientat cu n varfuri si m

muchii. Sd se arate cd daca pentru orice x; € X avem g(xl.) =k
sau g(xl.) =k +1, atunci numdrul varfurilor de grad k este

(k+1D)n-2m.
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27. Consideram familia de grafuri orientate
F 2{ G= (X,ﬁ):|X| = n,g+(xA)£ p,g_(xi)s q,Vx, € X},

1

unde p<n si g¢g<n. Sa se determine numarul
max{ |U| .G = (X,ﬁ)e F }
28. Fie G = (X ,17) un graf orientat cu proprietatea ca

g+(xl.): g’(xl.) pentru orice x;, € X. Sd se arate cd pentru
orice submultime A4 — X are loc relatia ‘co"(A)‘ = ‘co_ (A)‘ (aici

@ (A) este multimea arcelor cu extremitatea initiala in A, iar

@~ (A) este multimea arcelor cu extremitatea finald in A ).

29. Sa se arate cd 1n orice graf neorientat numarul
varfurilor de grad impar este par.

30. Fie G =(X,U) un graf neorientat £ — regulat. De

demonstrat, ca dacd G contine un numar impar de varfuri,
atunci gradul fiecarui varf este par.
31. Fie graful neorientat G=(X,U) si A4cX o

submultime de varfuri a acestui graf. Fie & numarul muchiilor
care au exact o extremitate in 4. Sa se demonstreze ca numarul
k este de aceeasi paritate cu numarul varfurilor de grad impar
din 4.

32. Un graf G =(X,U) se numeste autocomplementar,

daca este izomorf cu complementarul sau G .
a) Sa se demonstreze ca pentru orice graf

autocomplementar are loc una din relatiile |X | =0
(mod 4) sau |X| =1 (mod 4).
b) Construiti un graf autocomplementar cu |X | >1 si

numar minim de varfuri.
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33. Sé se arate cd un graf neorientat cu »n varfuri si n
muchii contine cel putin un ciclu.

34. Sa se arate ca dacda G si G sunt grafuri conexe de
ordin n>5, atunci cel putin unul dintre ele contine ciclu
elementar.

35. Sa se arate ca intr-un graf neorientat §i conex orice
doua lanturi elementare de lungime maxima au cel putin un varf
comun.

36. Sa se demonstreze ca graful neorientat, in care orice
varf are gradul cel putin trei, are ciclu de lungime para.

37. Sa se arate ca un graf neorientat este bipartit daca si
numai daca toate ciclurile sale sunt de lungime para.

38. Fie ¢ si f doud numere naturale, astfel incat

a/2+1<B si a este numar par. Sa se arate ca 1n graful bipartit

complet K, orice ciclu elementar are lungimea cel mult
—Lp
2

oa—2.

39. Fie G un graf planar conex de ordin n, avand m
muchii si [ fete (inclusiv cea nemarginitd). Sa se demonstreze
formula lui Euler: f=m—-n+2.

40.

a) Sa se demonstreze ca un graf planar de ordin n >2

are cel mult 3n — 6 muchii.

b) Sa se demonstreze ca un graf planar de ordin n > 2

are cel mult 2n —4 fete.

41. Consideram un graf planar G = (X,U) de ordin n in
care frontiera oricarei fete este un ciclu elementar de lungimea
k. S& se exprime in functie de » si k numarul muchiilor
acestui graf.

42. Sa se demonstreze ca 1n orice graf planar
G=(X,U),

mult 5.

X | > 5, existd cel putin patru varfuri de grad cel
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43. Fie G un graf neorientat de ordin n care nu contine
subgrafuri K,. Sa se arate cd daca numarul de muchii m
verifica inegalitatea m > 2n —4, atunci graful G este neplanar.

44. Vom spune ca un graf planar este exterior planar
daca poate fi desenat in plan, astfel Incat toate varfurile sale sa
apartind frontierei unei fete. Un graf planar este maxim exterior
planar dacd contine un numdr maxim de muchii. Sa se
demonstreze ca pentru orice graf planar G =(X,U) maxim

exterior, cu |X | > 3 sunt adevarate urmatoarele afirmatii:
a) [U|=2n-3.

b) Exista cel putin doud varfuri de grad 2.
¢) Numarul cromatic al lui G este 3.

45. Consideram un graf orientat G= (X;a), X| >2.85a
se demonstreze cd urmatoarele doua afirmatii sunt echivalente:

a) G nu contine varfuri izolate §i are un ciclu eulerian.
b) G este tare conex si pentru orice varf x, e X avem

g (x)=g (x).

46. Consideram un graf neorientat G = (X ;U ),

X|=2.

Sd se demonstreze cd urmatoarele doud afirmatii sunt
echivalente:
a) G nu contine varfuri izolate §i are un ciclu eulerian.
b) G este conex si gradul fiecarui varf este par.
47. Fie G =(X,U) un graf neorientat de ordin n. Sa se

arate cd dacd pentru orice varf x, € X, g(xl.) > (n - 1)/ 2, atunci
graful G este conex.
48. Fie G = (X,U) acel graf neorientat de ordin n cu p

componente conexe, care are un numar maxim de muchii. Sa se
determine numarul de muchii si numarul de varfuri din fiecare
componentd conexd a lui G .
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49. Sa se arate ca orice graf de ordin # >4 cu mai mult
de (n—1)(n—2)/2 muchii este conex.
50. S& se demonstreze cd intr-un graf 3-regulat
G =(X,U) existd un punct de articulatie daca si numai daca G
contine un istm.
51.
a) Care este numdrul maxim de puncte de articulatie
intr-un graf neorientat de ordin »n ?
b) Dati exemple de grafuri cu »n varfuri care sa aiba
multimi de articulatie de cardinal n—2,...,1.

52. Sa se demonstreze ca intr-un graf conex G = (X,U)
varful x, € X este punct de articulatie daca si numai daca exista
doud varfuri x; si x, astfel incat x, apartine tuturor lanturilor
elementare ce unesc x; cu x,.

53. S& se demonstreze ca orice graf planar 5-conex
contine cel putin 12 varfuri.

54. Fie «, (G) st S, (G) numadrul de stabilitate interna si
respectiv numarul de stabilitate externa a grafului G = (X,U).
Sa se demonstreze inegalitatea o, (G) > B, (G)

55. Fie G =(X,U) un graf neorientat fara varfuri

izolate. Sa se demonstreze cd in G existd o multime de varfuri
D extern stabila, astfel incat X \ D este de asemenea extern
stabila.

56. Sa se arate ca un graf finit neorientat, in care gradul
fiecarui varf este cel putin d >1, contine un ciclu de lungime cel
putin d +1.

57.

a) Sa se arate, ca intr-un graf conex G raza si diametrul

verifica relatia:
r(G)<d(G)L2r(G).
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b) Care este relatia dintre raza si diametrul unui arbore?
58. Sa se verifice daca este adevarata afirmatia:
Pentru orice graf conex G =(X,U) existd un arbore

partial de acelasi diametru cu G .

59.

a) Sa se demonstreze cd un arbore are cel mult doua

varfuri centrale.

b) Sa se arate ca daca un arbore are doua varfuri

centrale, atunci acestea sunt adiacente.

60. Un graf-plan se numeste triangulat daca frontiera
fiecdrei fete este un ciclu de lungimea trei.

Consideram o colorare oarecare cu trei culori a unui
graf-plan G =(X,U) triangulat. Spunem ca o fatd a lui G este
colorata corect daca toate varfurile frontierei sale sunt colorate
in culori diferite. Sa se demonstreze cd numarul fetelor corect
colorate este par.

61. Spunem ca o harta este colorata corect daca oricare
doud regiuni conexe din plan, avind in comun o parte a
frontierei, sunt colorate cu culori diferite. Sa consideram o harta
generata de intersectiile unor cercuri in plan. Sa se demonstreze
ca ea poate fi colora corect cu doua culori.

62. Sa se demonstreze ca numarul cromatic al oricarui
graf planar este mai mic decat 6.

63. Graful G se numeste graf critic, daca pentru orice
varf v are loc inegalitatea ;((G—v) < ;((G)

Fie G =(X,U) un graf critic si S € X o submultime
intern stabila a lui G. Sa se demonstreze ca
2(G(X\S)) < x(G)-1.

64. Fie G =(X,U) un graf neorientat de ordin n. Sa se
arate ca sunt adevarate relatiile:

a. (G +x(G)<n+l;
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b. 2(G)x(G)<(n+1)?/4;

c. y(G)=n’/(n*-2m).

65. Consideram un arbore G =(X,U), cu |X| >2.8Sase
demonstreze cad G are cel putin doua varfuri de grad 1.

66. Fie G, =(X,,U,), i=1..,p, subarbori ai unui
arbore G =(X,U). Sa se arate ca daca oricare doi subarbori au

cel putin un varf comun, atunci toti subarborii au cel putin un
varf comun, adica: (X, N X, #0 Vi,j e{l,...,p}, i#j) =

= ﬁX 2 0.
i=1

67. Fie date n numere naturale, ce verificd relatiile
0<d <d,<..<d,. Sa se demonstreze cd d, +d, +...+d, =
=2n—2 daca si numai daca exista un arbore G =(X,U) cu
X :{xl,xz,...,xn} sidegx, =d,,i=12,..,n.

68. Fie G =(X,U) un arbore. Notdm cu g, numarul
varfurilor ce au gradul i si cu g numarul varfurilor de grad mai
mare decat 2. Sa se demonstreze cad g, 2 g+2.

69. Sa se demonstreze ca orice arbore cu n varfuri si de
diametru mai mare sau egal cu 2k —3 contine cel putin n—k
lanturi de lungime £ .

70. Sa se demonstreze ca pentru un graf cu n varfuri, m
muchii si p componente conexe are loc relatia m+ p>n
(folositi faptul ca intr-un arbore m =n—1).

71. Fie A=(X,U) un arbore si 4, =(X,U), A4, =

=(X,,U,) — o multime de subarbori ai lui 4.
P
S4 se arate cd daca B = ﬂXl. #@, atunci B este

i=1

multimea varfurilor unui subarbore al lui 4.
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72. Determinati arborii G = (X ;U ) cu n varfuri pentru

care suma Z d(x,y) este minima, respectiv maxima.

x,yeX
73. Pentru orice varf x al unui arbore G:(X;U)
notam:

s(x) =2 d(x,y).

yeX
1) Sa se arate ca functia s(x) este strict convexda in
sensul ca daca y si z sunt doud varfuri adiacente cu
x , atunci este adevarata inegalitatea:
2s(x) <s(y)+s(z).
2) Functia s(x) 1si atinge valoarea minima intr-un
singur varf sau In doua varfuri adiacente ale arborelui
G.
74. Fie G=(X,U) un arbore si f:X —> X este o
aplicatie cu proprietatea ca daca (x, y) eU, atunci f(x)= f(»)
sau (f(x),f(y))eU. Sa se arate ca f are un punct fix sau o

muchie fixa.
75. Fie 4 un arbore cu multimea de varfuri X, astfel

incat |X | =2n+1. Un automorfism al arborelui A4 este o bijectie

f X —> X care pastreaza adiacenta varfurilor, adica (x, y) este

o muchiei a arborelui 4 daca si numai daca ( f(x), f( y)) este o
muchie alui 4.
Sa se arate ca f are cel putin un punct fix.

76. Pentru un arbore G cu multimea varfurilor
X :{xl,...,xn} notam
D=(d,;)

unde d; =d(x,;,x,) este distanta dintre varfurile x; i x, in G .

i,j=l,...n 2

Sa se arate ca
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detD =(-1)""(n—1)2"".
77. Sa se gaseasca numarul arborilor cu »n varfuri
X,,...,X, care au exact p varfuri suspendate.

78. Se considerd graful-scard din figura 6, care are 2n
varfuri.
a) In cate moduri putem alege n muchii care au doua
cate doud extremitati comune?
b) Sa se arate ca acest graf are
L((2+\/§)" —(2—\/§)n)
243

arbori partiali.

n &
[jEI+++Exn

PR _J.?n
SR

Figura 6
79. De verificat afirmatiile:
a) Un graf G are un ciclu eulerian daca si numai daca
este conex si are gradele tuturor varfurilor pare.
b) Daca G este conex si are 2k varfuri de grad impar
(k > 1), atunci el este reuniunea a & lanturi.

80. Fie d, <d, <...<d, gradele varfurilor unui graf G

si d, 2k pentru orice k<n-d, —1. Sa se arate cd G este

conex.
81. Fie G un grafconex cu n varfurisi 1<k <n.
Sa se arate cd G contine un subgraf conex H cu k
varfuri.
82. Existd oare un graf cu 10 varfuri pentru care sirul
gradelor varfurilor sale este respectiv:
1,1,1,3,3,3,4,6,7,9?
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83. Fie intregii d,,...,d, astfel incat

0<d <..<d,.

Sa se arate cd aceste numere sunt grade ale varfurilor
unui multigraf cu »n varfuri, daca si numai daca sunt verificate
urmatoarele doud conditii:

a) d, +...+d, este numar par,

b)d, <d +..+d, .

84. Ce numere pot reprezenta numarul de varfuri ale
grafurilor k -regulate?

85. Sa se demonstreze ca orice graf conex G contine cel
putin un varf x cu proprietatea ca subgraful G =G —x este

conex.

86. Un graf G este 2-conex dacd este conex si nu
contine puncte de articulatie.

Sa se arate cd urmatoarele afirmatii sunt echivalente
pentru un graf G cu n >3 varfuri:

a) G este 2-conex;

b) Oricare doud varfuri ale lui G apartin unui ciclu

elementar;

¢) G nu are varfuri izolate si oricare doua muchii ale

sale apartin unui ciclu elementar.

87. Fie G un graf 2-conex. Sa se arate ca daca G
contine doud cicluri elementare de lungime maxima, atunci
aceste cicluri au cel putin doua varfuri comune.

88. Sa se arate ca:

1) Daca graful G este k -regulat si are n varfuri, atunci

numarul de triunghiuri in grafurile G si G este egal cu

n\) nk
[EJ—T(H—]{—I).

2) Orice graf G cu n varfuri si complementarul sau G
contin impreuna cel putin
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n(n—1)(n->5)
24
triunghiuri.
89. Sa se demonstreze, ca orice graf G cu n varfuri si

. . . 4m n’ . I
m muchii contine cel putin 3, m e triunghiuri.
n

90. Sa se arate cda orice graf cu n varfuri si
n . . . :
m > Z(l ++/4n— 3) muchii contine cel putin un ciclu elementar

cu 4 varfuri.
91. Sa se arate cad dacd un graf cu n varfuri nu contine
subgrafuri complete cu & varfuri (k >2), atunci el contine cel

putin m :{n /(k—l)} varfuri ale caror grade sunt mai mici sau
egale cu p =[(k—2)n/(k-1)].
92. Se considera 3n puncte distincte in plan care

formeaza multimea M astfel Tncat maximul distantelor dintre
ele este egal cu 1.

Si se arate ci cel mult 3n° distante dintre aceste puncte

sunt mai mari ca 1/~/2 .

93. Fiind date in plan 2n puncte astfel incat oricare trei
dintre ele nu sunt coliniare, sa se arate cd numarul maxim de
segmente de dreaptd care pot fi construite cu extremitatile in
aceste puncte, astfel incat sa nu se formeze nici un triunghi, este
egal cu n°.

94. Sa se gdseascd numarul maxim de subgrafuri
complete maximale (in raport cu incluziunea) pe care le poate
contine un graf cu n varfuri.

95. Daca fiecare varf al unui graf G are gradul egal cel
mult cu k, atunci numarul cromatic al grafului G verifica
inegalitatea:

7(G)<k+1?
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96. Sa desendm un numadr oarecare de linii 1n plan, astfel
incat oricare trei dintre ele sa nu fie concurente. Putem obtine un
graf planar G considerdnd punctele de intersectie ale liniilor ca
varfuri ale unui graf si segmentele dintre punctele de intersectie
vecine ca muchii ale acestui graf. Sa se arate ca

7(G)<3.

97. Daca G este un graf planar cu n >4 varfuri care au

gradele d,,d,,...,d, , sd se arate ca

> d} <2(n+3)’-62.
i=1

Existd oare pentru orice n>4 existd un graf planar cu
toate fetele triunghiulare pentru care inegalitatea devine
egalitate?

98. Fie G un graf neorientat cu multimea varfurilor X
de cardinal n $i multimea muchiilor U . Se numeste A -colorate
alui G este o functie

fiX >{L..,4},
unde A >1 este un numar natural, cu proprietatea ca daca
(x,y)e U,atunci f(x)= f().

Sa se arate ca numarul de A -colorari ale grafului G se
poate exprima sub forma unui polinom in A de gradul », numit
polinom cromatic al grafului G si notat prin P;(A), in modul

urmator:

Py(2) =Y ()",

VcU
unde c¢(V) reprezintd numarul componentelor conexe ale

grafului partial (X,V) allui G.

99. G fiind un graf'si e = (x, y) o muchie a sa, sd notam
prin G —e graful obtinut din G prin suprimarea muchiei e iar
prin G|e graful obtinut din G prin suprimarea varfurilor x si y
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si a muchiilor incidente cu aceste varfuri si inlocuirea lor cu nou
varf z care sd fie adiacent cu toate varfurile grafului G care
erau adiacente fie cu x, fie cu y . Sa se arate ca:

Py(A)=F,; (1) - PG\e(/D .
100. Sa notdm prin K, graful complet cu »n varfuri, prin
T, arborele cu n varfuri si prin C, ciclul elementar cu n
varfuri si » muchii. De verificat relatiile:
a) P (A)=A(A-D..(A-n+1);
b) Py (1) = A(A-D"";
) B, (D) =(A-D"+(=D"(1-1).

101. Sa se demonstreze ca dacd G este un graf cu n
varfuri, atunci polinomul sau cromatic are forma:

P.(x)=x"—a, x""+a, ,x"7 —..+(-D)""ax,
unde a, > 0 pentru orice i.

Daca in plus G este conex, atunci a, >0 pentru
i=1,..,n—1.

102. La un turneu de sah participd n sahisti. Stiind ca
fiecare sahist trebuie s sustind cate o partida cu fiecare dintre
ceilalti n—1 sahisti si nu poate sustine mai mult de o partida pe
zi, sa se afle numarul minim de zile in care se poate incheia
turneul.
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