ITI. INDICATII SI SOLUTII

1.
a) Afirmatia nu este adevarata. Pentru graful reprezentat
in figura 7 sirul de varfuri adiacente x,,x;,X,,X,,X,,X;,X,

determind un marsrut, ce nu contine ciclu elementar.

xa s

X1 X x, X

Figura 7

b) Afirmatia este adevarata.

c) Afirmatiea este adevdratd. Reuniunea a doua lanturi
elementare diferite, ce unesc doud varfuri ale unui graf, este un
marsrut inchis ce contine unele muchii ale grafului o singura
data. De aici rezulta existenta ciclului elementar.

2. Drept exemplu de graf cu proprietatile date poate servi
graful din figura 8.

X, EOR R E O E TR b
oom B P B

Figura 8
3. Fie graful G are k>2 componente conexe

G,,G,,...,G,. Conform definitiei in graful complementar G

orice varf din componenta G, (i = I,_k) va fi adiacent cu toate
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varfurile din  G,,G,,....G

conexitatea grafului G .
4. Remarcim mai Intdi, cd dacd un graf contine doua

. 1>Giysee G, . Aceasta garanteaza

cicluri C,, C, astfel incat ‘X o NX Cz‘ > 2, atunci reuniunea lor
contine un ciclu de lungime para.

Fie acum C= (xl,xz,...,xzkﬂ,xl), k>2, un ciclu de
lungime impara dintr-un graf G ce nu contine cicluri elementare
de lungime pard. Eliminand din G toate muchiile de tipul
(xl.,xl.ﬂ) pentru i =3,5,7,...,2k —1 si addugand muchiile de tipul
(xl., X, ) , (xl.+1 , xl.) obtinem un graf nou cu un numar mai mare de

muchii in care de asemenea nu sunt cicluri de lungime para. Prin
urmare, orice graf ce poseda proprietatile indicate in problema
contine numai cicluri de lungimea trei (triunghiuri). Orice varf

x din acest graf apartine la HF (x) ‘/ZJ triunghiuri, iar

|7 (x)
2

subgraful, generat de multimea {x}UF (x) contine 3-
|F (x)‘ -1
2

|F (x)' este impar. Daca in graful analizat ar exista cel putin doua

muchii, daca |F (x)| este par, sau 3- +1 muchii, daca

varfuri suspendate x,y, atunci prin suprimarea muchiei
incidente varfului x si addugarea a doud muchii noi (x, y) s
(x, Z) ,unde z este varful incident cu y, obtinem un graf nou cu
un numar mai mare de muchii.

De aici rezulta, cd toate blocurile grafului ce poseda
proprietatile formulate In problemd sunt triunghiuri, daca
numarul de varfuri n este impar, sau un bloc este determinat de
o muchie suspendatd si toate celelalte blocuri sunt triunghiuri,
dacd numarul de varfuri n este par. Prin urmare numarul de
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muchii m aunui astfel de graf este:

n—1 .
3 -T, daca n este impar,

3. {nT—l} +1, daca n este par.

5. Graful cu un numédr maxim de muchii, ce nu contine
cicluri elementare, este un arbore, pentru care numarul de
muchii este cu o unitate mai mic decat numarul de varfuri.

6. a) Daca G, este un graf p -regulat cu n, varfuri, iar
G, este un graf k -regulat cu n, varfuri, atunci G, + G, contine
n, +n, varfuri, in care orice varf din subgraful G, are valenta
p +n,, iar orice varf din subgraful G, are valenta k +n,. Este
clar, cd in caz general p+mn, #k+n,. Prin urmare graful
G, + G, nu este regulat.

Dacd G, este un graf p -regulat, iar G, este un graf £ -
regulat, atunci graful G, XG, este un graf ( p+ k)—regulat.

b) G, + G, nu este bipartit;

G, X G, este bipartit.

7. Graful cu proprietitile indicate in problema este
reprezentat in figura 9

Figura 9
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8. a) Orice arbore 7' = (X »U T) poate fi privit ca un graf
bipartit G = (X XU ), in care multimea X, este formatd
dintr-un varf arbitrar x € X, si toate varfurile din 7' ce se afld la
o distanta pard de la x,iar X, = X, \ X,.

b) Afirmatia este adevarata numai 1n cazul cand arborele
T contine |X T| —1 varfuri suspendate.

¢) Afirmatia este adevarata.

d) Afirmatia este adevarata, deoarece arborele nu contine
cicluri si, prjn urmare, orice muchie a sa este istm.

10. In calitate de graf cu proprietatile indicate poate fi
luat graful G:(XUY;U), in care X:{xl,xz,x3,x4,x5},
Y :{yl, V2> V35 Vas J’5} si fiecare dintre submultimile de varfuri
X, Y genereazi in G subgrafuri complete K. In afard de
aceasta graful G mai contine muchiile (xl, yl), (xz, yz),
(x3aJ’3) si (x3aJ’4)-

11. a) Pentru orice graf cubic G = (X U ) este adevarata
inegalitatea 1 < ;((G) <3.

Fie ;((G) =1, adica graful G contine un punct de
articulatie x. Daca I’ (x) :{21,22,23} , atunci la eliminarea
varfului x din G obtinem un graf neconex, in care doua varfuri
ale multimii I (x), spre exemplu z,, z,, apartin diferitor
componente de conexitate G, si G,. Dacad al treilea varf nu
apartine acestor componente conexe, atunci fiecare dintre
muchiile (x,zl) si (x,zz) este istm in G . Daca z; € X; (sau
z, € X, ) atunci muchia (x, zz) (muchia (x,zl)) esteistmin G.
Prin urmare /I(G) =1.

Fie H(G)=2. In mod analog cu cazul cercetat se
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demonstreaza ca /I(G) =3.

in cazul H(G)=3 egalitatea H(G)=A(G) este
evidenta.

b) In conditia H (G) =1 graful G contine un punct de
articulatie x si degx =k . La eliminarea lui x din G obtinem

un graf neconex in care existd o componentd de conexitate ce
contine cel mult [k/ 2] vérfuri ale multimii 7°(x). Daca din G

se elimind muchiile ce unesc aceste varfuri cu x, atunci ca
rezultat se obtine un graf neconex. Aceasta inseamnd ca
A(G)<[k/2].

12. Graful muchiilor unui graf G = (X ;U ) este regulat
daca si numai dacad pentru oricare doud muchii u, = (xl,xz) sl
U, = (yl, yz) din G are loc egalitatea:

degx, +degx, =degy, +degy,.

13. Cel mai simplu graf cu proprietétile date este graful
G= (X;U) in care
={x,,x,,x,,x,}

U :{(xl,xz),(xz,x3),(x3,x4)}.

14. Acesta ar putea fi graful G = (X ;U ) cu multimile:

S

X :{xlﬂx25x3’x4}

U :{(xl,xz),(xz,x3),(x3,x4),(x4,x1)}.

15. Vezi graful din problema precedenta.
16. Cel mai simplu graf ce poseda proprietatea datd este
graful complet X .

17. a) Deoarece orice varf xe X in graful G, +G,
este adiacent cu toate varfurile din X, , rezultd ca x nu poate fi

colorat in culorile grafului G, . Aceasta implica egalitatea
2(G,+6G,) = 2(G,)+ 2(G,).
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b) Notam G =G,(1G,. Deoarece G G, si GcG,,
sunt adevarate inegalitatile
2(G)<2(G)),
2(6)< 2(G,).
de unde

JK(G)S max{;((Gl )»Z(Gz )}

18. Toate varfurile x,x,,..,x, ale grafului plan
G :(X ;U ) apartin frontierei unei fete. Considerdm x,~x,~
~...~x,~x,. Daca graful nu contine alte muchii, atunci
;((G) <3.Fie x,~x;, j>i+1. Atunci subgrafurile, generate de
submultimile de varfuri X, ={xl,...,xi_l,xi,xj,...,xn} si
X, :{xi,xiﬂ,...,x j}, pot fi colorate in cel mult 3 culori astfel
incat in ambele sugbrafuri vérfurile x; si x, sunt colorate in
aceeasi culoare. Aceasta Inseamnd cd ;((G) <3.

19. Pentru grafurile din figura 5b matricile de adiacenta
si respectiv de incidenta sunt

01 110 1 1.1 0 0 O O
00010 -1 0 0 1 0 0 O
4=/0 0 0 0 1}|,B={0 -1 0 O -1 1 0
0 01 01 0o 0 -1 -1 1 0 1
000 0O o 0 0o 0 0 -1 -1

20. a) Deoarece graful complet este neorientat, fara bucle
si cu numar maxim de muchii, acest numar este egal cu numarul
submultimilor de 2 elemente ale multimii de varfuri, care are n

elemente. Deci numarul de muchii al grafului complet este C? .
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b) Un poligon convex cu n varfuri reprezintd un graf
neorientat cu n varfuri §i n muchii. Addugand toate diagonalele
sale se obtine graful K, . Deci numarul diagonalelor poligonului
este:

C?p= n(n—l)_n _ n(n—l)'
! 2 2

21. a) Notam prin P4 multimea tuturor perechilor de
elemente din X ce pot fi considerate muchii. Cardinalul lui P4
coincide cu numarul muchiilor unui graf complet cu multimea

de varfuri X, adica C; . Orice submultime a multimii P4 poate

fi privitd ca multimea de muchii a unui graf oarecare G . Prin
urmare numarul grafurilor cautate coincide cu numarul tuturor

submultimilor multimii PA, adica cu 2™ =2 .
PA| = A4’. Urmand acelasi

b) Deoarece graful e orientat,
rationament deducem ca numarul cerut este 24

c¢) Consideram multimea PA4 = {(i, j)|1 <i<j< n}. Este
evident ca |[PA|=C} .

intre multimile A= { f:PA—> {— 1,0,1}} si
{U|G =(X,U)e antisimetric} se poate stabili o bijectie g:
gN={inlra n=1ofu

grafurilor orientate §i antisimetrice este egal cu numarul

P _ 3(9 .

f(.j)=-1}. Deci numarul

functiilor din multimea 4, adica [{~ 10,1}
d) Se aplica acelasi rationament ca la c. pentru
izomorfizmul: g :{f :PA—> {— 1,1}} - {U|G =(X,U)e turnir} ,

eN ={aplra n=1o{G.nlra n=-1.

o . . c?
Numarul turnirurilor este 2" .
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22. Pentru orice x, € X avem g+(xl.): Zn:alj,g’(xi)—
j=1

n

= Z a; (a; sunt elementele matricii de adiacentd a grafului).

Deci Zg+(xi):ii% :m:Zn:Zn:azf =28 x)

j=1
x;eX i=l j=1 i=l j=1 x;eX
23. In problema precedentd s-a demonstrat relatia

Zg+(xl.): Zg’(xl.):m. Deci, Z(g*(xl_)—g*(xl_)):o_

x;eX x;eX x;eX
Facem notatiile g*(x,)-g (x)=d,, 1, :{xl. e X|d, 20},
I :{xi eX|di <0}.

Din idl.:o rezultd D d,=-).d, =) (-d,)=r.
i=1

iel iel iel
Prin urmare Z|dl.| = Zdi + Z(—dl.) =2r.
i=1 iel iel
24. a) Relatia rezultd imediat din faptul cd ignorand
orientarea arcelor lui G obtinem un graf complet.
b) Prima egalitate a fost deja demonstrata in problema
22. Neglijand orientarea arcelor in G obtinem un graf complet,

care are C? muchii. Deci numirul arcelor lui G este C..
c. Vom calcula diferenta:

Se') -l ) =2 w) (e )

x;eX x;eX x;eX

;{(f (c)+e (e (x)-2 ()=
(n —1);((5’ (x,)-g ()= (n-1)(c?)-(c2) =0

d) Din a) rezultd g (i) =n—1-g"(i). Folosind aceastd
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relatie in ¢) obtinem imediat d).

25. Consideram graful neorientat G = (X,U). Deoarece
graful este simplu au loc inegalitatile:
0< g(xi) <n-1,Vx, € X. Daca varfurile grafului au grade
distincte atunci acestea formeaza sirul 0,1,2,...,n —1. Prin urmare
in G existd un varf care este adiacent cu toate celelalte varfuri
din X . Aceasta contrazice existenta in graful G a unui varf
izolat (de grad 0). Deci daca n >1, atunci nu exista grafuri in
care gradele varfurilor sunt distincte.

26. Intr-un graf neorientat are loc relatia:

Zg (xi) =2m.
xeX

Facem notatiile:

I, :{xi €X|g(xi):k}’ T :{xi €X|g(xi):k+1}> Ik| =r.
Atunci
> alx,)=Dk+ D (k+1)=rk+(n—r)(k +1)=2m.
x;eX iel) i€l

Deci r =-2m+n(k +1).
27. Fie un graf G=(X,U)eF cu |U|:m. S-a

demonstrat deja, in problema 22, ca Zn: g" (xi) = Zn: g (x,.) =m.

x;eX x;eX

Pe de alta parte, din ipoteza rezulta imediat ca Z g" (x,. ) <mp si

x;eX
Z g‘(xl.)s ng . Ultimele trei relatii implicd inegalitatea
x;eX
m S{np,nq}, ceea ce conduce la concluzia cd o majorantd a
numarului cdutat este min{np, nq}.
Sa presupunem ca p <g¢g. Atunci min{np,nq} =np. In
plus, urmatoarea matrice de adiacenta:
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A=]1 1 1 1
I 111 ..0
01 11 ..0

0000 ..0
in care pe fiecare coloand sunt p elemente de valoarea 1,

descrie un graf care satisface inegalitatile din enunt si are exact
np arce. Deci maX{|U| :G=(X,U)e F} =np.

Daca p>g¢q, atunci maxﬂU| :G=(X,U)e F} =nq.
Egalitatea se demonstreaza ca si in cazul p < ¢ . Un graf cu ng

arce este cel reprezentat prin acelasi tip de matrice de adiacenta
in care fiecare coloana contine ¢ elemente de valoarea 1.

28. Din egalitatea g+(xl.) = g"(xl.) pentru orice x; € X

zgﬁt(xi)zzgi(xi)' (*)

x;€4 x;ed
Daca din graful G eliminam un arc care are ambele extremitati
in A4, atunci sumele din (*) raman egale si scad fiecare cu o
unitate. In consecinti, eliminind din G toate arcele care au
ambele extremitati in 4, (*) ramane adevarata. Mai mult, dupa
eliminare, membrul stang al egalitatii va reprezenta numarul
arcelor care au extremitatea initiald In A si cea finala 1n afara lui
A, iar membrul drept — numarul arcelor care au extremitatea
initiald in X \ 4, iar cea finalain 4.

deducem
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29. Fie G:(X,U), X|:n, U|:m.Arelocrela§ia
Zg(xi)ZZm.
x;eX

Facem notatiile
1, Z{xi € X|g(xi)epar} si ], :{xi € X|g(xi)eimpar}.
Deoarece

> elx)= Y glx)+ > glx,),

x;eX x;el, x;el,

are loc egalitatea
zg(xi): 2m— zg('xi)'

x;el, x;el,

Membrul drept al relatiei precedente este un numar par,
iar membrul stang este o suma de numere impare. Egalitatea are
loc daca si numai daca numarul termenilor sumei din membrul

stang este par. Deci |[ 0| este un numar par.

30. Sa presupunem cd numarul k = g(xl.) este impar

Vx, € X . Conform problemei 29, numarul varfurilor de grad

impar este par. Deoarece gradele tuturor varfurilor sunt egale si
impare obtinem imediat ca |X | € un numdr par, ceea ce

contrazice ipoteza.

31. Dacd notdm cu m, numdrul muchiilor care au

ambele extremitdti in A, atunci suma gradelor varfurilor din 4

este
zg+(xi) =k+2m,.
x;ed
Pe de alta parte,
zg(xi) = zg(xi)'l' zg(xi)’
x;€A4 xieAp X;€4;

unde 4, = {xl. € A|g(xl.)este par} st A4 :{xl. € A|g(xl.)este impar}.
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Deci are loc egalitatea:
+2m,= Balo)+ Tl ) ] Zelo)-2m, |+ Tl
x;€4, x;€4; x;€4, Xx;€4;
Din relatia precedenta rezultd imediat cad numerele & si
|Ai| au aceeasi paritate.
32. a) Fie G= (X ,E) graful complementar al grafului
G= (X U ) QX | :n). Din definitia grafului complementar

obtinem egalitatea |U | +‘5‘ = Din izomorfismul

grafurilor G si G rezultd egalitatea |U |+‘U‘ :@. Acest
numar este intreg dacd si numai daca n =4k sau n =4k +1.
Deci |X| =0 (mod 4) sau |X| =1 (mod 4).

b) Din inegalitatea |X | >1, tinand cont de rezultatul din

punctul a), rezultd ca graful autocomplementar cu cele mai
putine varfuri are patru varfuri. In figuralO este reprezentat un
astfel de graf.

O—® OO
: i
(3—4) (2—3)

Figura 10
33. Numarul ciclomatic al unui astfel de graf este
;/(G):n—n+1 =p>1, ceea ce Inseamna cd G contine cel

&

putin un ciclu.
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34. Fie G= (X ,E) graful complementar al grafului
G= (X U ) QX | =n2 5). Deoarece graful cu numar maxim de

muchii si fard cicluri este arbore (in care m =n—1), pentru a
rezolvd problema e suficient sd ardtdim cd unul dintre aceste
grafuri contine cel putin » muchii.
n(n - 1)
2

rezolvarea problemei 32) deducem ca numarul de muchii in unul
n(n - 1)

Tindnd cont de faptul ca |U |+‘5‘ = (vezi

din grafurile G si G este mai mare sau egal cu

in N obtinem

Rezolvand inecuatia @ >n—1

n>4. Deci dacd graful G :(X U ) contine mai mult de 4

varfuri, atunci G sau G contine un ciclu.

35. Fie [, si [, doud lanturi de lungime maxima, egala cu
t, se unesc perechile de varfuri x,, y, si respectiv x,, y,.
Presupunem ca aceste doud lanturi nu au varfuri comune.
Atunci, deoarece graful este conex, existd un lant /; intre

varfurile jel, si iel,. Fara a pierde din generalitate putem
presupune ca [, N7, ={j} si ,N1, ={i}. Notim lungimea

acestui lant prin p >1.

J
f -t * b
xl.f’l'/‘ j k\w.yl
3
xz-\.\_\\‘ 'r_r_fr'{’?
‘!?2 e, .-r"'
I
Figura 11
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Fie /,, [, [, si [, sublanturile din /,, [,, care unesc
perechile de varfuri (xl, j), ( Js yl), respectiv (i, yz) (vezi
figura 11). Notam lungimile acestor lanturi prin s, r, k si d.
Au loc egalitatile s +r =t si k +d =t. Deoarece s,r,k,t,d e N
rezultd maX{s,t}Zt/ 2 si max{k,d}ZZ. Sd presupunem ca
max{s, t} =5 si maX{k, d} =k (orice alta situatie se trateaza la
fel). Atunci lantul /, U/, U/, are lungimea mai mare decat
t/2+1+¢/2, ceea ce contrazice presupunerea ca lungimea celui
mai lung lant din G este ¢.

36. Consideram un lant / de lungime maxima in acest
graf si fie x; € X unul din extremitatile lui. Varful x; este
adiacent numai cu varfuri ale lantului /. Dacd am presupune
contrariul, atunci am ajunge cu usurintd la contradictie cu
maximalitatea lantului ales. Mai departe, deoarece, g(xl. ) >3, se
formeaza astfel cel putin trei cicluri dintre care cel putin unul
este de lungime pard, oricare ar fi paritatea lungimilor lanturilor
dela x; la x; sidela x; la x, (vezifigura 12).

!

J ij ij
Figura 12

37. "=". Consideram graful G= (X U ) unde
X =YUZ si existda muchii numai intre Y si Z. Atunci orice
ciclu C este de forma {yo,zo,yl,zl,...,yk,zk,yo}, unde y, €Y,
i=0l,..,k stz eZ,i=0,l,..4k. Este clar ca lungimea lui C
este 2k.

"<". Sa presupunem cd G are toate ciclurile de lungime
pard si este conex. In caz contrar rationamentul se aplicd pentru
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fiecare componenta conexa in parte.
Fie ve X un varf oarecare. Vom considera multimile

Y={v}U{yeX|d(v,y)epar} si Z=X\Y. Fie v,v, eY\{v}
(sau v,,v, € Z). Sa presupunem ca (vl,vz)e U . $i sa notdm cu
D(v, vl) si D(v, vz) cele mai scurte lanturi intre v si v,
respectiv intre v si v,. D(v,v,)UD(v,v,)U{(v,,v,)} formeazi
un ciclu C de lungime impara deoarece, din definitia multimii
Y rezultd ca lungimile lanturilor D(v, vl) s D(v, vz) coincid cu
d (v, vl) st d (v, vz) s1 deci sunt numere pare (impare).

Existenta unui astfel de ciclu contrazice ipoteza si deci
(v1 , vz) ¢ U , de unde deducem ca graful e bipartit.

38. Sa presupunem ca existd un ciclu elementar Cde
lungimea «. Facem notatia X = X, U X,, unde |X1| =al/2-1,

|X 2| = f. Deoarece G este bipartit, deducem ca jumatate din

varfurile lui C sunt in X, iar cealaltd jumatate in X, . Tinand
seama ca ciclul C este elementar, avand lungime «, deducem
ca C contine «/2 varfuri din X, s1 /2 varfuri din X, , ceea

ce contrazice faptul ca |X 1| =a/2-1.

39. Egalitatea poate fi demonstrata prin inductie in raport
cu numarul de muchii din graf.

40. Intr-un graf planar are loc relatia lui Euler
m— f =n—-2.Cum n este constant rezulta ca diferenta m — f
este constantd §i valorile maxime pentru f s§i m se ating
simultan, pentru acelasi graf. Graful cu numar maxim de fete are
proprietatea ca pentru fiecare fatd frontiera este un ciclu de
lungime 3. Cum fiecare muchie intrd in frontiera a doud fete,
deducem ca are loc 2m =3 f . Deci relatia lui Euler devine:

a) 3m—-2m=3n—-6,deunde m =3n-6.

b) 3f-2f=2n-4,adica f =2n-4.

49



41. Notam prin m si f numarul de muchii si respectiv
de fete ale grafului G. Deoarece fiecare muchie apartine
intersectiei frontierelor a doua fete si frontiera fiecadrei fete
contine k& muchii, obtinem egalitatea kf =2m, de unde

f= 27m Inlocuind valoarea lui f fin formula lui Euler

k(n - 2)
k-2

42. Fie graful planar G = (X U ),

plan astfel incat oricare doud muchii ale sale nu au puncte
interioare comune. Notam prin i(G) numarul varfurilor lui G

n—m+ f =2 obtinem m =

X | > 5, reprezentat in

care au gradul mai mic sau egal cu 5. Asupra grafului G facem
urmatoarea transformare: se adauga muchii astfel incat graful

obtinut G* si nu contind muchii multiple si si aiba ca frontierd a
fiecarei fete un ciclu de lungime trei. Notam i(G*) numarul
varfurilor din G* de grad cel mult 5. Este evident ci
i(G) > i(G*). in G au loc relatiile:

a) m =3n—6 (vezi problema 40),

b) g(x)z 3, pentru orice x din graful G'. Ultima
afirmatie este adevaratd deoarece frontiera fiecérei fete a grafului

G" este un ciclu de lungime trei si G° nu contine muchii
multiple.

¢) 2m =Y g(x)=3i(G")+6(n-iG")).

xeX
Aceastd afirmatie este adevaratd deoarece, datorita

relatiei b), in G varfurile de grad cel mult 5 au gradul cel putin
trei, iar celelalte n—i (G*) varfuri au gradul cel putin sase. Prin
urmare obtinem:

2m=2(3n-6)>3i(G")+6(n—i(G")),
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de unde i(G*)Z 4.
Din inegalitatea i(G) > i(G") rezulta i(G)> 4.
43. Deoarece G nu contine subgrafuri K, rezultd usor

f

ca m24?—2 f. Daca presupunem ca G este planar, din

relatia lui  Euler §i inegalitatea din enunt avem
m>2f=2m-n+2)=2m-2n+4>4—m—4+2m=m, ceea
ce reprezintd o contradictie. Deci G este neplanar.

44. a) Se observd ca orice graf planar exterior
G= (X U ) cu |X | =n >3 si numar maxim de muchii, poate fi
desenat in plan ca un poligon cu n varfuri i n—3 diagonale.
Prin urmare 1n graful G obtinem egalitatea |U | =2n-3.

b) Orice graf planar exterior G(X U ) , | X | =n=>3, cu

numar maxim de muchii, poate fi desenat in plan astfel incat
conturul fetei nemarginite s fie un ciclu de lungime 7, iar
contururile fetelor marginite sa fie cicluri de lungimea trei. Se
observa cu usurintad ca exista trei varfuri x, y,z astfel incat cel

putin unul dintre ele are gradul doi si Tmpreunad genereaza
conturul unei fete. Fie y varful de gradul doi. Vom demonstra,
folosind metoda inductiei matematice, ca in G existad cel putin
doua varfuri de grad doi. Pentru n =3 afirmatia este evidenta.
Presupunem ca proprietatea este adevarata pentru orice graf cu
k >3 varfuri i sa o demonstram pentru un graf cu £ +1 varfuri.
Conform celor demonstrate mai sus, in G exista un varf y de
grad doi, adiacent cu varfurile x si z. Elimindnd y din
G obtinem un graf G' cu k varfuri care este evident planar
maximal exterior. Aplicand ipoteza inductiei pentru G' rezulta
ca el contine douad varfuri de grad doi. Acestea nu pot fi x si z
deoarece G' este maximal exterior. Prin urmare in G' existd un
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varf w de grad doi si wg{x, z}. Atunci in graful initial G
varfurile y si w sunt de grad doi.

c) Deoarece orice graf planar maximal exterior
G= (X U ) contine un varf de grad doi, atunci folosind metoda
inductiei matematice putem demonstra ca ;((G) =3.

45. a) = b). Din faptul cd G are un circuit eulerian si
nu are varfuri izolate rezulta ca oricum am alege x,x, € X
existd drum de la x; la x; sideci G este tare conex. Pe de alta

parte, circuitul eulerian trece prin toate arcele care intra si toate
arcele care ies dintr-un varf x,. Deci la fiecare trecere prin x, se

foloseste un arc care intrd In x, i un arc care iese din x,, ceea
. + _ —

ce conduce larelatia g (xl.) =g (xl.) Vx, e X.

b) = a). Din faptul ca G este tare conex rezultd imediat ca

G nu are varfuri izolate.

Sa presupunem acum cd, desi G este tare conex si
pentru orice varf x, are loc g+(xi) = g_(xi), G nu are circuit
eulerian.

Alegem un circuit simplu de lungime maxima C.
Deoarece C nu este elulerian, adicd lungimea lui C este mai
micd decat m, putem afirma ca exista arce Tn multimea U \ C.
Consideram graful G, = (X U \C), unde X'c X este
multimea varfurilor lui G care sunt extremitati ale unor arce din
U\C. Deoarece g*(x,)=g (x,) Vx, e X, iar circuitul C
foloseste in fiecare varf prin care trece acelagi numar de arce de
intrare si de iesire, deducem ca pentru toate varfurile din G,
ramane adevaratd proprietatea cd gradul interior si gradul
exterior al fiecarui varf coincid. Fie x, € X' astfel incat x; este

varf al lui C. Existenta unui astfel de varf este asigurata de
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faptul ca dacd implicatia Vx, e C = x, € X' ar fi adevarata,

atunci ar rezulta cd G nu e tare conex.
Alegem acum un arc (xl.,x /.)e U\C si sa Incercam sa ne

"deplasam", folosind arce ale lui G, (fiecare o singura datd)
atata timp cat putem inainta. Sa presupunem ca am ajuns intr-un
varf x, # x,. Deoarece g (xk) =g; (xk) rezultd cd nu ne vom

opri in x, deoarece existd un arc de iesire (neutilizat inca) din
. . + . — . - . ~

x, (Alcl gg (xl.) sl g, (xl.) reprezintd valentele respective in

graful G_.). Repetand acest rationament in fiecare varf in care

am ajuns §i tindnd seama de faptul cd numarul varfurilor lui G,

este finit, deducem ca in cele din urma ne vom intoarce din nou
in x,, construind astfel un nou circuit C,. Deci in graful G

existd circuitele C, si C, care au in comun cel putin varful x,.

Dar in aceasta situatie reuniunea C, UC este un circuit simplu

al lui G de lungime mai mare decat a lui C, ceea ce contrazice
maximalitatea lui C.

46. a) = b). Deoarece nu exista varfuri izolate, rezulta
imediat ca orice ciclu eulerian trece prin toate varfurile grafului.
De aici deducem cd G este conex si ca fiecare varf are gradul
par. Intr-adevar, la o parcurgere a unui ciclu eulerian, in care se
elimind fiecare muchie parcursa, dupa vizitarea unui varf se
sterg exact doud muchii.

b) = a). Deoarece G este conex, este evident ca G nu
contine varfuri izolate.

Sa presupunem acum ca desi G are proprietatea b), in
G nu existd ciclu eulerian. Alegem un ciclu simplu de lungime
maxima. Deoarece C nu este eulerian, adicd lungimea sa este
mai mica decat m , putem afirma ca multimea U \U . nu e vida.

Considerdm graful G, = (X ZUN\U, ) ,unde X'c X este

53



multimea varfurilor lui G care sunt extremitati ale muchiilor
U\U_ . Deoarece g(xl) este un numar par, oricare ar fi x, € X,

iar ciclul C contine un numar par de muchii incidente fiecarui
varf, deducem ca toate varfurile din G, au gradul par.

Fie x, € X', astfel incat x, se afld si pe ciclul C.
Existenta unui astfel de varf este asigurata de conexitatea lui G .

Alegem o muchie (xl.,x].)e U\C si Incercam sd ne
"deplasam" folosind muchii ale lui G,, astfel incat fiecare
muchie sd fie parcursd o singurd data. Sa presupunem ca am
ajuns intr-un varf x, # x,. Deoarece x, are gradul par si dintre
muchiile incidente am folosit o muchie (sau cel mult un numar
impar de muchii), rezultd cd din x, putem pleca Intr-un alt varf

intrucat mai exista cel putin o muchie neutilizata inca. Repetand
acest rationament in fiecare varf vizitat si tinand seama de faptul
ca numarul varfurilor din X' e finit, deducem ca in cele din
urma vom ajunge din nou in x;. Am construit astfel un ciclu C,
in G,, care are in comun cu C cel putin varful x;. Reuniunea
acestor doud cicluri este tot un ciclu simplu, de lungime mai
mare decdt a lui C. Existenta lui C,UC contrazice

maximalitatea alegerii lui C si deci in G existd un ciclu
eulerian.
47. Presupunem ca graful G = (X U ) nu este conex. Prin

urmare el contine cel putin doud componente conexe. Notam
prin p numarul componentelor conexe din G. Vom analiza

urmdtoarele doud cazuri:
1) |X | =n =2k +1. Deoarece gradul fiecdrui varf x, e X

n—1 U < <
este g(xl.)ZT =k, rezultd ca fiecare componentd conexa

contine cel putin k£ +1 varfuri. Deci in G are loc inegalitatea
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n> p(k + 1)(p > 2), ceea ce contrazice faptul cd n =2k +1.
2) n=2k. Deoarece gradul oricarui varf este numar
intreg deducem cd Vx, € X g(xl. ) > k. Ca st in cazul precedent

obtinem n > p(k +1). Dar p>2 si atunci n > 2(k +1), ceea ce
contrazice faptul ca n =2k .

Din 1) si 2) rezultd cd G este conex.

48. Deoarece G are un numdr maxim de muchii fiecare
componentd conexa este un subgraf complet. Sa notdm cu
n,,...,n, ordinele componentelor conexe ale grafului G.

P
. — . — 2
Evident, n=n, +n, +...+n_,iar m = E C. . Valoarea m este

i=1

P>

maximd cand n, =n—p+1 si n, =1 Vizk. In acest caz

m= ”—_P”)
2

49. Pentru a demonstra afirmatia din enunt este suficient
sd aratam ca orice graf cu n >4 varfuri si doud componente
conexe contine cel mult (n—l)(n—Z)/2 muchii. Tnsd aceasta
rezultd din problema precedenta.

50. Este usor de vazut cd dacd o muchie (x, y) a unui

graf G =(X,U),
de articulatie.

Reciproc, fie x un punct de articulatie intr-un graf in
care gradul fiecarui varf este trei. Notam cu y,z si w varfurile

X | >3, este istm, atunci x $i y sunt puncte

adiacente cu x. Daca eliminam varful x obtinem un graf cu cel
putin doud componente conexe, una dintre care contine numai
exact unul dintre varfurile y,z,w (de exemplu y). Fie aceasta

componentd G, . Prin urmare orice lant care uneste x cu oricare
din varfurile lui G, contine muchia (x, y). Deci (x, y) este un
istm.
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51. a) Sa observam ca orice varf apartinand unui ciclu nu
este punct de articulatie. Deci graful cu numar maxim de puncte
de articulatie nu contine cicluri, adica este o padure. Pe de alta
parte, nici un varf de gradul unu (varf suspendat) nu este punct
de articulatie. Cum fiecare arbore are cel putin doud varfuri
suspendate (vezi problema 65), rezultd ca graful cu numar
maxim de puncte de articulatie este un arbore cu doar doua
varfuri suspendate. Deci numarul maxim de puncte de articulatie
al unui graf cu n varfuri este n—2.

b) Din rationamentul de mai sus deducem ca un exemplu
de garf cu n varfuri si n—k puncte de articulatie este un arbore
cu k varfuri suspendate. Precizdm ca pentru k =2 arborele
coincide cu lantul de lungime n —1, iar pentru £ = n—1 arborele
respectiv este graful stea sau graful bipartit complet K, ;.

52. Necesitatea. Fie x, un punct de articulatie al grafului
G= (XvU) si G = (X19U1)9 G, = (szU2)> G = (Xk’Uk)
— componentele conexe ale grafului care se obtin din G prin
eliminarea varfului x,. Alegem u € X, si ve X,. Este evident
cd orice lant ce uneste aceste varfuri in G contine varful x;,.

Suficienta este evidenta.

53. Fie G=(x,U),

Evident, n > 6. Se stie ca numarul maxim de muchii al unui graf
planar cu n varfuri este 3n—6 (vezi problema 40). Deci pentru
graful G are loc inegalitatea

U|<3n-6.

X | =n, un graf planar 5-conex.
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Din 5-conexitatea lui G rezultd ca gradul fiecarui varf
x; € X este cel putin 5 si deci are loc relatia:

2|U| = Zg(xi)ZSn.
x,eX

Din relatiile stabilite obtinem inegalitatea
5n/2< |U | <3n—-6, care conduce imediat la echivalenta
6n—12>5n < n>12. Prin urmare orice graf 5-conex contine
cel putin 12 varfuri.

54. Pentru a demonstra inegalitatea este suficient sa
facem precizarea cd orice multime maximald intern stabila este
si extern stabila.

Deci ﬂO(G)zmin{m:T extern stabila }£|S| =a, (G),
unde S este o multime maximala intern stabila.

55. Pentru a rezolva problema este suficient sa
considerdim doar multimile D maximale intern stabile (vezi
problema 54).

56. Fie G = (X U ) un graf care satisface proprietatea din
enunt si fie u :{vl,...,vr} un lant de lungime maxima. Atunci
v, poate fi adiacent numai cu varfuri din multimea {vz,...,v,,} ,
deoarece in caz contrar 4 nu ar mai fi lant de lungime maxima.

Fie i = max{j e{2,...,r}|(vl,vj)e U}. Intrucat g(xl) >d,
rezultd cad x, >d +1. Deci varfurile v,,...,v,,v, formeaza un
ciclu de lungimea cel putin d +1.

57. a) Inegalitatea r(G) <d (G) rezultd imediat din
definitia razei si respectiv a diametrului, iar inegalitatea
d (G) < 2r(G) este consecinta urmatorului sir de implicatii
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d (x, z) <d (x, y) +d (y, z) (inegalitatea triunghiului)
U
max d(x, z) < d(x, y) + me}(xd(y, z)

zeX

max maxd(x, z) < rnaxd(x, y) + rnaxd(y, z)

xeX zeX xeX zeX
U

max nzlea}(xd(x, z) < Hylel}l Iilg(xd(x,y) + Hylel}l rglea}(xd(y, z)
U

d(G) < 2r(G).

b) Fie x si y doud varfuri diametral opuse intr-un
arbore 7. Vom nota diametrul arborelui prin d(7’) si lantul
elementar care uneste x cu y prin /. Vom analiza urmatoarele
cazuri:

1. d(T)=2k. Fie v mijlocul lantului / (d(x,v)=
=d (v, y)) Daca ¢ este un varf ce nu apartine lantului /, atunci
d (v,t) <k. In caz contrar distanta dintre varfurile xsi ¢ ar fi
mai mare decat diametrul d (T ) Prin urmarea excentricitatea
varfului v este e(v) = max{d (v, v')|v'e X } =d (v, x) =k. Pentru
oricare alt varf q al lantului obtinem
e(q) = max{d(q,x),d(q,y)} > d(v, x) =k. Sa consideram acum
un varf v ¢/ al arborelui §i un varf z un varf al lantului /, astfel
incat d (Z, w) = min{d (w, r)|r € l} . in acest caz
e(w) >d (w, Z) + maX{d (z,x) +d (Z, y)} > k. Din cele demonstrate
rezulta cd varful v este varful cu excentricitatea cea mai mica.
Deci #(G)=e(v)=k=d/2.

2. p=2k+1. In acest caz existi doud varfuri v,»' ale
lantului [, astfel  incat d(x,v)=d(v,y)-1 si
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d(y,v'):d(x,v)—l. Vom determina e(v). Din aceleasi
considerente de mai sus obtinem cd pentru orice varf ¢ al
arborelui, care nu apartine lantului /, avem d (v,t)< k+1.

Atunci excentricitatea varfului v este
e(v) = max{d(v,s)|s € X} = max{d(v,x), d(v, y)} =k+1. Pentru
orice alt varf qel are loc inegalitatea

e(q) = max{d(x,q),d(y,q)} >k+1. Daca z¢!, atunci ca si in
cazul 1., obtinem e(z) >k +1. Deci r(G) = [d / 2] +1.
Din cele demonstrate obtinem imediat relatia

(G)= [ﬂ} |

2

58. Afirmatia din problemad nu este adevaratd. Drept
exemplu poate servi un graf varfurile caruia genereaza un ciclu
elementar.

59. Demonstratia este continutd in rezolvarea problemei
57. Cu toate acestea vom prezenta o metoda iterativa pentru a
arata ca orice arbore are fie un varf central fie doua varfuri
centrale adiacente. Evident, pentru arborii cu un varf sau cu doua
varfuri afirmatia este adevaratd. Fie G = (X U ) un arbore §i
T < X multimea varfurilor suspendate ale lui G . Pentru orice
veX are loc egalitatea e(v) = max{d (v, v’)|v'e T } Daca

elimindm din G toate varfurile lui 7 si notam cu G' arborele
rezultat, putem afirma ca excentricitatea oricarui varf din G' va
fi cu o unitate mai mica decat excentricitatea aceluiasi varf din
G . De aici drept consecintd imediatd obtinem cd multimea
centrelor lui G coincide cu multimea centrelor lui G'.

Daca iteram acest procedeu, atunci vom obtine un sir
finit de arbori G,G',G",... toti avand aceeasi multime de centre

cu G . Ultimul arbore nevid din acest sir va avea fie un varf, fie
doua varfuri care sunt totodata si centrele lui. Prin urmare G are
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fie un centru, fie doua centre adiacente.

60. Pentru graful planar cu trei varfuri afirmatia din
problema este, evident, adevaratd. Admitem cd afirmatia este
adevaratd pentru orice graf triangulat cu n = p >3 varfuri. Sa

consideram cazul cand n = p +1. E cunoscut faptul ca orice graf

planar contine cel putin patru varfuri de grad cel mult 5 (vezi
problema 42). Pe de alta parte, deoarece graful planar este
triangulat, el nu contine varfuri de grad mai mic decat 3. Deci
existd x, € X , astfel incat 3 < g(x,)<5.

Considerdm o colorare arbitrard a lui G = (X,U) cu trei
culori a,b,c. In aceastd colorare varful x, are una din cele trei

culori. Notdm prin G' graful care se obtine din G prin
eliminarea varfului x;, si a muchiilor incidente, iar prin C

frontiera fetei formate dupd aceastd eliminare. Trianguldm ciclul
C sinotam graful obtinut prin G"'. Printr-o verificare simpla ne
putem convinge cd paritatea numarului de fete noi, obtinute
dupa triangulare si care sunt colorate corect, coincide cu
paritatea numarului de muchii ale ciclului C care au
extremitatile colorate in culorile a si b. Deoarece G'' este un
graf planar triangulat care are p varfuri 1i putem aplica ipoteza

inductiei. Deci numarul fetelor colorate din G'' este par. De aici,
tinand seama de cele spuse mai sus rezultd cd numarul fetelor
colorate corect in G este par.

61. Pentru harta respectiva vom construi un graf
neorientat G = (X U ), in care multimea de varfuri X

corespunde regiunilor conexe din plan determinate de intersectia
cercurilor, iar doua varfuri sunt adiacente, daca regiunile
respective au frontierd comund (precizdm ca daca doud cercuri
sunt tangente exterior, atunci nu se considerd cad regiunile
marginite de aceste cercuri au frontierd comund). Se poate arata
usor ca graful astfel construit nu contine cicluri de lungime
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impara. Deci el este bipartit si poate fi colorat corect cu doua
culori.

62. Vom demonstra afirmatia prin inductie dupa numarul
de varfuri » din G .

Evident pentru n<5 inegalitatea ;((G)S 5 este
adevdrata.

Admitem ca ;((G)S 5 pentru orice graf G ce contine
n 25 varfuri. Fie G = (X U ) un graf planar cu n +1 varfuri. In
G existd un varf v de grad cel mult 5 (vezi problema 42).
Notam cu 4 multimea F(v) si cu G, graful care se obtine din
G prin eliminarea lui v §i a muchiilor incidente cu v. Conform
inductiei matematice ;((G) <5. Sa considerim o colorare
corectd a lui G, cu culorile ¢;, 1<i< ;((G)SS. Daca la
colorarea varfurilor din multimea A4 nu a fost folosita o culoare
¢, atunci atribuind aceastd culoare vérfului v, obtinem o
colorare corectd a lui G 1in ;((GI)S 5 culori. Ramane sa
analizdm situatia cand |A| =5 si pentru colorarea varfurilor din
A s-au folosit In G, exact 5 culori. Notam prin v,,v,,v;,v,, Vs

varfurile multimii 4 si presupunem ca G este desenat in plan,
astfel Incat oricare doud muchii distincte nu au puncte interioare
comune. Fard a pierde din generalitate putem considera cd v,

este colorat in culoarea c; (1 <i< 5) s {v} genereaza subgraful

din figura 13. Notdm prin G,; subgraful grafului G, generat de

) v, toate varfurile colorate cu ¢, sau
c .

v } _
Daca v, st v, se afla in
Y ¥ componente conexe diferite din

5 -
. G,,, atunci in componenta ce
il
Figura 13
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contine pe v,, colordm cu ¢, toate varfurile care au fost colorate
cu ¢, sicu ¢, toate varfurile care au fost colorate cu c,. Vom
obtine o colorare corectd in cinci culori a grafului G,, In care
pentru varfurile lui 4 se folosesc doar patru culori c,,c;,c,,c; .
Atribuind lui v culoarea ¢,, G va fi colorat corect cu cinci

culori.
Daca v, si v, se afld in aceeasi componentd conexa a lui

G,;, atunci existd un lant intre ele, care are varfurile colorate
alternativ numai in culorile ¢, si c¢,. Acest lant Iimpreund cu v

formeaza un ciclu in interiorul caruia se afla numai unul din
varfurile v, si v, (precizdm ca ne referim la interiorul multimii

din plan a carei frontierd este ciclul respectiv). Deci v, si v,
sunt In mod sigur in componente conexe diferite in G,,, unde
G,, este subgraful lui G, generat de varfurile colorate numai cu
¢, st c,. Procedand ca mai sus se poate obtine o colorare
corectd a lui G 1n cinci culori, In care v va fi colorat cu c,.

63. Fie ;((G): p . Deoarece graful G este critic si
|S| >1, rezultd cd existd r=>1, astfel incat ;((G(X \S)) =
= ;((G)—r = p—r (prin G(X\S) se noteazd subgraful lui G,
generat de multimea X \§). Mai mult, colorarea grafului G
poate fi obtinutd din colorarea grafului G(X \S), la care se

adaugd o singurd culoare pentru toate varfurile din multimea
stabild interior §'. Deci ;((G) = p=p—r+1, de unde obtinem

r =1. Prin urmare are loc egalitatea ;((G(X \S )) = ;((G)— 1.

64. a) Demonstram inegalitatea prin inductie dupd n.
Pentru n=1 si n=2 din reprezentarea lui K, se deduce

;((G)+;((5):n+l.
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Presupunem ca inegalitatea este adevarata pentru orice
graf cu cel mul n—1 varfuri si consideram un graf G cu n
varfuri. Fie ieX. Atunci ;((G) < ;((G—{i})+1 s
2G)< 2a -{i})+1.

Daca cel putin o inegalitate este strictd, atunci din
ipoteza de inductie dupa insumarea lor se obtine rezultatul.

Daci  7(G)= 2(G-{})+1 si #(G)=4(G-{})+1.
atunci numarul de varfuri adiacente lui i 1in grafurile
complementare G si G este cel putin ;((G —{i}) respectiv
;(((_? —{i}). Pe de altd parte suma gradelor lui i in G si G este
n—1 si atunci

2(G)+ 2G)= G -1+ AG -{})+2<n-1+2=n+1.

b) Relatia cerutd se obtine folosind inegalitatea
precedenta si tindnd seama ca ;((G) ;(((_?) < (;((G) + ;((5 ))2 .

c¢) Notam ;((G) cu k, sicu n, numdrul de varfuri ale
grafului G colorate cu culoarea i. De asemenea fie N, si N,

numadrul de elemente din matricea de adiacentd a lui G egale cu
0 respectiv 1. Deoarece intre varfurile colorate cu aceeasi
culoare nu exista muchii, atunci Tn matricea de adiacentd pentru

. - e 2 .
fiecare culoare i exista n; elemente nule. Deci

2 2
n tn, t+.n n

N02n12+n§+...+n,32(1 : ) =—.
k k

2
. L n .
Insa n> =N, o TN, =22m +_k , ceea ce conduce la rezultat, adica

2
k> "
;((G)—kznz_zm.

65. Presupunem ca arborele considerat are numai un
singur varf terminal v, adica g(v)=1si g(')>1 pentru orice
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vie X \{v}. Se stie cd

2m=> gli)>1+2(n-1)=2n-1.
i=1

Pe de alta parte, deoarece orice arbore cu n varfuri are n—1
muchii, avem 2m = 2(n - 1) =2n-2. in concluzie
2n—22>2n-1, ceea ce este absurd.

66. Vom demonstra aceastd proprietate prin inductie
dupa numarul de varfuri ale lui G .

Daca G are doua varfuri, atunci proprietatea este
evidenta.

Sa presupunem ca ea este adevaratd pentru orice arbore
cu n varfuri si fie G un arbore cu n+1 varfuri. G contine un
varf x; de grad 1, adiacent cu x;. Vom elimina din G varful x,

si muchia (xl.,x j). Arborele G, obtinut in acest mod are n

varfuri.
Fie G,...G, o familie de subarbori ai lui G astfel incat
fiecare doi un varf comun. Prin suprimarea lui x, si a muchiei

i

(xl.,xj) vom obtine o familie de subarbori G{,...,Gp

ai lui G,
care pastreazi aceastd proprietate. Intr-adevar, daci G, si G, au
in comun un varf v#x,, atunci acesta va rdmane comun §i
pentru G, si G!, iar dacd varful comun este x,, atunci este
evident ca si x; este comun pentru perechile de arbori G, si G,
si respectiv G, si G .

Aplicand ipoteza inductiei pentru familia Gi,..,G,,
obtinem ca aceastd familie are un varf comun si deci subarborii
G,,....,G, au si ei aceasta proprietate. Unica situatie care nu a

fost luatd in discutie este aceea cand in familia G,...,G, unul
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dintre subarbori este format numai din varful x;. In acest caz,
din proprietatile familiei v-a rezulta imediat cd x; este comun

tuturor subarborilor.

n

67. "<" este evidentd, deoarece Zdi =2m=2n-2.

i=1
Pentru demonstrarea implicatiei reciproce vom folosi inductia
dupa n.

Pentru n =2 vom obtine relatia d, +d, =2 si din relatia
0<d, <d, rezulta imediat cd d, =d, =1. Pentru acest caz
putem construi cu usurintd arborele care contine doud varfuri si
o singurd muchie.

Sa presupunem proprietatea adevaratd pentru n-—1
numere i sd o demonstram pentru d,,...d, cu n=3 si

Z d, =2n-2.
i=1
Afirmam ci d, =1. Intr-adevir, daci am presupune ci

d, 22, atunci ar rezulta ca Zd,. >2n>2n-2, ceea ce ar fi
i=1
absurd. De asemenea este clar ci d, >1. In caz contrar am avea
>d, =n<2n-2.
i=1
Deci putem scrie
dy+dy,+..+d _ +(d,-1)=2n-4=2(n-1)-2.
Conform ipotezei inductiei existd un arbore 4 cu n—1
varfuri si avand gradele varfurilor d,,d;,...,d, —1. Asupra lui

A facem transformarea: se adauga un varf care sa aiba gradul 1
si sa fie adiacent cu varful de grad d, , al lui 4. Arborele astfel

obtinut are proprietatile cerute in enunt.
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68. Fie n ordinul arborelui G . Dupd cum se stie, in
orice graf are loc relatia
Zg (xi) =2m.

xeX
In cazul arborilor G aceasti relatie devine:
g t2g, +3g; +"'+(n_1)gn—l =2n-2.
Deci
g *+2g, +3(g3 t8, '*"-""gn—l)S 2n-2= 2(g1 +"'gn—l)_2 )

adica

g t2g,+3g<2g +2g,+2g-12,
ceea ce este echivalentcu g, > g +2.

Sd observam ca egalitatea are loc cand g, =0 Vi>4.

69. Garful fiind arbore este conex si deci intre oricare
doud varfuri ale sale existd un singur lant. Cum diametrul
arborelui este cel putin 2k — 3, rezultd ca exista cel putin un lant
(in arbori toate lanturile sunt elementare) L care trece prin
2k —2 varfuri. S notam extremitatile lantului L prin x; si x,.

Fie pe X. Notdam cu L, si L, lanturile, din arborele

dat, dintre varfurile psi i, respectiv dintre p si j. Deoarece

intre oricare doud varfuri ale arborelui existd un singur lant,
deducem ca L, contine o parte a lantului L, iar L, continea
cealalta parte a lui L. Cum L are lungimea mai mare sau egala
cu 2k -3, inseamna cd cel putin una din cele doud parti ale lui
L are lungimea mai mare sau egalda cu k—1. Deci daca
diametrul arborelui este egal cu 2k —3 si muchia de mijloc a
lantului L uneste varfurile s si ¢, atunci pentru fiecare
peX —{s,t} cel putin unul dintre lanturile L, si L, are
lungimea mai mare sau egald cu k. Adica din varful p exista
cel putin un lant cu lungimea k.
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Pentru varfurile p din X —-L exista cel putin
n— (2k — 2) lanturi distincte de lungimea & .

Pentru varfurile p din L exista cel putin £ —2 lanturi
distincte de lungime k (alegdnd p dela i la s, celelalte £ —2
lanturi de lungime k& corespunzatoare alegerii lui p delat la j
coincid cu primele, diferenta fiind aceea cd parcurgerea
muchiilor se face in ordine inversa).

in concluzie numarul minim de lanturi de lungime & este
n—-2k+2+k-2=n—-k.

70. Fiecare componentd conexa contine un arbore partial,
deci are loc m, >n, —1, unde m, si n, reprezintd numarul de
muchii, respectiv de varfuri din componenta conexa cu numarul
i,1<i< p.Insumand dupi i se obtine relatia ceruta.

71. Intre oricare doud vérfuri ale unui arbore existd un
lant unic care le uneste.

Subgraful indus de B nu contine cicluri, deoarece nici
A nu contine cicluri. Dacd x,y € B §i x# y atunci x, y sunt

virfuri ale fiecarui subarbore 4,54, deci fiecare din acesti
subarbori contin lantul unic (x,zl,...,zk, y) care il uneste pe x cu
yin 4.

Deci z,,...,z, €X,,.X, sau z,,.,z, €B, ceea ce
demonstreaza ca subgraful indus de multimea de varfuri B este
conex, deci este arbore (X, Vi= i,; este multimea de varfuri a
arborelui 4,).

72. Daca arborele G are multimea varfurilor X de
cardinal », atunci el are n —1 muchii.

Deci in suma Zd (x,y) exista exact n—1 termeni egali
x,yeX

cu 1, restul termenilor nenuli fiind egali cu cel putin 2. Daca G
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este o stea (graful K, ), toti termenii diferiti de O (pentru

x=y)side 1 au valoarea 2. Daca G nu este stea, exista cel
putin un termen egal cu 3, deci minimul cautat se atinge numai
pentru arborele K|, . Pentru a gisi maximul acestei sume sa

ardtdm cd s(x) este maxim in multimea varfurilor terminale ale
unui arbore numai atunci cand arborele G este un lant si x este
una din extremitatile sale. Daca L este un lant cu n varfuri, x
fiind una dintre extremitati, atunci avem
s(x)=1+2+...+(n—-1).
G fiind un arbore si x un varf terminal cu e(x) =d , va exista
cel putin cite un varf la distanta 1,2,...,d de x. Tinand seama de
definitia lui s(x), rezultd ca suma care defineste pe s(x) are
forma:
s(x)=1+2+..+d +d, +...+d,Hfd,

unde d,,...,d, , , <d . Comparand cu expresia lui s(x) in cazul
lantului L, gasim cd maximul lui s(x) se atinge numai in cazul
cind d =n-1, adicd G este un lant si x este una dintre
extremitatile sale. S& demonstram prin inductie dupd »n cd in
multimea arborilor G cu n varfuri X Zd(x, V) este maxima

x,yeX
atunci cand G este un lant. Pentru 1<n <3 proprietatea este
imediata, deoarece orice arbore cu cel mult 3 varfuri, este un
lant. S& presupunem cd proprietatea este adevarata pentru toti
arborii cu cel mult n—1 varfuri si fie G un arbore cu n varfuri
care formeaza multimea X . Daca a este un varf de gradul 1 al
arborelui G, atunci:

D dx,y)=s(@)+ Y d(x,y),

x,yeX x,yeY
unde Y:X\{a}.
Primul termen s(a) este maxim numai dacd G este un
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lant si a este una din extremititile sale. in acest caz, in baza
inductiei (aplicatd subarborelui cu multimea Y de n—1 varfuri)
si al doilea termen este maxim.

73. 1) Sa notdm cu G, subgraful obtinut din G prin
suprimarea varfului x si a muchiilor incidente cu x. Deoarece
G este arbore, rezultd cd G_ nu este conex §1 y si z se gasesc
in componente conexe diferite ale lui G, care contin respectiv
k, si k, varfuri. Avem k, +k, <n-1.

Din definitia functiei s(x) rezulta cd deplasandu-ne de la
x la y ne apropiem cu o unitate de k, varfuri, dar ne departam
cu cate o unitate de n—k, varfuri.

Deci putem scrie:

() =)k = (1= k) = () + 2k .

In mod analog gasim:

s(x)=s(z)+2k,—n,
care prin sumare ne dau:
2s(x) =s(y)+s(z)+2(k, +k, —n)<s(y)+s(z)-2.

2) Sa presupunem, prin reducere la absurd, ca exista
doua varfuri neadiacente x si y  astfel incat
s(x) = s(y) = minimum.

Fie lx, X5 Xy 50005 X 5 y] lantul (unic) care uneste in arbore
varfurile x si y cu p>1.

Conform ipotezei s(x,) = s(x). Inegalitatea demonstrata
la 1) ne conduce la:

s(x) +5(x,) > 25(x,) 2 5(x;) +5(x),
deci
$(x,) > 5(x,) 2 5(x).

La fel:

s(x;) +5(x3) > 25(x,) > 5(x;) +5(x,),
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deci
$(x3) > 5(x,) > 5(x,) 2 5(x)
s.a.m.d.

In final gisim s(y)>..>s(x,)>s(x), ceea ce
contrazice egalitatea s(x) = s(y), deoarece p >1.

Punctele in care s(x) 1isi atinge minimul formeaza
baricentrul arborelui G . Considerand un lant cu un numar impar
(respectiv par) de varfuri, se observa ca baricentrul poate fi
format dintr-un singur varf sau din doua varfuri adiacente.

Sa consideram arborele, format de un lant cu varfurile
X;s X5, X, §1 de varfurile y,y,,...,y,, incidente cu x,. Se
observa cu usurinta cd daca p este par, atunci centrul arborelui

astfel obtinut este varful x , .
2

Daca ¢ este sificient de mare, de exemplu ¢ :(gj,

baricentrul arborelui este x,, iar distanta dintre centru si

baricentru este £ —1 si poate lua valori oricat de mari pentru p

suficient de mare.
74. Vom demonstra proprietatea prin inductie dupa

numadrului varfurilor. Daca |X | =1 sau 2 proprictatea este
imediata.

Sa presupunem cad proprietatea este adevaratd paentru
orice arbore cu cel mult n—1 varfuri §i sa o demonstram pentru
un arbore G cu n >3 varfuri. Dacd f este o bijectie, atunci
f(x) # f(y) pentru orice x#y sl (x,y) eU implica
( f (x), f (y))e U, deci f este un automorfism a lut G. Orice
varf suspendat este deci aplicat de f tot intr-un varf suspendat.
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Dacd notdam prin G' subarborele obtinut din G prin
suprimarea tuturor varfurilor suspendate, rezulta ca G' este
nevid, deoarece n>3. Notand cu X' multimea varfurilor lui
G', rezultd ca f (X ') = X' sirestrictia lui f la X' are aceleasi
proprietati ca f . Deci f' (si1in consecintd f ) are un punct fix
sau o muchie fixd, conform ipotezei de inductie (|X '| <n-2).

Daca f nu este o bijectie, atunci f (X ) este o submultime
proprie de varfuri ale lui G. Aceste varfuri induc un subgraf
conex a lui G (din conditia impusa lui f), deci f (X ) este
multimea varfurilor unui arbore si | f (X )| <n-1.

Deoarece f(f(X))c f(X), putem considera restrictia
lui f la subarborele generat de multimea de varfuri f (X ), care
are aceleasi proprietati ca si f . Conform ipotezei de inductie,
aceasta restrictie, deci si /', are un punct fix sau o muchie fixa.

Proprietatea nu este adevarata dacd G contine cicluri. De
exemplu, dacd G =K, si contine varfurile x,y,z, sd definim
f(x) =y, f(y) = z,f(z) = x . In acest caz aplicatia f nu are nici
puncte fixe, nici muchii fixe.

75. Am vazut ca orice arbore are un varf central u sau
doud varfuri centrale adiacente u si v. Vom demonstra prin
inductie dupd numarul m al varfurilor din X ca daca arborele
A are un singur varf central u, atunci f (u) =u si dacd 4 are
doud varfuri centrale u si v, atunci f (u):u st f (v):v sau
f (u) =v si f (v) =u . Deoarece bijectia f pastreaza adiacenta
vérfurilor, rezultd ca varfurile x si f(x) au acelasi grad in

arborele 4.
Daca m=1 arborele se reduce la varful central u si
f (u):u, pentru m=2 arborele se reduce la doud varfuri

centrale adiacente u si v §i proprietatea este deasemenea
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adevaratd. Sa presupunem ca proprietatea este adevaratd pentru
toti arborii cu cel mult m —1 varfuri (m >3) si fie 4 un arbore
cu m varfuri. Daca x,,...,x, sunt toate varfurile suspendate ale

arborelui A4, rezultd ca f (x1 ),..., f (xz) sunt varfuri de gradul

unu, deci constituie o permutare a multimii varfurilor
suspendate. Dacd consideram restrictia functiei f la multimea
varfurilor de grad cel putin 2 ale lui 4:

g:X. ->X, X, =X\{x1,...,xr}
s g(x): f (x) pentru orice xe€X,, rezultd cd g este un
automorfism al subarborelui 4, al lui 4 cu multimea de varfuri
X.. Insi Asi A au aceleasi centre. Aplicand ipoteza de

”

inductie, obtinem cd A4 are un singur varf central u si
g(u) =f (u) =u, sau A4 are doud varfuri centrale adiacente u si

v sioglu)=rlu)=u, gbv)=r0)=v, sau glu)=rlu)=v si
glv)=r()=u.

Deci proprietatea mentionata este adevaratd pentru orice
m . Deoarece trebuie sd ardtam ca f are un punct fix, singurul

caz care trebuie studiat este cazul cand 4 are doua varfuri
centrale adiacente u si v si f(u)=v, f(v)=u. Si notam prin
A, si A, subarborii obtinuti din 4 prin suprimarea muchiei
(u,v) si care contin varfurile u , respectiv v. Daca u,,...,u, sunt
varfurile incidente cu u in arborele A , atunci deoarece f
pastreaza adiacenta in arborele A, rezulta cd f(u,)...., /'(u, ) sunt
varfuri adiacente cu v in subarborele 4,, s.a.m.d.

Deci, dacd notdm cu X, si X, multimile de varfuri ale
arborilor A,, respectiv A, atunci rezultd cd f (Xu)ZXV.
Restrictia functiei f* pe multimea X,
h(x)Zf(x) pentru orice x € X,

u

notatd 4: X, — X, unde

este o bijectie si [x, y] este 0
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muchie in arborele 4, dacd si numai dacd (h(x),h(y)) este o
muchie in arborele A4 . Deci /4 este un izomorfism al arborilor
A, si A . Rezultd cd 4, si A4, au un acelasi numar de varfuri,

ceea ce implica |X| :|Xu +|Xv :2|Xu

, adica |X | este numar
par.

Dar am presupus ca |X | =2n+1. Rezulta ca situatia cand
f (u):v si f (v):u este imposibild. Deci f are cel putin un
punct fix.

76. Din arborele G vom obtine o arborescenta
considerand varful x, radacind si orientdnd toate muchiile
arborelui astfel incat in orice varf sa soseascd un singur drum
care porneste din x,.

In acest mod am definit o relatie de ordine partiala pe
multimea X : vom scrie x; < x; dacd drumul unic de la x, la x,

contine varful x;.

Dacd definim matricea Z =(z,), ,, , prin: z, =1 daca

x;<x; si z; =0 in caz contrar. Elementele din X pot fi

renumerotate astfel incat Z sa aibd o forma superior diagonala
cu z, =1 pentru i =1,...,n. Deci detZ =1.

Vom nota:
0 1
1 -2 0 0
A=|1 0 =2 0
1 0 -2

sivomaritaci Z'AZ=D.
Intr-adevar, elementul din linia i s$i coloana ; ale
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matricii Z" AZ este
5 = IEDIDICE
k=1 I=1 X <x; X <x;

Dar a,, #0 numai pentru k =/, sau k=1, sau /=1,
deci putem scrie:

¢, = Y (-2)+ D1+ >0,

deoarece x, < x; pentru orice i =1,...,n

Notand cu x, ultimul varf comun al drumurilor de la x,
la x; sirespectivdela x, la x,, la care ajungem plecénd din x,,
putem scrie:

¢y ==2(d(x,x, )+ 1)+ (d(x.x, )+ 1)+ [dlx,x, )+ 1) =
= d(xl’ )+ d(xlv ) 2d(xl"xr) = d(xi’xj)'

Deci am aritat c¢ci Z'AZ=D si in concluzie

det D =det A. Adunand pe rand coloanele a Il-a, a Ill-a, ..., a n-

a la prima coloana a matricii A si dezvoltand matricea obtinuta
dupa prima coloana, deducem:

det A=(n—-1)-2)" —det 4, deci detd =—(n—1)(-2)"".
77. Sa presupunem ca varfurile suspendate sunt fixate si
ele sunt x,,..,x,. Deoarece d, =..=d, =1, numarul cautat

este:

(n— 2) (n-2)
Z PRE— (D
(d[ s ( p+1 - 1) Pl ,...,k,,) kp+] . "'kn .
unde prima suma se face dupa toate Valorile
d d,22sid, +.+d, =2n-2-p.
A II-a suma se obtine prin schimbarea de variabile
k,o=d,, —l.,k =d, -1, deci k k,>1 si

k . +..+k, =n—2.Numarul

p+l

pHloes

pHloee®
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(n-2)
ko' k,

reprezintd numarul de moduri de a plasa n—2 obiecte in n— p
casute astfel Incat prima casutd sd contina &, obiecte, ...,
casuta cu numarul » — p sd contind k, obiecte. Deoarece k; > 1
pentru i= p+1..,n, acest numar reprezintd de asemenea
numarul functiilor surjective f:X — Y, unde |X | =n-2,
|Y| =n—p, s dacd notim Y ={yp+1,...,yn}, avem
‘f’l (y,.)‘ =k, 21 pentru p+1<i<n. Deci suma (1) este egala
cu numarul functiilor surjective Suamp =
= (n —p)!S(n -2,n —p), unde S(n -2,n —p) este numarul lui
Stirling de speta a doua.

Deoarece cele p varfuri terminale nu sunt specificate,

. . A - A P .
ele pot fi alese din multimea celor »n varfuri in C, moduri.

Deci numarul arborilor cu »n varfuri, dintre care
p varfuri au gradul unu, este egal cu:

Cf-(n—p)!S(n—2,n—p)=£!'S(n—2,n—p).
)4

Obtinem f (1) =1 s1 f (2) =2, corespunzator alegerii
muchiei (xl, yl) sau respectiv a muchiilor (xl,xz) s (yl, yz) , sau
(x1>yl) i (xzayz)-

Daca graful-scard are 2n varfuri, putem alege fie muchia
(xl, yl) si pentru muchiile rdmase mai rdman f (n - 1)

eqgeiw e

egeiwy e

75



Astfel obtinem:
)= fln=1)+ fln-2),
relatie care impreund cu valorile initiale f(1)=1 si f(2)=2 ne
aratd ca f (n)=Fn, care este termenul al n-lea al sirului

Fibonacci.

b) Dacd notam numarul arborilor partiali ai grafului scara
cu g(n), obtinem g(1)=1, dacd arborele partial consta din
(xl, yl), si g(2)=4 arbori care se obtin din ciclul cu patru

varfuri dacd suprimam pe rand cate o muchie a ciclului.

Pentru a stabili o relatie de recurentd pentru numerele
g(n), sa considerdm un graf ca cel din figura 6 cu 2n+2
varfuri: X, Y, e X, 005 Vi -

Multimea arborilor sdi partiali se poate scrie sub forma

4U4,U4,UA4,,

unde A4, este multimea arborilor partiali care nu contin muchia
(xl,xz), A, este multimea arborilor partiali care nu contin
muchia (xl,yl), A, este multimea arborilor partiali care nu
contin muchia (yl, yz) si A, este multimea arborilor partiali care
contin muchiile (xl,x2 ), (xl, b2 ), (yl, y2) si nu contin muchia
(xz, yz). Este clar ca aceste multimi sunt disjuncte doud cate
doud. Daca, de exemplu, ar exista un arbore partial din 4, () 4,,
aceasta nu ar contine muchiile (xl,xz) si (xl, yl), deci varful x,
ar fi izolat, ceea cear contrazice definitia unui arbore partial.

Obtinem |Al| = |A2| = |A3| = g(n) , deoarece pentru
subgraful format din varfurile x,,y,,...x,,,,»,, avem g(n)
posibilitati de a mai forma arbori partiali. Notand |A4| = h(n + 1) ,

deducem:
g(n+1)=3g(n)+h(n +1) (1)
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Insa considerdnd graful din figura 6 cu 2nr varfuri,
notate: X,,¥,,...,X,,, V., multimea arborilor sai partiali se

poate scrie sub forma: B, U B,, unde B, este multimea arborilor
partiali care nu contin muchia (xz,yz) si B, este multimea
arborilor partiali care contin muchia (x2 Vs )

Deci g(n) = |B,| +|B,|, deoarece B, N B, =0.

Dar |Bl| = g(n —1) si |B2| = |A4
bijectie intre aceste doud multimi definita astfel: pentru fiecare
arbore partial din B,, care, eviden,t contine muchia (xz, yz), se

, deoarece existd o

inlocuieste aceasta muchie printr-un lant de lungime egald cu 3,
avand aceleasi extremitati: [x2 N 4] si se obtine un arbore

partial din 4, .
Este clar ca astfel se obtine o bijectie, si deci:
gln)=gln—1)+hln+1),
de unde, tinand cont de (1), deducem recurenta:

gln+1)=4g(n)-gln-1). (A)
Ecuatia caracteristica a relatiei este:
r’—4r+1=0,

cu solutiile 7, =2+4f3si 7, =2-43.
Deci solutia generala a recurentei (A) are forma:
g(n) =G +Cyry,
unde 7, si 7, se determina din sistemul:
¢ +3)+c,l2-+3)=1
C,[7+4v3)+C,(7-443)=4,
1

care are solutiile C, = L -
H 1 2\/5 2\/5 .

Deci g(n):%((2+\/§)n —(2—\/5)'1].

siC, =—
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79. Daca graful G are un ciclu eulerian, atunci G este
conex si are gradele pare, deoarece la fiecare trecere printr-un
varf se utilizeaza doua muchii. Reciproc, daca G este conex si
are gradele pare, muchiile sale pot fi orientate astfel incat sa se
obtina un graf orientat, care verificad d” (x) =d” (x) pentru orice
varf x. N acest caz graful orientat obtinut are un circuit
eulerian, care corespunde unui ciclu eulerian in graful G .

Graful G este conex si are 2k varfuri de grad impar
(k > 1). Sd notam cu G, graful obtinut din G prin addugare unui
nou varf, pe care il unim prin muchii cu toate cele 2k varfuri de
grad impar ale lui G . Rezultd cd@ G, este conex si are gradele
pare, deci are un ciclu eulerian. Suprimand varful addugat si cele
2k muchii incidente cu acesta, ciclul eulerian se descompune in
k lanturi disjuncte dupa muchii, care acopera toate muchiile lui
G.

Sa observam cd, deoarece suma gradelor varfurilor unui
graf este un numar par, rezultd cd numarul varfurilor de grad
impar este par.

80. Sa presupunem prin reducere la absurd cd G nu este
conex si fie C; o componentd care nu contine varful x, . Fie

|C1| =k si x,,...,x, varfurile pe care le contine, unde:
1<i, <..<i, <n.
Componenta care il contine pe x, contine toate varfurile
adiacente cu x, , deci ea contine cel putin d, +1 varfuri.
Rezulta:
k=|C|<n—(d, +1).
Deoarece k <i, si varfurile adiacente cu x, se gasesc

toate in componenta C,, obtinem d, <d, <k—-1. Am ajuns la
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o contradictie, deoarece, conform ipotezei, k<n-d, 6 —1
implicd d, = k. Deci proprietatea este demonstrata.

81. Sa aratam mai intai cd G contine un graf partial 4
care este arbore. Dacd G nu contine cicluri, G este un arbore si
vom lua 4 =G . In caz contrar G contine cel putin un ciclu C,.

Vom suprima o muchie oarecare u, a ciclului C,.

Obtinem un graf partial G, al lui G . Daca G, nu contine
cicluri, atunci vom lua 4 = G,, deoarece in acest caz G, este
conex si nu contine cicluri, deci este arbore. In caz contrar
suprimdm o muchie u, a unui ciclu g, al lui G,, s.a.m.d. Acest
proces nu poate continua pana la infinit, deoarece G contine cel
mult C muchii. in final obtinem un graf conex fari cicluri G,
st definim 4 =G, .

Se stie ca orice arbore A4 are cel putin un varf suspendat
x,. Dacd k = n, atunci vom considera H =G . in caz contrar, in
arborele A4, vom suprima varful x, si muchia incidenta cu x,,
obtinand un nou arbore 4,. Repetind acest procedeu ajungem sa
elimindm varfurile x,x,,...,x, , , obtindnd un arbore 4, , cu k
varfuri. Subgraful H 1l alegem ca fiind subgraful indus de cele
k varfuri ale arborelui 4, ,. H este conex, deoarece contine
arborele partial 4, , cu aceeasi multime de varfuri, care este

conex.
82. Varful de grad 9 trebuie sa fie adiacent cu toate
celelalte varfuri ale grafului, deci si cu varfurile de grad 1.
Rezulta ca varful de grad 7 poate fi adiacent cu numai
9 —3 = 6 varfuri, ceea ce este absurd.
Deci nu exista un graf cu proprietatea ceruta.
83. Necesitatea conditiei este imediatd, deoarece
d, +..+d, este dublul numarului de muchii, deci este numar
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parsi d, <d, +..+d,, deoarece orice muchie incidenta cu x,
mai este incidentda cu unul din varfurile ramase, daca
d,=d(x,).

Vom demonstra suficienta conditiei prin inductie dupa
d +..+d,. Daca d +..+d =2, atunci rezulta ca
d =..=d,,=0sid, ,=d, —1. Deci graful cautat contine o
muchie si n—2 varfuri izolate.

Sa presupunem proprietatea adevaratd pentru toate
sirurile de numere d,,...,d, care verificd a) si b) si in plus

d +..+d <2d(d=>2).

Fie acum d, +..+d, =2d +2, iar conditiile a) si b)
verificate. Vom studia doud cazuri:

I. Are loc relatia d, , <d,. Rezultd ca d, —1 este cel

n

mai mare din sirul d,,d,,...d, ,,d, ,—1,d, —1 si ramane sa

sUy 25U,
verificam conditiile:

o) d +..+d, ,+(d,  -1)+(d, -1)=0 (mod 2),

d)yd +..+d, ,+d,  —-1>2d, -1,
care rezultd imediat din a) si b).

II. Are loc egalitatea d, , =d,. Rezultd d, , =d,.
Conditia c) este de asemenea indeplinita si conditia b) devine:

o) d +..+d,  +(d, -1)+(d,-1)>d, .,
deoarece d, , = max(a’l,...,a’H,af,H -Ld, —1).

Insi conditia e) are loc. Intr-adevir, daci d, , =1,
conditia a) implica faptul ca membrul sting al inegalitatii ) este
impar, deci este cel putin egal cu 1 deoarece 1n acest caz
d, ,=d, =1.

Daca d, , 22 obtinem d, , —1+d, —1>d, , pentru ca
d ,=d,  =d,.
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Rezulta ca numerele d,,...,d, ,,d, , —1,d, —1 de suma

2d verifica conditiile a) si b) si conform ipotezei de inductie,
existd un multigraf cu »n varfuri ale carui grade formeaza sirul
scris. Unind printr-o noud muchie varfurile de grade d, , —1 si

d, —1, obtinem un graf ale carui grade sunt tocmai d,,...,d, .

84. Sa presupunem ca existd un graf G regulat de grad
k cu n varfuri.

Obtinem kn =2m, unde m este numarul de muchii ale
lui G si gradul k& nu poate depasi n—1. Am gasit deci doua
conditii necesare pe care trebuie sa le satisfaca numarul »:

a) nk=0 (mod 2);

by n>k+1.

Vom demonstra ca daca a) si b) sunt satisfacute, atunci
existd un graf regulat de grad &£ cu n varfuri.

Vom distinge 2 cazuri:

1) k este par. Consideram varfurile unui poligon regulat
cu n varfuri pe care le unim prin muchii cu vecinii lor, cu

vecinii de ordinul doi, ..., cu vecinii de ordinul E Deoarece

. k _n o 9 , A
k <n, obtinem 5 < 5 Deci prin aceasta constructie fiecare varf

are gradul £ si nu apar muchii multiple.

2) k este impar. Din conditia a) rezultd cd n este par.
Vom desena graful regulat de grad £ —1 cu »n varfuri construit
ca in cazul 1. Conditia b) ne asigura ca avem:

E < n-2 = ﬁ —1 ,
2 2 2

deci extremitatile celor mai lungi diagonale ale poligonului nu
sunt unite prin muchii. Unind deci varfurile diametral opuse ale
poligonului prin cate o muchie, fiecare varf va avea gradul egal
k , deci obtinem un graf regulat de gradul £ cu n varfuri.
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85. Sa presupunem prin reducere la absurd ca pentru
orice varf x subgraful G, nu este conex.

Fie L= (xl,...,xm) un lant elementar de lungime maxima
in graful G . Conform ipotezei, G, nu este conex. Sa notam cu

C, o componenta conexa a acestui subgraf care nu contine lantul

(v,
G fiind conex, existd o muchie care uneste un varf
v eC, cuvarful x,, deoarece varfurile din C, nu pot fi unite cu

varfurile din alte componente conexe ale subgrupului G

Obtinemca y ¢ {xz,...,xm} , deci lantul

(v, %0005 X,,)
este un lant elementar mai lung decat L, ceea ce contrazice
ipoteza ca L este un lant elementar de lungime maxima.
Rezulta ca existd un varf x astfel incat subgraful G_ sa

fie conex.

Daca G este un circuit elementar, prin suprimarea
oricarui varf gasim un subgraf care nu mai este tare conex, desi
G are aceasta proprietate.

86. Vom demonstra cd a) = c) = b) = a).

Pentru a ardta cd a) = c¢), fie G un graf 2-conex si u §i
v doua muchii care au o extremitate comund x. Fie y si z

celelalte doua extremitati diferite de x. Deoarece G, este
conex, rezultd cd existd un lant elementar in G_ care uneste y

cu z. Acest lant elementar impreund cu muchiile u si v
formeaza in graful G un ciclu elementar. Deci oricare doua
muchii cu o extremitate comund sunt echivalente. Deoarece
G este conex, rezultd ca aceastd relatie de echivalenta are o
singurd clasd si anume multimea muchiilor grafului G . Deci
oricare doud muchii ale lui G se gasesc pe un ciclu elementar.
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De asemenea, din faptul cd G este conex, rezultd ca G
nu are varfuri izolate.

¢) = b). Fie x, y doud varfuri distincte ale grafului G .
Conform ipotezei G nu are varfuri izolate, deci exista doua
muchii distincte u §i v care sunt incidente cu x, respectiv cu
V.

Intr-adevir, in caz contrar existi o muchie (x, y) s
varfurile x si y nu mai sunt adiacente cu alte varfuri ale lui G .
Daca n =3, acest fapt ar implica cd G contine un varf izolat,
ceea ce contrazice ipoteza. Dacd n >4, In multimea varfurilor
ramase existad cel putin o muchie u# . Deoarece G nu are varfuri
izolate muchiile (x,y) si u nu se gasesc pe un ciclu elementar,
ceea ce contrazice ipoteza. Deci existd doud muchii distincte u
si v incidente cu x, respectiv cu y. Conform ipotezei are loc

¢), deci existd un ciclu elementar C care contine pe u si v,
adicape x si y.

b) = a): Deoarece oricare doud varfuri ale lui G apartin
unui ciclu elementar, rezulta ca exista un lant elementar care le
uneste, deci G este conex. Sa presupunem prin reducere la
absurb cd G nu este 2-conex, deci exista un varf x astfel incat
G, nu este conex. Fie a,b doua varfuri situate in componente

diferite ale subgrafului G,. Deoarece orice lant elementar dintre

a si b in graful G trece prin x, rezultd cd nu poate exista un
ciclu elementar in G care contine varfurile a si b, ceea ce
contrazice b). Deci G este 2-conex si demonstratia este
incheiata.

87. Fie A=(a,,a,,...a, ,a,) si B=(b,,b...b,,.b,)

s¥r-12%o
doua cicluri elementare ale grafului G de lungime maxima. Sa
presupunem prin reducere la absurd ca aceste cicluri au cel mult

un varf comun. Fie mai intdi a, =b, unicul varf comun ale
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celor doua cicluri. Deoarece G este 2-conex, rezultd ca mai
existd un lant elementar cu o extremitate in multimea de varfuri
{al,...,aH} si cu cealaltd extremitate in multimea {bl,... b },

>Zr-1

care nu trece prin a,. Fie la xl,...,xk,qu un astfel de lant,

p>
unde £ >0, p,q #0 si x; nu apartine ciclurilor 4sau B pentru

1<i<k. Putem considera p>¢g. Am obtinut un ciclu

elementar (ao,...,ap,xl,...,xk,bq,...,b,,,l,ao) care este mai lung
decat A4, ceea ce contrazice ipoteza.

Fie ca ciclurile 4 si B nu au nici un varf comun. G
fiind 2-conex, existd doud lanturi elementare fara varfuri
comune, care unesc fiecare varf din 4 cu un varfdin B.

Va exista un lant elementar care face parte din ciclul 4,

avand ca extremitati extremitatile celor doua lanturi de lungime
. g r .
mai mare sau egald cu 5 Obtinem un rezultat analog pentru

ciclul B. Cele doua portiuni din ciclurile 4 si B, impreund cu
cele doua lanturi elementare care unesc un varf din 4 cu un varf
din B, formeazad un ciclu elementar mai lung ca 4, ceea ce
contrazice ipoteza.

Rezulta ca proprietatea este demonstrata prin reducere la
absurd.

88. Numarul tripletelor {x, v, z} care nu sunt triunghiuri

nici pentru G, nici pentru G si care au o singura laturd cu o
extremitate Tn varfuri x € X care sd fie muchie a lui G este

egald cu deg(x)(n -1- deg(x)) .
Orice triplet {x,y,z} care nu este triunghi in G sau G

contine 0 muchie sau doud muchii ale lui G . Sa presupunem ca
(x, y) este muchie a lui G, iar (x, Z) s (y,z) sunt muchii ale lui

G . In suma
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" deels)(n-1-degf)

xeXg
tripletul {x, v, z} este numarul de doud ori: o data relativ la x si
o data relativla y.

Daca (x, y) si (y,z) sunt muchii ale lui G si (x,z) este
muchie a lui 5, atunci In suma scrisa tripletul {x,y, Z} este
numarat tot de doua ori: o data relativ la x si o data relativ la z .
Deci numarul triunghiurilor in G i in G este:

c: —%Zd(x)(n—l—d(x)).

xeX
1) Daca G este k -regulat, aceasta formula devine:
C: —%(n—k—l).

2) Astfel numarul triunghiurilor in G si in G este nu
este mai mic decat
o —E(Cz l)2 _ n(n—l)(n—S)
2T 24
Acest numar este pozitiv pentru n>6 si se anuleaza
pentru n=5. Daca graful G este ciclul C; cu cinci varfuri,

atunci nici C, si nici Cs nu contin triunghiuri. Se poate arata ca
numadrul minim de triunghiuri este atins pentru orice n =4p +1
( p natural).

89. Fie G=(X,U), unde |X|=n si [U/=m. Daca
x,y € X, sd notdm cu A(x) multimea varfurilor adiacente cu x
sicu A(y) multimea vérfurilor adiacente cu y .

Obtinem:

[A(x)N () =|alx) +|aly) - [alx)U 4(v) = d(x) + aly)-n.
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Deci daca (x, y)e U, atunci existd cel putin
deg(x)+deg(y)—n varfuri care sunt adiacente si cu x sicu y.
Prin urmare deg(x)+deg(y)—n cel putin triunghiuri ale
grafului G contin muchia (x, y). Rezulta ca G contine cel putin

3 3 (dees) deg(y)-n)

3 (kv
triunghiuri, deoarece fiecare triunghi este numadrat relativ la
fiecare latura a sa.

In suma scrisa deg(x) apare de exact deg(x) ori pentru
orice x € X si deci suma scrisa este egald cu

1|3 el mn |

Aplicand inegalitatea Iui Cauchy-Schwartz, aceasta
ultimd suma este nu mai mica decat

o] ()

xeX

deoarece Zdeg(x)=2m.
xeX
90. Sa presupunem ca graful G are n varfuri, m muchii
si nu contine nici un ciclu elementar cu patru varfuri. Sa

numdram perechile {x, y} de varfuri care sunt ambele adiacente
cu un al treilea varf z. Daca varful z este fixat, avem Cf,(z)
astfel de perechi. Dar fiecare pereche {x, y} este numarata cel
mult odata, deoarece daca ar fi numadrata relativ la z, sila z, cu
z, # z,, atunci (x, z,, y,zz,x) ar forma un ciclu cu patru varfuri,
ceea ce contrazice ipoteza. Deci putem scrie:

> [“etel)(2),
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unde X este multimea varfurilor grafului G . Functia

x(x - 1)
2
fiind convexa, conform inegalitatii lui Jensen putem scrie:

C?> Z(cj(z))z{cjmj _ m{2m—n)

zeX

Deci:

de unde

4 4 16
ceea ce contrazice ipoteza. Deci G contine un ciclu elementar
cu patru varfuri.

91. Fie n:(k—l)q+r cu 0<r<k-2 s
(k—2)n = (k—l)p+s, unde 0<s<k-2, r, s fiind numere
intregi.

De aici deducem ca daca » =0, atunci si s =0, iar daca
r>1,atunci s=k—-r-1.

Sa presupunem prin reducere la absurd ca numarul
varfurilor x de grad deg(x)é p este mai mic ca m, celelalte
varfuri y avand gradul deg(y) > p+1. Altfel zis, existd o
partite X UY a multimii varfurilor grafului astfel incat
deg(x)s p pentru orice varf x e X, deg(y)z p +1 pentru orice

Y|>n—m.

varf y e Y siin plus |X| <m,

Fie un varf y, €Y si sd notdm prin A(yl) multimea
varfurilor incidente cu y,. In multimea A(yl)ﬂ Y vom alege un
alt varf y, . A(y1 ) N A(yz) contine cel putin

A )N A(y, ) =] A0 ) + |40, ) - 400)U A, ) 2 2(p +1) - n
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varfuri.
Continuand acest proces, fie cd am construit multimile

de varfuri  A(y,)....4A(y,,) cu yjeﬂA(yl.)ﬂY, pentru

i<j
k=2
j=1..,k—=2. Vom demonstra cd multimea B = ﬂA(yi) este
i=l
nevida. Aceastd proprietate va justifica totodata posibilitatea
alegerii varfurilor y,,...,y, . Intr-adevar, se obtine cu usurinti
prin inductie ca |B| > (k - 2)(p + 1) - (k - 3)n .
Vom considera doud cazuri.
1) r=s=0. In acest caz (k—2)(p+1)—(k—3)n =
= (k=2)((k ~2)g +1)-(k-3)k ~1)g =g +k-224.
2) r > 1. Obtinem
(k=2lp+1)-(k =3 =(k-1)p-p+k-2-(k-1)p-
n_, (k - 2)n
k-1 k-1
r+s

—-stn=n—-pt+tk-s-2= —pthk—-s-2=

r s
_q+k—l+p+k—1 ptk—s 2—q+k_l thk—-s-22>2¢q+1
deoarece r+s=k—-1si k—s5-22>0.

Deci in ambele cazuri B contine cel putin
m= {n /(k - 1)} varfuri.

Daca am avea B(1Y =@, am obtine B < X, ceea ce nu
este posibil, deoarece|X | <m si |B| >m. Deci existd un varf

Y., € BNY care are gradul d (y,H ) > p +1. Astfel obtinem

I:(_jA(y,-)<2(k—1)(p+1)—(k—2)n:k—1_s>o,

k-1
ceea ce implica existenta unui varf y, € ﬂ A(yl. )

i=1
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Din modul de constructie, varfurile y,,y,,...,

formeaza un subgraf complet cu k£ varfuri, ceea ce contrazice
ipoteza, deci existd cel putin m varfuri de grad mai mic sau egal
cup.

92. S& aratdm mai ntai cd oricare ar fi patru puncte 4,
B, C, D din M , exista cel putin doud, distanta dintre care este

C o 1
mail mica sau egala cu T .
2

Daca trei dintre ele sunt coliniare existd o distantd mai

o . 11 . : <
mica sau egald cu 5 < E si proprietatea este demonstrata.

In caz contrar, vom ardta ca configuratia formata din cele

patru puncte contine un triunghi cu un unghi de cel putin 90°.
Exista doua cazuri posibile:

a) Trei puncte, fie A, B, C formeaza un triunghi si D
este un punct interior. Suma unghiurilor din D este egala cu

360°, deci cel putin un unghi este mai mare sau egal cu 120°;

b) Cele patru puncte formeaza un patrulater convex.
Suma unghiurilor patrulaterului este 360°, deci cel putin un
unghi este mai mare sau egal cu 90°.

Fie ABC triunghiul cu 4 >90°. Avem:

a>>b*+c* > 2min(b2,cz).
2

Daci b>c, atunci a’ >2c’ sau ¢’ S%S% si deci

1 : : .
c< —2 Vom defini un graf G care sa aiba ca varfuri cele 3n

puncte, doua varfuri fiind legate printr-o muchie daca distanta

) ) 1
dintre ele este mai mare ca — .

N5
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Proprietatea demonstrata ne arata ca acest graf nu contine
subgrafuri complete cu patru varfuri, deci numarul de muchii

este egal cu 3n”.

. : . 1 .
Cele 3n®> distante mai mari ca — pot fi alese in

V2
intervalul (1 - 8,1) pentru orice 0 <& <1, grupand cate n puncte
suficient de apropiate de varfurile unui triunghi echilateral de
latura egald cu 1.

93. Demonstratia rezultd direct din teorema lui Turan,
deoarece M (2n,3)=n2. Graful, care realizeazd acest numar
maxim de muchii $i nu contine triunghiuri, este graful bipartit
complet K, ..

94. Vom ardta ca pentru orice n > 2 numarul maxim de
subgrafuri complete maximale (clici) in clasa grafurilor cu n
varfuri, numar notat f(n), este egal cu 3"° pentru
n=0 (mod 3) cu 4-3 pentru n=1 (mod 3) si cu
230723 pentru n=2 (mod 3).

Pentru 2 <n <4 expresia lui f (n) se obtine prin simpla
enumerare: pentru #n =2 si n =3 numdrul maxim de clici se
obtine pentru grafurile formate din varfuri izolate, iar pentru
n =4 — pentru grafuri cu toate varfurile izolate sau pentru graful
bipartit complet K, ,.

Fie G un graf cu n>5 varfuri care contine f (n) clici.
G contine cel putin doua varfuri neadiacente x si y, deoarece
in caz contrar G este graful complet cu nvarfuri K, care

contine o singura clicd, aceasta ce contrazicind maximalitatea
lui G.
Sd notam cu V(x) multimea varfurilor adiacente cu x in

G sicu G(x, y) graful obtinut din G prin suprimarea tuturor
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muchiilor incidente cu x si inlocuirea lor cu muchii de la varful
x la fiecare varf din multimea V(y).

Sd notam cu G, subgraful obtinut din G prin
suprimarea varfului x, cu a(x) numarul subgrafurilor complete
incluse in multimea V(x), maximale relativ la subgraful G, si
cu c(x) numarul clicilor lui G care il contin pe x.

Prin suprimarea muchiilor incidente cu x dispar
c(x)—a(x) clici, iar prin unirea lui x prin muchii cu toate
varfurile din V(y) apar c(y) clici, deci daca notim cu
c(G)numérul clicilor grafului G, obtinem:

(G, 7)) = e(G)+ c(v) - clx) + alx).

Putem spune ca c(y) > c(x) , deoarece in caz contrar vom
considera graful G(y, x) .

Deoarece c(G)este maxim, rezulta ca c(G(x, y))s c(G)
sau c(y) = c(x) si a(x) =0, ceea ce implica c(G(x,y)) = c(G)si
graful G(x, y) contine acelasi numar maxim de clici, egal cu
f(n), casi graful G.

Rezultd deasemenea ca

e(G(y.x)) = (G)+ c(x)-cly) + aly).
deci, deoarece c(x)=c(y), se obtine a(y)= 0 si astfel
e(Glx.y)) = e(G(r.x)) = £(G).

Fie x un varf oarecare al grafului G s§i y,...»,
varfurile neadiacente cu x. Vom transforma graful G in graful
G, :G(yl,x), apoi graful G, In G, :Gl(yz,x), ... , graful
G,, in G, =G

clici. Graful G, are proprietatea ca varfurile x, y,,...,y, nu sunt

ol (yp,x) cu conservarea numdrului f (n) de

unite intre ele prin muchii, dar V(x) = V(yl) =.= V(yp). Daca
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V(x) =@, ne oprim. In caz contrar vom considera un varf din
V(x) s1 vom repeta aceastd constructie.

In final ajungem la un graf G* multipartit complet, cu
proprietatea ca varfurile sale pot fi partitionate in & clase care
contin respectiv n,,...,n, varfuri, doud varfuri fiind adiacente

dacd si numai daca ele nu apartin aceleeasi clase si astfel incat
c(G*)Z £(n). Dar c(G*)Z n, -...-n, , de unde rezultd ci

f(n) =max max nn,..n,.

k nt.tn =n
S& presupunem ca f(n)=m1,m2,...,mp, unde
m, +..+m,=n. Este clar ca max(ml,...,mp)£4 deoarece,

dacd ar exista un termen, de exemplu m, 25, am avea
3(m1 —3)>m1 sau 2m; >9, deci produsul m,..m, nu ar fi
maxim. Nu pot exista doi factori egali cu patru, deoarece
4.4<3-3-2; la fel nu pot exista trei factori egali cu 2,
deoarece 2-2-2<3-3.

Deasemenea avem —1<m,-m;<1 pentru orice

i,j =L..,p, deoarece dacd, de exemplu, m; >m  +2, atunci
obtinem m;m; <(ml.—1)(mj+1):mimj+ml.—mj—l. Deci toti

factorii m,,...,m sunt egali cu 3 pentru n=0 (mod 3), un

p
singur factor este egali cu 4 (sau doi factori egali cu 2), restul
fiind egal cu 3 pentru n=1 (mod 3) si un factor egal cu 2,

restul fiind egali cu 3 pentru n =2 (mod 3).

95. Vom demonstra proprietatea prin inductie dupa
numarul de varfuri ale grafului G .

Daca graful G are cel mult & +1 varfuri, atunci evident
;((G)S k+1. Sa presupunem ca proprietatea este adevaratd

pentru toate grafurile cu cel mult » varfuri si fie G un graf cu
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n +1 varfuri, cu gradele varfurilor majorate de £ si x un virf al
lui G. Deoarece orice varf al grafului G, obtinut din G prin
suprimarea varfului x si a muchiilor incidente cu x, are gradul
cel mult egal cu k, atunci tinand cont de ipoteza inductiei
rezulta:

2(G.)<k+1.

Deoarece x este adiacent cu cel mult & varfuri din G, putem

colora varful x cu o culoare care nu apare printre culorile
adiacente cu x, astfel incat numarul total de culori utilizate
pentru a colora varfurile lui G sa nu depaseasca k +1. Deci
2(G)<k+1.

96. Notam coordonatele punctelor de intersectie intr-un
sistem ortogonal de axe in plan cu (xl,yl ),...,(xn,yn). Putem
presupune ca directiile axelor sunt astfel alese incat abscisele
X,...,x, sa fie diferite doua cate doud, de exemplu
X, <x,<..<Xx,. Vom colora varfurile grafului in aceasta
ordine cu trei culori. Dacd am colorat cu trei culori varfurile de
abscise x,...,x, ,, varful (x,., yi) are cel mult doud varfuri
adiacente care au fost deja colorate, deoarece nu existd trei
drepte concurente. Deci pentru varful (x,,y,) gisim o a treia
culoare disponibild, pentru i=2,.,n, ceea ce verificd
inegalitatea ceruta.

97. Putem presupune toate fetele Ilui G dintr-o
reprezentare planard triunghiuri, adicd G este o triangulatie a
planului. Intr-adevir, daci G nu este triangulatie vom adiuga
noi muchii grafului G pand cind obtinem o triangulatie G, .
Daca pentru G, inegalitatea cerutd este verificata, ea va fi cu atat
mai mult adevaratad pentru G, deoarece gradele varfurilor lui G,
majoreaza gradele varfurilor grafului G . Deci fie G un graf
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planar cu toate fetele triunghiuri, pentru care suma patratelor
gradelor este maxima. Daca notam cu x un varf de grad minim,
vom arata ca deg(x) =3.

Intr-adevir, daci deg(x)S 2 rezulta
deg(x):2 st graful G se reduce la K,

ceea ce contrazice ipoteza n>4. Sa
presupunem  ca deg(x)24 si fie

incat deg(xl)ﬁ deg(x,.) pentru i=2,..,r, igur 14
unde » = deg(x) >4 (figura 14).

Vom suprima muchia (x, xl) si vom adduga muchia

X,,X,,...,x, varfurile adiacente cu x astfel

(xz,xr), ceea ce produce un nou graf planar G, fard muchii
multiple pentru » > 4.

Daca notam cu S suma patratelor gradelor pentru graful

G sicu S, suma pdatratelor gradelor pentru graful G,, obtinem:
S, =S =(deg(x,)+1) +(deg(x,) +1)" +(deg(x) 1) +
+(deg(x,)-1)° - (deg(x, ))’  (deg(x, ))" - (deg(x))’ ~ (deg(x,))" =
=2 deg(xr ) +2 deg(x2 ) -2 deg(x)— 2 deg(x1 ) +4>0,

deoarece deg(x) < deg(x1 ) < deg(xl.) pentru i =2,...,r.

Aceastd inegalitate contrazice 1nsd maximalitatea
gradului G, deci orice graf G pentru care S este maxima
contine un varf x de grad deg(x) =3.

Vom demonstra acum proprietatea prin inductie dupa ».
Pentru n =4, considerand o reprezentare planara a grafului K,

obtinem 1n ambii membri 36, deci egalitate. Orice alt graf G cu
4 varfuri are o suma a patratelor gradelor mai mica decat 36,
deoarece gradele unor varfuri descresc strict i proprietatea este
demonstrata.
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Sa presupunem ca proprietatea este adevaratd pentru
toate grafurile planare cu cel mult n varfuri si fie G un graf
planar cu n+1 varfuri pentru care suma patratelor gradelor este
maximd si care are toate fetele triunghiulare. Conform
observatiei anterioare, exista un varf x cu gradul d(x)=3. Fie

a,b,c varfurile adiacente cu x. Sa notam cu G, subgraful

obtinut din G prin suprimarea varfului x si a celor trei muchii
incidente cu x .
Cu aceleasi notatii de mai inainte obtinem:

§ =8, +9+(deg(a) +1) +(deg(p) +1) +(deg(c)+1) -
~(deg(a))” ~(deg(b))* ~(deg(c)) =
=S+ 2(deg(a) + deg(b) + deg(c)) +12.
Vom arata cd pentru oricare trei varfuri a, b, ¢ care
induc un subgraf complet cu 3 varfuri intr-un graf planar cu n

2] @ o

Figura 15

varfuri, are loc inegalitatea:
deg(a)+deg(b)+deg(c)£ 2n+1. (B)
Intr-adevar, daca un alt varf d este adiacent cu toate cele
trei varfuri a, b, c, atunci un alt varf e poate fi adiacent cu cel
mult doud dintre varfurile a, b sau c, de exemplu cu a si cu
b, din cauza conditiei de planaritate a grafului G (figura 15).
Deci numarul muchiilor care unesc varfurile a, b, ¢ cu
celelalte n—3 wvarfuri ale grafului G este majorat de
2(n - 3) +1=2n-5. Tinand seama si de contributia muchiilor
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(a,b), (b,c) si (a,c) la gradele deg(a), deg(b), deg(c),
obtinem:

deg(a)+ deg(b) + deg(c) <2n-5+6=2n+l
si (B) este justificata.

Conform ipotezei de inductie, S, < 2(n +3)2 —-62, deci
§<2(n+3) —62+2(2n+1)+12 =2(n+4)’ —62 si inegalitatea
este demonstratd prin inductie. Pentru n =4 am vazut ca
inegalitatea devine egalitate pentru graful K, si sirul gradelor
3,3,3,3. Vom demonstra prin inductie dupd n ca existd un graf

planar triangulat cu n varfuri si gradele varfurilor, care
marginesc fata infinitd egale respectiv cu 3, n—1, n—1, pentru
care inegalitatea devine egalitate.

Figura 16

Intr-adevar, afirmatia se verificd pentru n=4.
Presupunand ca afirmatia este adevarata pentru n, fie G un graf
planar cu proprietatile cerute.

Sa presupunem cd fata infinita a grafului G este
marginitd de ciclul (a,b,c,a) si deg(a)=3, deg(b)Zn—l si
deg(c):n—l. Vom defini un graf planar G, cu proprietdtile
cerute astfel: consideram un nou varf x

n+l
grafului G, pe care il unim prin muchii cu a, b, ¢ cain figura
16. Noua fatd infinitd a grafului G, este marginitd de ciclul

(b,c, X415 b) s deg(xw1 ) =3, deg(a) =4, deg(b) =n si

pe fata infinitd a
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deg(c)=n. G, este o triangulatic si S, =S+9+2n* -
—2(n-1F +16-9=S+4n+14.

Insa conform ipotezei de inductie S = 2(n + 3)2 -62,
deci S, = 2(n + 3)2 -62+4n+l14 = 2(n + 4)2 — 62 si proprietatea
este demonstrata.

Folosind faptul ca functia x“~' : [0, oo) — R este

convexa pentru « > 2, se poate demonstra pe o cale analoaga cu
cea prezentata aici ca

>ar<2n-1)" +(n-4)" +2-3* (C)

i=1
pentru orice graf planar G cu n >4 varfurisi a > 2.

Egalitatea are loc pentru graful planar construit in cazul
a=2, care are gradele d,=d,=n-1; d,=..=d,,=4;
dnfl = dn = 3 :

Pentru o =1 inegalitatea (C) devine egalitate pentru
orice triangulatie a planului §i exprimd faptul cad numarul
muchiilor unei triangulatii este egal cu 3n—6.

98. Sa notdm cu U :{ul,...,um} multimea muchiilor

grafului G si 4, ={f: X >{...2} | f(x)=/(y). unde
u, = (x, y)} Numarul functiilor f care verifica conditia impusa
este egal cu
P,(2)=2 -4 U4,U..U4,).
Putem evalua cardinalul multimii 4, U...U 4,, folosind

principiul includerii si al excluderii:

|A1 U"'UAm = Z(—l)Vﬁ]p(V,ﬂ,),

| =04
V0
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unde p(V,/l) reprezintd numarul functiilor f:X —){1,...,/1}
care iau aceeasi valoare pentru extremitatile fiecarei muchii din
V. Rezulta ca aceste functii iau aceeasi valoare din multimea
{1,...,/1} pentru toate varfurile fiecarei componente conexe a
grafului partial (X,V) al lui G. Deci p(V,/?,) =" cu
aceasta, expresia pentru polinomul cromatic al grafului G este
justificata tinand seama ca termenul A" se obtine pentru V =@,
cand graful partial (X ,V) este format numai din varfuri izolate

si deci are n componente conexe.
Se observa ca singurul termen de gradul n se obtine

pentru V' =@ si anume A", iar termenul de gradul n—1 se
obtine pentru |V| =1.

In acest caz existi C| =m termeni egali cu — A", deci
putem scrie:

P(A)= A" —mA ™ + ...,
unde m este numarul muchiilor grafului G .

Daca se noteazda P,(A)=A"+a A +a,A"? +..+a,,
obtinem in mod analog c¢i a, =C2 =¢,(G), unde ¢,(G)
reprezintd numarul triunghiurilor grafului G. Termenii de
gradul n—2 se obtin pentru c(V) =n-2,cand |V| =2 si graful
partial (X ,V) al lui G contine numai doud muchii, adiacente
sau nu, sau pentru |V| =3, cand graful partial (X , V) contine trei
muchii care formeaza un triunghi.

Deoarece doud muchii pot fi alese in C_ moduri, rezulti
expresia coeficientului a, .

99. Dacda o A-colorare f a grafului G-e are
proprietatea ca f (x) = f (y), unde e = [x, y] ,atunci f esteo A-
colorare si pentru G si reciproc.
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Rezulta ca P, (x”t)—PG (/1) este numarul acelor
A-colorari f ale lui G-e care posedd proprietatea
f&)=r1().

O astfel de A-colorare f a lui G—e produce o A-
e, definind g(z)=f(x)=r(v) si
g(t) =f (t) pentru orice ¢ # z. Reciproc, orice A-colorare ga

colorare g a grafului G

grafului G|e induce o A -colorare f alui G —e cu proprietatea

f(x) = f(y), definind f(x) = f(y) = g(z) si f(t) = g(t) pentru
orice ¢t # x, y . Ambele corespondente fiind injective, rezulta:
Fo e (’1)_ F (’1) = PG\e (’1)

pentru orice numar natural A .

Deoarece in ambii membri ai egalitatii avem polinoame
de un grad dat, rezultd egalitatea intre polinoamele cromatice
pentru orice A .

100. a) Daca K, are multimea varfurilor {xl,...,xn}, 0
A -colorare f poate fi definita in x, In 4 moduri, in x,in 4 -1
moduri, ... ,in x, A—n+1 in moduri, rezultand in final

P (A)=4(a-1) .. (1-n+1)
doua cate doud pentru toate varfurile x,,...,x, .
b) Daca x este un varf de gradul 1 al lui 7, sa notam

prin 7, —x arborele care se obtine din 7, prin suprimarea

varfului x si a muchiei incidente cu x. Orice A -colorare a lui
T —x poate fi extinsd in A —1 moduri la o A -colorare a lui 7,

deci
P, (2)=(2-1)p, ().

Continuand 1n acest mod obtinem
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P (A)=(-1)"p (1)=2(2-1)",
deoarece polinomul cromatic al arborelui cu un singur varf este

A.
c) Daca e este o muchie a ciclului C,, aplicand

proprietatea din problema 99 obtinem:
Pc(’l) = PC—e(ﬂ“)_PC‘e(ﬂ‘)’
C,—e este un lant cu n varfuri si deci conform b) avem

P, (2)=2(2-1)", iar C,le este un ciclu cu n—1 varfuri.
Obtinem:
P. (A)=4(a-1)"-P. (2).

n-1

Repetand acelasi rationament se deduce:

P (A)=2(a-1)" - a(a-1)" +.+ (1) a(2-1),
deoarece P, (1)= P, (4)=2(A-1)(2-2)=A(2-1) - (2 -1).
Putem scrie

A=) =(p-1+1)a-1)" =(2-1)" +(2-1)
pentru 2 < p <n, deci:
P (A)=(a-1)+(-1)" -(a-1)" -(a-1)" +..+
+HE)7 -1 )T =)= () + ) (=),
101. Vom demonstra ambele proprietdti prin inductie
dupa numarul de muchii ale grafului G. Pentru graful cu n

varfuri izolate obtinem P (x) = x", care are forma dorita.

Sa presupunem proprietatea de alternantd a semnelor
coeficientilor polinomului cromatic adevaratd pentru toate
grafurile cu n varfuri si m < p—1 muchii si sd o demonstram

A .. 2 ..
pentru un graf oarecare G cu n varfuri si p < C,; muchii.

Fie e o muchie a lui G. Conform proprietitii din
problema obtinem:
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PG(x): PG—e(x)_PG\e(x)'

Deoarece grafurile G—-e si G|e au cel mult p-1
muchii, putem aplica ipoteza de inductie, gasind:

P (x)=x"=b, _x""+b ,x"? = +(=1)"bx

Py (x)=x""—c,,x"2+c,_ x> — . +(-1)"cx,
unde b,,c; 2 01n (1) gdsim:

B (x) =x" - (bn—l + 1)xn_1 + (bn—Z te,, )xn_2 .t

1) (b e ),

demonstreaza prima proprietate.

Graful G are cu o muchie mai mult decit G—e are
coeficientul a, , =b,  +1, iar a, , =0 pentru graful cu n
varfuri si fard nici o muchie. Mai rezultd deci ca a, , este

numarul muchiilor grafului G .
Fie acum G un graf conex cu n varfuri. Vom demonstra
cd a, >0 prin inductie dupd numarul de muchii ale lui G . Daca

G are numarul de muchii, egal cu n—1, el este un arbore si
conform problemei 80 polinomul sdu cromatic este

P, (x) = x(x - 1)"_l =
=x"— (¢ et (e ke - 1) (e,
deci inegalitatea a, >0 pentru 1 <i <n—1 este verificata.

Sa presupunem ca proprietatea este adevaratd pentru
orice graf conex cu n varfuri §i m muchii, care verifica
n—-1<m<p-1,
si sd o demonstram pentru un graf conex G cu n varfuri si
p < C? muchii.
Presupunand cd G nu este arbore, existd o muchie e
astfel incat G —e este graf conex. Graful G|e obtinut prin
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identificarea extremitatilor muchiei e este de asemenea conex si
folosind notatiile anterioare gdsim: a, =b, +¢, pentru
i=L..,n-1 cu ¢,, =1, deci a, >0 conform ipotezei de
inductie.

102. Reprezentand sahistii prin varfurile grafului complet
K, , partidele desfdsurate intr-o zi se pot reprezenta printr-o

multime de muchii care nu au doud cate doud extremitati
comune.

Rezultda c¢d numarul minim de zile in care se poate
termina turneul este egal cu numarul minim de culori necesare
pentru a colora muchiile lui K, , astfel incat oricare doua muchii

0o
cu o extremitate comunad sd aiba culori diferite.

Intr-adevar, putem colora cu o aceeasi culoare muchiile
corespunzatoare partidelor care se desfasoara in aceiasi zi.

Deci numdrul minim de zile este q(Kn), deci n zile
pentru n impar si n—1 zile pentru n par, tindnd seama de
problema precedenta.
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