CAPITOLUL 4

RELATII DE ECHIVALENTA

1. Relatii de echivalenta

Definitie 4.1.1.  Relatie binara p pe multimea X se numeste relatie de echivalenta,
daca ea poseda urmatoarele proprietati:

1)Vx € X xpx (reflexivitate);

2)Ve,y € X (zpy = ypx) (simetrie);

3)Vr,y,z € X (zpy st ypz = xpz) (tranzitivitate).

Exemple.

1. Relatia de egalitate a elementelor unei mulgimi arbitrare X (z,y € X zpy < z =y)
este o relatie de echivalenta.

2. Relatia de asemanare a triunghiurilor din plan este o relatie de echivalenta.

Teorema 4.1.1.  Fie (p;)ie; — o familie de relatii de echivalenta pe mulfimea X.
Atunci p = () pi este o relatie de echivalenta pe multimea X .

Demonlseé'a!;ie. Cum pentru fiecare z € X avem (z,z) € p; (Vi € I), rezultad
(x,z) € ) pi = p, adicd p este o relatie reflexiva.

Fie :;,egl/ € X cu proprietatea (z,y) € p. Atunci (z,y) € p; (Vi € I), si cum p; este o
relatie simetrica, rezultd (y,z) € p; (Vi € I) si, prin urmare, (y,x) € ﬂ pi = p. Asadar, p
este o relatie simetrica. !

Fie x,y,z € X cu proprietatea (z,y) € p si (y,z) € p. Atunci (z,y) € p; s
urmare, (x,z) € p. Deci, p este o relatie tranzitiva. Teorema este demonstrata.

Teorema 4.1.2. Fie p — o relafie binara simetrica arbitrara pe multimea X. Atunci

relatia binara
n=0
este o relatie de echivalenta pe mulfimea X.

Demonstratie. Cum Ax = p’ C |J p" = p*, p* este o relatie reflexiva.
n=0
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Pentru a demonstra ca p* este o relatie simetrica, vom demonstra, utilizdnd inductia
matematicd dupa n € N*, ci p" este simetricd. Din conditiile teoremei rezulti, ci p' este
o relatie simetrici. Vom stabili simetria relatiei p"*!, in presupunerea ci p" este simetrici
(n € N*). Pentru orice x,2z € X din conditia (z,2) € p"*! rezulti existenta y € X cu
proprietatea (z,y) € p* ¢ (y,z) € p. Cum p" si p sunt relatii simetrice, (z,y) € p si
(y,z) € p" si, prin urmare, (z,7) € p" o p = p"*1. Agadar, conform inductiei matematice,
pentru fiecare n € N* relatia p" este simetrica.

Considerand acum elementele arbitrare z,y € X cu proprietatea (z,y) € p*, se obtine
(x,y) € p" pentru un oarecare n € N. Din simetria relatiei p" rezulta (y,z) € p", si, prin
urmare, (y,x) € p. Agadar, relatia p* este simetrica.

Fie x,y, 2 € X — elementele arbitrare din X cu proprietatea (z,y) € p* si (y,2) € p*.
Din modul de definire a lui p se obtine (z,y) € p"* s (y,z) € p™ pentru careva m,n € N.

" adica (z,z) € p*, deci relatia p* este tranzitiva. Teorema

Atunci (z,z) € p™o p" = p™t
este demonstrati.

Consecinta 4.1.1. Pentru fiecare relatie binara p pe mulfimea X relatia

[e.9]

p=Jpup™"

n=0
este o relatie de echivalenta pe mulfimea X.

Demonstratie. Cum relatia p U p~! este simetricd, afirmatia rezulta din teorema
precedenta.

Definitie 4.1.2. Fie p — relafie de echivalentd pe mulfimea X. Multimea

(], ={y € X | ypx}

se numeste clasa de echivalenta, asociata elementului x prin relatia p.

Definitie 4.1.3. Multimea

X/p={lal, | #€ X}

se numeste multime factor a multimii X prin relatia p.
Exemplu. Considerdam pe mulgimea R\ {0} relatia de echivalentd zpy < zy > 0.
Atunci

Ve>0 = [z],={yeR | y-z>0}=(0,+00).
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Similar, pentru fiecare < 0 se obtine [z], = (—00,0). Prin urmare,

R\ {0} /p = {(~00,0), (0, +00)}.

Definitie 4.1.4. Fie p — o relatie de echivalenta pe multimea X . Aplicatia
pxp: X — X/p, pxp(z) = [7],

se numeste aplicatie canonica a multimic X pe mulfimea factor X/p.
Teorema 4.1.3. Fie p o relatie de echivalenta pe mulfimea X . Atunci urmdtoarele
afirmatic sunt juste:

1) fiecare element aparfine clasei de echivalentd, a carei reprezentant este el, adica
Vee X = x¢€lz],;

2) reuniunea tuturor claselor de echivalenta formeaza mulfimea X,
X = U [x]p;
zeX
3) doua clase de echivalentd sunt egale atunci si numai atunci, cand reprezentantii lor

sunt echivalenti, adica
Veye X ([, =1y, = zpy);

4) oricare doud clase de echivalentd sau coincid sau nu se intersecteaza, adicd

Ve,ye X ([z], =y, sau [z],N[y], = D).

Demonstratie.

1. Pentru fiecare z € X din reflexivitatea relatiei p rezultd xpz, prin urmare, x € [z,.

2. Cum pentru fiecare € X are loc [z], C X, rezultd |J [z], C X. Cum pentru fiecare
zeX

x € X din afirmatia 1) rezultd = € [z],, deci z € | [y],, si, prin urmare, X C | [y],.
yeX yeX

3. Dacd [z], = [y],, atunci, conform afirmatiei 1), = € [z],, si, prin urmare, = € [y|,, de
unde rezulta xpy.

Dacd xpy, atunci pentru fiecare ¢ € [z], urmeaza tpr. Tinand seami cd xpy si p este
o relatie tranzitivd, se obtine tpy. Prin urmare, [z], C [y],. Similar se demonstreaza

incluziunea [y], C [z],.
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4. Fie [z]N[y] # @ i to € [z], N [yl,. Atunci zpty si topy, si, prin urmare, zpy.
Atunci, conform afirmatiei 3), [z], = [y],.
Teorema 4.1.4. Fie p,p' — relatii de echivalenta pe mulfimile X i respectiv Y,

f: X =Y o functie cu proprietatea

Ve,ye X (zpy = f(x)p'f(y)).

Atunci exista o funcfie unica f: X/ — Y/ , astfel incat
p o'

f OPx,p =Py, © fa

adica diagrama

X # Y

vap J{ J{ pY,p’

X/p _f, Y/p’

este comutativa.

Demonstratie.

Eristenta. Definim f : X/p — Y/p’ prin egalitatea f([x]p) = [f(x)],. Daca [z], = [y],
atunci zpy si, prin urmare, f(z)p'f(y), adica [f(x)], = [f(y)],. Asadar, definitia functiei
este corecta.

Pentru fiecare x € X se obtine

(Fopss) @ = Fllely) = /@)y = (v o ) (@),

de unde rezulta egalitatea fo Px,p =Py, o f.
Unicitatea. Fie f: X/p — Y/p’ — o functie, astfel incat fo Pz,p = Dy, © f. Atunci

pentru fiecare [z], € X/p avem

Tzl = (Forxy) @) = (v, o ) (@) = (@)

adica functia f numaidecat actioneazi conform regulei f([z] o) = [f(x)],.
Teorema 4.1.5. Fie f: X — Y o functie. Atunci sunt juste afirmatiile:
1) relatia x1pxs < f(x1) = f(22) este o relatie de echivalenta pe multimea X ;
2) functia f - X/p — f(X), f([x]p) = f(x) este definita corect gi este bijectiva;
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3) functia f se reprezintda ca compozitie f = Z.f(X)7YOfOpX,p7 unde ipxyy @ f(X) =Y,

irx)y (Y) =y, adica diagrama

X e . x / 0
r 7
v )

este comutativa.
Demonstratie. Cum 1 si 3 sunt evidente, vom demonstra 2.

Verificam corectitudinea definitiei f Daca [z], = [y],, atunci ypzx si, prin urmare,

Cum pentru fiecare y € f(X) se obtine y = f(x) pentru un careva x € X, deci y = f([:v]p),
rezulta, ca functia feste surjectiva.
Fie [z],, [y], € X/p — elementele arbitrare, astfel incat [z], # [y],. Atunci (z,y) & p si,

prin urmare,

Fl2))) = f(x) # £) = F([lo),
adica feste injectiva.
2. Partitie a unei multimi

Definitie 4.2.1. O familie de multimi (X, )aer Se numeste partifie a mulfimii nevide
X, daca sunt indeplinite conditiile:

1) multimile X, nu sunt vide, adica
Vael = X,#;
2) multimile X; sunt disjuncte, adicd
Va,0e€l (a#p = XoNXzg=0);

3) reuniunea familiei de multimi (X, )aer este X, adica

UXa:X.

ael

Multimea partitiilor, ce se pot defini pe multimea X, se noteazia cu Part(X).
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Exemplu. Familia de multimi X; = {n € Z | n—i se divide prin 5}, (i =0,1,2,3,4)
este o partitie a multimii Z.
(1) Multimile X; nu sunt vide, de exemplu i € X;, (i = 0,4).
(2) Multimile X; sunt disjuncte doud cate doud. In adevir, in caz contrar existd
r e X;NX; (0<i<j<5), deunde bjlx —¢ gi 5z —j. Prin urmare,
5|(x — i) — (SC4—j), de unde 5|j — i, ceea ce contrazice 0 < j—i <5.

4
(3) Incluziunea |J X; C Z este evidenta. Sa demonstram incluziunea Z C |J X;. Fie

n € Z un elézloent arbitrar si 7 — restul de la impartirea lui la 5. Atungon —J se
divide cu 5, si, prin urmare, n € X; C .Lj X;.

Definitie 4.2.2.  Doud partifii o = (XSiOe] si 8= (Y))jes pe mulfimea X se
numesc echivalente (notatie o ~ [3), daca exista o functie bijectiva f : I — J, astfel incdt
X; = Yy oricare ar fii € 1.

Teorema 4.2.1. Relatia ~ pe multimea Part(X) este o relatie de echivalenta.

Demonstratie. Pentru fiecare a = (X;);c; € Part(X), functia 1x : I — I este o
bijectie si Vi € I X; = X;,(;). Prin urmare, a ~ a, si relatia ~ este reflexiva.

Consideram partitiile arbitrare o = (X;)ier si 8 = (Y;)jes pe multimea X, astfel
incat o ~ 3. Atunci existd o functie bijectiva f : I — J, astfel incat Vi € I X; = Y.
Prin urmare, functia f~' : J — I este bijectiva si Vj € J X;-1(;) = Y}, adicd § ~ a.
Asadar, relatia ~ este simetrica.

Pentru a demonstra tranzitivitatea relatiei ~, consideram partitille o = (X})ier,
B = (Y))jes, v = (Zi)rek, astfel incat o ~ [ gi B ~ . Atunci existd functiile bijec-
tive f: I — J, g:J — K, astfel incat:

Viel X;=Yyy si Vied Y;=Zy.
Cum functia go f : [ — K este bijectie, si se verificd proprietatea
Viel Xi=Yia) = Zys0)

rezulta a ~ 7y, si deci, relatia ~ este tranzitiva.
Teorema 4.2.2. Fie a = (X;)ie; 0 partitie a mulfimii X. Atunci relatia binara
p = o(a) pe X, definita astfel
p= U<Xl x X;), adica zpy < Jiel xeX; gi ye X, (1)
icl
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este o relatie de echivalenta pe mulfimea X.

Demonstratie. Fie x € X arbitrar. Cum « este o partitie pe X, rezulta, ca exista
1 € I cu proprietatea © € X;. Asadar, xpx, si relatia p este reflexiva.

Fie z,y € X — doud elemente, astfel incat xpy. Atunci existd ¢ € [ cu proprietatea
r e X; ANy € X;. Rezulta, cay € X; si x € X;, adica ypx, si relatia p este simetrica.

Verificam tranzitivitatea. Fie x,y, 2z € X, ce verifica conditiile zpy Aypz. Atunci pentru
carevai,j € lavemz € X; ANye X; ANy e X; A ze€ X,. Cumpentrui # 5 X;NX; =@,
rezulta ¢ =jsix € X; Az € Z;, adica zpz, si p — tranzitiva.

Teorema 4.2.3. Functia ¢ : Part(X) — R(z) definita de (1), verifica urmatoarele
proprietas:

1) functia ¢ este surjectivd;

2) partitiile o si B sunt echivalente atunci $i numai atunci, cind o(a) = p(5), adica
Va, B € Part(X) (a~pB < ola) = ¢(8)).

Demonstratie.

1. Fie p € R(X) — o relatie de echivalentd arbitrard, o = (X;);er, unde I = X/p,
X; = 1. Conform teoremei 4.1.3, familia « este o partitie a multimii X.

Conform teoremei 4.1.3, pentru orice xz,y € X conditia zpy este echivalenta conditiei
zp(a)y, adicd existenta X; € X/p cu proprietitile z € X; Ay € X;. In adevir, daci zpy,
conform teoremei 4.1.3, putem considera X; = [z], = [y],. Daca pentru un careva [z, = X
se verifica proprietatile z € X; Ay € X;, atunci in baza definitiei 4.1.2, zpx A zpy. Utilizand
simetria gi tranzitivitatea relatiei p, se obtine xpy.

Asgadar, p(a) = p, deci, functia ¢ este surjectivi.

2. Fie partitiile & = (X;)ier, 8 = (Y;);jes —echivalente. Atunci exista o functie bijectiva
f I — J cu proprietatea Vi € I X; = Yj(;). Rezulta, ca
Ve,ye X zp(Bly & FjedJ xeYjhyeY;, & Jiel j=fi)AzeY,ANyecY, &
& JielzeX;Nye X, & zpla)y,
de unde ¢(a) = ¢(B).

Fie acum, cd pentru partitiile o = (X;)ier 51 0 = (Yj)jes se verificd p(a) = ¢(5). Sa

demonstram, ca a ~ 3. Vom verifica, ca functia

il fi)=j & Xi=Y,
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este definita corect gi este bijectie.
Fixam un element arbitrar € X;. Cum [ este o partitie a multimii X, exista aga un

Y; cu proprietate x € Y;. Atunci
yeX; & wzpla)y & zp(Bly & yeyj,
si, prin urmare, X; =Y. Asadar,
VX;jea 3 epf X;=Y]

Cum partitiile o si 8 sunt arbitrare, VY; € 8 3X; € o X; = Xj, si, prin urmare,
functia f este surjectiva.

Cum diferite elemente ale partitiilor sunt disjuncte doua cate doua, rezulta, ca functia
f este injectiva.

Asgadar, functia f : I — J cu X; = Yy;) este bijectie, ceea ce demonstreaza echivalenta
a~ (.

Consecinta 4.2.1. Functia
¢ : PartX/ ~— R(X), &(la].) = ¢(a) (2)

este definita corect si este bijectiva.

Afirmatia rezulta din teorema precedenta si teorema 4.1.5.

Teorema 4.2.4. Fie X — o mulfime nevida, p — o relafie de echivalenta pe X.
Fie I = X/p, functia 1x,, : I — X/p si X; = 1x4,(i), © € 1. Atunci familia
a =1Y(p) = (Xi)ier este o partitie a mulfimii X .

Demonstratie. Conform teoremei 4.1.3, au loc proprietatile:
1) fiecare clasd de echivalenta X; € X/p este o multime nevida,
2) daca clasele de echivalentd X;, X; € X/p nu coincid, intersectia lor e vida;
3) UX; =X.

i€l

Prin urmare, familia (X;);c; este o partitie a mulfimii X.

Teorema 4.2.5. Functia

0 R(X) = Part(X)/ ~, &= [b(p)].,
unde functia ¢ este definita in teorema precedenta i functia ¢, definita de relatia (2), sunt
TECIproc Inverse.
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Demonstratie. Pentru fiecare p € R(X) avem (g o ¥)(p) = @([v(p)]~) = @(¥(p)).

Tinand seama, ca
Y(p) = (Xi)ier, unde I =X/p, X; =1x,(i), i €1,
pentru orice x,y € X se obtine
(x,y) € p(¥(p)) & Fiel ryeX;, & JNeX/p: x,yeX;, & (r,y)€p.

Prin urmare,

(@OQM(P) =P §1 deCi7 aolﬁ: ]-R(X)

Cum functia @ este bijectiva (a se vedea consecinta 4.2.1.), rezulta =51
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