CAPITOLUL 2

FUNCTII MASURABILE

1. Functii masurabile

Functii masurabile ocupa un rol important in teoria masurii si integrarii. Ele sunt
definite pe spatii masurabile.

Definitie 2.1.1. Vom numi spativ masurabil perechea (X, ), unde X — spatiu, A — o
o-algebra de mulfimi din P(X). Multimea A € X cu A € 2 se numeste mulfime masurabila
sau A-masurabila.

Exemplul 2.1.1. Fie A = R, 2 = B(R) — g-algebra tuturor multimilor boreliene de pe
axa reald. In spatiul masurabil (R, B(R)) multimi misurabile sunt multimi boreliene din
R, aceste multimi se mai numesc masurabile in sens Borel.

Definitie 2.1.2. Vom numi spatiu cu masura tripletul (X, 2, p), unde X — spatiu, 2A
~ 0 o-algebra de mulgimi din P(X) si u — masura definita pe o-algebra 2.

Exemplul 2.1.2. Fie (R,B(R)) — spatiul masurabil definit in exemplul 2.1.1,
m — masura Lebesgue pe axa reala. Atunci (R, B(R),m) — spatiu cu masurd completa
si o-finita.

Definitie 2.1.3. Fie (X, ) gi (X1,%) spatii masurabile si f : X — Xy o functie.
Vom spune ca functia [ este masurabila, daca proimaginea oricarer mulfimi Ay -masurabile
este o multime A-masurabild, adicd pentru VA; € Ay avem f~1(A;) € A.

Observatie 2.1.1. Vom considera in continuare functii numerice f : X — R, unde
(X, 20) spatiu cu masurd, R = RU{—o0, +0o} — dreapta reala incheiati. Multimi masurabile
in R se consideri multimile boreliene. Prin urmare, o functie numerici este misurabili,
daca proimaginea oricdrei multimi boreliene B C R este o multime misurabild, adici
fYB) e

In cazul unei functii numerice definitia functiei masurabile poate fi dati mai simplu.
Vom nota {f < ¢} multimea X, ={x € X | f(z) <c},Yo={f>c}={r e X | f(zx) > ¢},
Ze={f>c={ee X[f@x)>c},We={f<c} ={r e X | f(x) <c}.
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Teorema 2.1.1. Functia numerica f, definita pe spatiul masurabil (X,2) este
masurabila daca gi numai daca pentru Ve € R multimea {f < ¢} este masurabila.

Demonstratie. Necesitatea. Cum pentru Ve € R intervalul I = (—oo, ¢) este mul{ime
boreliani, rezultd f~'(1) = {f < ¢} este multime masurabild (f-masurabili).

Suficienfa. Cum pentru Vf : X — X si VA, B, A; C X au loc egalitatile:
! (U Ai) = U (A, (51)

fHANB) = fTHA)\ f(B), (52)

fHA) = f71(A). (53)

Rezulta ca pentru orice functie f definita pe un spatiu masurabil, multimile, proimagi-
nile carora sunt méasurabile, formeaza o o-algebra.

Fie {f < c} € A, Vc e R. Vom aridta cid f — functie masurabild. Pentru V{c;,c2} C R
cu ¢ < ¢o din (52) rezulta:

{an < f <o} = fH[er, e2)) = f7H((=00, e2)\ (=00, 1)) = fH(—00, ) \fTH{(—00, 1)) =
={f <} \{f <a},
adicd {1 < f <} €.

Agadar familia de submul{imi din R, proimaginile cirora sunt masurabile, este o
o-algebrd ce contine toate intervalele de forma [ci,c), si, prin urmare, contine toate
multimile boreliene.

Teorema 2.1.2.  Afirmatia teoremei 2.1.1 ramdne valabila, daca mulfimea X, se
inlocuteste cu oricare din multimile Y., Z. sau W.,.

Demonstratie. Fie pentru Ve € R multimea X, este masurabila. Atunci Y, = X \ X,
este masurabila pentru Ve € R ca diferentd a doua multimi méasurabile. Consideram acum
multimea W,. Cum W, = {f < ¢} = {f < ¢+ L}, rezultd W, masurabild pentru Vc € R
ca intersectie numarabila de multimi ;Lnéisurabile. Masurabilitatea multimii Z. rezulta din
egalitatea Z. = X \ W..

Teorema 2.1.3. Functia f : X — R este masurabild atunci si numai atunci cdnd

pentru ¥r € Q mulfimea {f <1} este masurabila.
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Exemplul 2.1.3. Fie (X,2() un spatiu masurabil, A C X,
1, daca ze€ A, o
Iy(z) = — indicatorul multimii A. Cum pentru Vc € R
0, dacd =z ¢ A,
@, dacd ¢ <0,
{In<c}=4¢ A, daci 0<c<1,

X, daca c¢>1,

rezultd ca [4(zr) este functie masurabild, dacd si numai daca A este multime masurabila.

Exemplul 2.1.4. Fie X = [0,1], A = B([0,1)), D(z) — restrictia functiei Dirichlet pe

1, ze€Q,
0.1, D)= Y
0, zel0,1]\Q.
Cum
a, daci ¢ <0,
{D<c}=4¢ QnN[0,1], daci 0<c<1,
[0,1], daca ¢>1,

rezulti ca D(x) este functie masurabila.

2. Proprietatile functiilor masurabile

Fie (X, %) un spatiu masurabil. Vom nota prin M(X) multimea functiilor mésurabile
f: X — R. Vom stabili in continuare proprietitile functiilor misurabile.

Teorema 2.2.1. Fie f € M(X), g : R — R o functie masurabild in sens Borel.
Atunci functia compusa h(x) = g(f(z)) este masurabild pe X.

Teorema 2.2.2. Daca f(x) = a = const pe X, atunci f € M(X).

Teorema 2.2.3. Fie {f,g} C M(X),a € R. Atunci
a)a-feMX), b IfleMX), ¢ fPeMX),  d) ft+geMX),
e) f-9ge M(X), f) ! € M(X) (in conditia g(z) #0, Vr € X),
g max{f.g) € M(X), 1) min{f.g) € M(X).

Demonstratie. a) Fie a # 0. Atunci, cum
{f<§}, daca a > 0,

{a-f<ct=

{f>§}, daca a <0,

rezultd f € M(X). Daca a =0, in mod trivial, f € M(X).
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b) Misurabilitatea functiei | f| rezulta din relatia

g, daca ¢ <0,
{lfl <c}=
{f<ctn{f>—-c}, daci ¢>0.

¢) Masurabilitatea functiei f? rezultd din relatia

g, daca ¢ <0,

{fP<ch=
|f] < /¢, daca c¢>0,

si proprietatea b).

d) Fie Q = (7%)ken — sirul numerelor rationale. Cum pentru Ve € R
{f+g<c} :U({f <7} N{g <a—ri}),
k
rezultd f 4+ g € M(X).
e) Cum

frg==((f+9°—(f—9)?),

n-l>|'—‘

rezultd f - g € M(X).
1 1
f) Fie Vx € X g(z) # 0. Cum S f - — este suficient si aratam cd — € M(X). Dar
9 9 9

{g < 0}, dacd ¢=0,

1
{§<C}= {g<0}uU{g>1}, daca c¢>0,
{g<0}n{g>1}, daca c<O,

rezulta g € M(X).

g) Cum max{f, g} = fHg+1f -4l

, rezulta max{f, g} € M(X).

h) Cum min{f, g} = U ‘f gl , rezulta min{ f, g} € M(X).

Teorema 2.2.4. Fie f, : (X A) — R, n € N un sir de functii masurabile. Atunci

functiile sup fn,lnf fn, im f,, hm fn sunt masurabile.

n—oo

Demonstratle Cum {sup fn <c} = ﬂ{fn < ¢}, rezulta sup fn € M(X). Atunci

inf f,, = —sup(—f,) este o func’gle masurablla. Din definitie avem c& lim f,, = infsup f,,
n n n
p=n
lim f,, = infsup f, care sunt functii masurabile conform celor demonstrate anterior.
n n op>n
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3. Functii echivalente

In continuare com considera functii numerice definite pe un spatiu cu misurd finita
(X, 24, ).

Definitie 2.3.1. O proprietate P are loc aproape peste tot (a.p.t.) (sau se verifica
(mod 1)), dacd aceasta proprietate se verifici mulfimea X \ E, unde u(E) = 0.

Definitie 2.3.2. Douad definitii f si g se numesc echivalente, daca ele coincid a.p.t.,
adica p({x € X|f(x) # g(z)}) = 0.

Notatie: f ~ gsau f =g (mod p).

Teorema 2.3.1. Fie u — masura completa, g € M(X) si f = g (mod p). Atunci
feM(X).

Demonstratie. Din ¢ € M(X) rezultd ca pentru Ve € R multimea {g < ¢} este
masurabila. Cum f = g (mod p), rezulta cd si multimea {f < ¢} este masurabild, deoarece
multimile {f < ¢} si {g < ¢} difera printr-o submultime de masura nuld {f # g}, ce este
masurabild, deoarece p — méasura completa.

Teorema 2.3.2. Relatia de echivalenta este reflexiva, simetrica $i tranzitiva pe

M(X).

4. Siruri de functii masurabile

Vom considera diferite tipuri de convergenta a functiilor masurabile gi legaturile dintre
ele. Fie (X, %, 1) — un spatiu cu masura.

Vom spune ca girul de functii (f,,) converge punctual (notatie f, — f) la functia f daca
VeeX Ve>0 dngeN Vn>ng : |fulz)— fl2)] <e.

Teorema 2.4.1. Fie sirul de functii masurabile (f,) converge punctual la functia f.
Atunci f € M(X).

Demonstratie. Fie pentru orice z € X : lim fy(z) = f(z). Cum pentru Vc € R

k—oo

{f<c}:[j[jﬁ{fk<c—%}

m=1n=1k=n

1
$i multimile < fp < c— p. sunt méasurabile (f; € M(X)), rezultd {f < ¢} — multime

mdsurabila si f € M(X).
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Definitie 2.4.1.  Vom spune cd sirul de functii (f,), fo: X — R n € N con-
verge a.p.t. (sau dupd mod p) la functia f : X — R, dacd IE € A cu pu(E) = 0 si
Vre X\ E T}Lrgofn(x) = f(z). Notatie f, ol f sau fr, — f (mod p).

Teorema 2.4.2. Fie (X, 2, 1) un spatiuv cu masura completa, (f,) — un gir de functii
masurabile, f, : X — R, n€N si f, — f (mod p). Atunci f € M(X).

Demonstratie. Din f, — f (mod p) avem f, — f pe X \ E, unde
E={xe€ X|fn# [} ¢ p(E)=0. Cum pentru Ve € R:

{(f<ad={f<adYWX\E)UE)={z e X\E| f(x) <c}| [{r e XNE| fx) <c}

pe X \ F functia f este misurabild conform teoremei 2.4.1 i cum g — misurd completd,
feM(X).

Teorema 2.4.3. (Egorov) Fie (f,) un sir de functii masurabile, f, — f (mod p),
f e M(X). Atunci pentru ¥e > 0 JA. € A cu u(A.) < e si pe X \ Ac  fn converge
uniform la f.

Demonstratie. Fie FF € A, u(F) =0 si Ve € X\ F fu.(x) — f(z), n — oc.

Pentru fiecare j > 1 gi k > 1 consideram multimile

E; " ~ {35 €X ' fi(z) — fz)| < %} €A

1=

Pentru fiecare k& > 1 avem Ey, C Eo C ... si X\ F C |J Ej,. Prin urmare,
j=1

— — S —

Eix, D Ey D .. si ) Ej C X\ F. De aici, conform conditiilor teoremei si continuitatii
j=1

masurii

0=p <ﬂ Ejk) = lim (Ej)-

j=1
Fie € > 0 fixat. Din ultima egalitate avem

. S
Vk>1 Elj(k,c‘:) : M(Ej(k,ef),k) < —=.

Consideram mulfimea

de ® =
A, e U Ej(k,e),k e
k=1

pentru care din o-semiaditivitatea masurii p avem



oo
Dacd z € X \ A., atunci z € () Ejuonr =
k=1

Vk > 1 sup |fu(z) = f2)] < sup |fulz) = f(2)] < % n = jk,e),

r€X\A. TE€Ej (12
ce demonstreazi converganta uniforma a sirului f, pe X \ A..

Observatie 2.4.1. Teorema Egorov nu are loc pentru masuri ce primesc valoarea +o0,
chiar si dacéa ele sunt o-finite.

Definitie 2.4.2. Fie functiile f, f, : X — R, n > 1 masurabile. Vom spune ca sirul
de functii f, converge in masurd la functia f (notatie f, 25 f, sau unh_{lc}o fn=1), daca
Ve>0 : p({fx e X | |fule) = f(z)| = c}) — 0, n — oo.

Teorema 2.4.4. Daci f, == f si fn —— g, atunci f = g (mod ).

Demonstratie. Pentru Vn € N gi Ve > 0 avem

w({r € X | 17) —g@)| 2 e}) = (fo € X | |f(@) = fule) + fule) — ga)] > €}) <

}) +M<{xeX ‘ | fa(z) = g(2)] > }) — 0, (54)

8

gu({xeX ‘ |f(x) = ful@)] >

DO ™
O M

s-a folosit semiaditivitatea masurii g si incluziunea

o€ X | 1f@) = fule) + fule) — gla)] = &} C &eﬂum—mmz

U{eex]inw-owiz 5}

DO ™

Cum
o0

{xexymw¢mmkzu{xex\um%ﬂuﬂz

k=1

|

| =

din (54) i o-semiaditivitatea méasurii p rezulta

pfr e X | f(z) # g(x)}) =0,

adica f = g (mod p).

Teorema 2.4.5. (Lebesque) Fie girul de functii finite, masurabile (f,,) a.p.t. converge
la functia masurabila f. Atunci f, —— f.

Demonstratie. Fie A = {z € X | f.(z) /4 f(z)}, conform conditiilor teoremei
u(A) =0. Fie

Ey(e) ={z € X | |fale) = f(2)| 2 e}, Rule) = (J Eile), M =[)Rule).
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Usor de verificat cd multimile introduse sunt masurabile. Avem R;(g) D Ry(e) D

Prin urmare, conform teoremei despre continuitatea masurii

i (R, (2)) = u(00) (59
Si ardtim ci M C A. In adevir, fie z ¢ A. Rezulta ci lim fu(z) = f(x) si pentru

e >0 dn € N astfel incat pentru Vk > n | fi(x) — f(2)] < ¢, adlca x & Ex(e), Yk >n.
Agadar, M C A si cum pu(A) =0 gi p(M) = 0. Din (55) rezultad hm u( n(€)) =0 gi cum
E,.(e) C R,(g) teorema este demonstrata.

Observatie 2.4.2. 1) Observatia 2.4.1 raméne valabild si in cazul teoremei Lebesgue.
2) Din convergenta in masurd, in general, nu rezulta convergenta a.p.t. In acelasi timp are
loc:

Teorema 2.4.6. (Riesz) Fie sirul de functii finite, masurabile (fn)nen converge in

masurd la functia f. Atunci exista subsir (fu, )nen astfel incat f,, — f (mod p).

5. Functii simple

Fie (X, 2, 1) un spatiu cu masura.

Definitie 2.5.1. Funcfia numerica f : X — R, definita pe spatiul masurabil (X, )
se numeste simpla, daca ea primeste un numar finit de valori distincte.

Observatie 2.5.1. a) Fie f o functie simpla cu f(X) = {c,¢2,...,¢c,}. Consideram
multimile A; = {z € X | f(z) = ¢;}, j = 1,n. Atunci, cum ¢; # c;,

AinA;j=o, i#j | |4=X (56)
j=1
si
r) =) ¢ lax), z€X. (57)
j=1

b) Suma gi produsul a doud functii simple este o functie simpla.
Teorema 2.5.1.  Functia simpla (57) este masurabila atunci si numai atunci cind
toate multimile A; sunt masurabile.
Demonstratie.  Necesitatea. Daca f € M(X), atunci fiecare din mulgimile
={x € X | f(z) = ¢;} = f'({¢;}) sunt misurabile, ca proimagini ale mulimilor
boreliene {c;} C R.
41



Suficienfa. Cum fiecare din mul{imile A; sunt masurabile, I, () — este functie masurabila,
j = 1,n, si, prin urmare, si f € M(X) ca combinatie liniard de functii masurabile.
Teorema 2.5.2. Fie f : X — R o functie masurabild definitd pe spatiu mdasurabil

(X, 20). Atunci exista un sir de functii simple masurabile (f,), astfel tncdt
fa(z) = f(z), n—o0, VrelX.
Daca functia f este marginita pe X, atunci sirul (f,,) poate fi ales astfel incdt
folz) = f(x), n— o0 pe X.

Daca functia f este nenegativa pe X, atunci sirul (f,), poate fi ales crescator.
Demonstratie. Initial vom demonstra teorema pentru functii nenegative. Fie

f(z) >0, Vz e X. Pentru orice n € N definim

——, dacdi — < f(z) < — k=1,2,...,n-2",
n, daca f(x) > n.
Este evident ca girul (f,,), este crescitor i ca f, este o functie simpla nenegativi (ea
primegte cel mult n - 2" + 1 valori). Din f € M(X) si (58) rezultd f, € M(X), Vn € N,

Vom demonstra ca pentru Vo € X

lim f, (2) = f(2). (59)

n—oo
In adevir, dacd f(x) < +oo, pentru n destul de mari vom avea f(z) < n si atunci din

(58) rezulta

o) = S@)] < 55,

si, prin urmare, f, — f. Dacd f(z) = +o0, atunci f,(z) = n si iardsi f, — f. Asadar (59)
are loc pentru functii nenegative.

Fie, in plus, functia f este marginitd, adica 0 < f(x) < M, Va € X. Atunci, pentru
n > M din (58) rezulta,

Ve X ¢ f) - f0)] <

de unde f, = f pe X. Asadar, pentru functii nenegative teorema este demonstrata.
Fie acum f — functie masurabild arbitrara. Consideram functiile f, si f_:

[f(@)] + f(2)

o) = max{f(x), 0} = L,
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f-(x) = max{ (). 0} = L)

Cum f, si f_ sunt functii masurabile nenegative, teorema pentru ele este demonstrata.

Ramane de observat cd f(z) = f1(x) — f-(z).
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