
CAPITOLUL 2

FUNC�TII M�ASURABILE

1. Func�tii m�asurabile

Func�tii m�asurabile ocup�a un rol important ��n teoria m�asurii �si integr�arii. Ele sunt
de�nite pe spa�tii m�asurabile.

De�ni�tie 2.1.1. Vom numi spa�tiu m�asurabil perechea (X, A), unde X � spa�tiu, A � o
σ-algebr�a de mul�timi din P(X). Multimea A ∈ X cu A ∈ A se nume�ste mul�time m�asurabil�a
sau A-m�asurabil�a.

Exemplul 2.1.1. Fie A = R,A = B(R) � σ-algebra tuturor mul�timilor boreliene de pe
axa real�a. �In spa�tiul m�asurabil (R,B(R)) mul�timi m�asurabile sunt mul�timi boreliene din
R, aceste mul�timi se mai numesc m�asurabile ��n sens Borel.

De�ni�tie 2.1.2. Vom numi spa�tiu cu m�asur�a tripletul (X, A, µ), unde X � spa�tiu, A

� o σ-algebr�a de mul�timi din P(X) �si µ � m�asur�a de�nit�a pe σ-algebra A.
Exemplul 2.1.2. Fie (R,B(R)) � spa�tiul m�asurabil de�nit ��n exemplul 2.1.1,

m � m�asura Lebesgue pe axa real�a. Atunci (R,B(R),m) � spa�tiu cu m�asur�a complet�a
�si σ-�nit�a.

De�ni�tie 2.1.3. Fie (X, A) �si (X1,A1) spa�tii m�asurabile �si f : X → X1 o func�tie.
Vom spune c�a func�tia f este m�asurabil�a, dac�a proimaginea oric�arei mul�timi A1-m�asurabile
este o mul�time A-m�asurabil�a, adic�a pentru ∀A1 ∈ A1 avem f−1(A1) ∈ A.

Observa�tie 2.1.1. Vom considera ��n continuare func�tii numerice f : X → R, unde
(X, A) spa�tiu cu m�asur�a, R = R∪{−∞, +∞} � dreapta real�a��ncheiat�a. Mul�timi m�asurabile
��n R se consider�a mul�timile boreliene. Prin urmare, o func�tie numeric�a este m�asurabil�a,
daca proimaginea oric�arei mul�timi boreliene B ⊂ R este o mul�time m�asurabil�a, adic�a
f−1(B) ∈ A.

�In cazul unei func�tii numerice de�ni�tia func�tiei m�asurabile poate � dat�a mai simplu.
Vom nota {f < c} mul�timea Xc = {x ∈ X | f(x) < c}, Yc = {f ≥ c} = {x ∈ X | f(x) ≥ c},
Zc = {f > c} = {x ∈ X | f(x) > c},Wc = {f ≤ c} = {x ∈ X | f(x) ≤ c}.
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Teorema 2.1.1. Func�tia numeric�a f , de�nit�a pe spa�tiul m�asurabil (X, A) este
m�asurabil�a dac�a �si numai dac�a pentru ∀c ∈ R mul�timea {f < c} este m�asurabil�a.

Demonstra�tie. Necesitatea. Cum pentru ∀c ∈ R intervalul I = (−∞, c) este mul�time
borelian�a, rezult�a f−1(I) = {f < c} este mul�time m�asurabil�a (f -m�asurabil�a).

Su�cien�ta. Cum pentru ∀f : X → X1 �si ∀A, B, Ai ⊂ X1 au loc egalit�a�tile:

f−1

(⋃
i

Ai

)
=

⋃
i

f−1(Ai), (51)

f−1(A \B) = f−1(A) \ f−1(B), (52)

f−1(A) = f−1(A). (53)

Rezult�a c�a pentru orice func�tie f de�nit�a pe un spa�tiu m�asurabil, mul�timile, proimagi-
nile c�arora sunt m�asurabile, formeaz�a o σ-algebr�a.

Fie {f < c} ∈ A, ∀c ∈ R. Vom ar�ata c�a f � func�tie m�asurabil�a. Pentru ∀{c1, c2} ⊂ R
cu c1 < c2 din (52) rezult�a:
{c1 ≤ f < c2} = f−1([c1, c2)) = f−1((−∞, c2)\(−∞, c1)) = f−1((−∞, c2))\f−1((−∞, c1)) =

= {f < c2} \ {f < c1},
adic�a {c1 ≤ f < c2} ∈ A.

A�sadar familia de submul�timi din R, proimaginile c�arora sunt m�asurabile, este o
σ-algebr�a ce con�tine toate intervalele de forma [c1, c2), �si, prin urmare, con�tine toate
mul�timile boreliene.

Teorema 2.1.2. A�rma�tia teoremei 2.1.1 r�am�ane valabil�a, dac�a mul�timea Xc se
��nlocuie�ste cu oricare din mul�timile Yc, Zc sau Wc.

Demonstra�tie. Fie pentru ∀c ∈ R mul�timea Xc este m�asurabil�a. Atunci Yc = X \Xc

este m�asurabil�a pentru ∀c ∈ R ca diferen�t�a a dou�a mul�timi m�asurabile. Consider�am acum
mul�timea Wc. Cum Wc = {f ≤ c} =

⋂
n

{f < c + 1
n
}, rezult�a Wc m�asurabil�a pentru ∀c ∈ R

ca intersec�tie num�arabil�a de mul�timi m�asurabile. M�asurabilitatea mul�timii Zc rezult�a din
egalitatea Zc = X \Wc.

Teorema 2.1.3. Func�tia f : X → R este m�asurabil�a atunci �si numai atunci c�and
pentru ∀r ∈ Q mul�timea {f < r} este m�asurabil�a.
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Exemplul 2.1.3. Fie (X, A) un spa�tiu m�asurabil, A ⊂ X,

IA(x) =





1, dac�a x ∈ A,

0, dac�a x /∈ A,
� indicatorul mul�timii A. Cum pentru ∀c ∈ R

{IA < c} =





∅, dac�a c ≤ 0,

A, dac�a 0 < c ≤ 1,

X, dac�a c > 1,

rezult�a c�a IA(x) este func�tie m�asurabil�a, dac�a �si numai dac�a A este mul�time m�asurabil�a.
Exemplul 2.1.4. Fie X = [0, 1], A = B([0, 1)), D(x) � restric�tia func�tiei Dirichlet pe

[0,1], D(x) =





1, x ∈ Q,

0, x ∈ [0, 1] \Q.

Cum

{D < c} =





∅, dac�a c ≤ 0,

Q ∩ [0, 1], dac�a 0 < c ≤ 1,

[0,1], dac�a c > 1,

rezult�a c�a D(x) este func�tie m�asurabil�a.

2. Propriet�a�tile func�tiilor m�asurabile

Fie (X, A) un spa�tiu m�asurabil. Vom nota prin M(X) mul�timea func�tiilor m�asurabile
f : X → R. Vom stabili ��n continuare propriet�a�tile func�tiilor m�asurabile.

Teorema 2.2.1. Fie f ∈ M(X), g : R → R o func�tie m�asurabil�a ��n sens Borel.
Atunci func�tia compus�a h(x) = g(f(x)) este m�asurabil�a pe X.

Teorema 2.2.2. Dac�a f(x) = a = const pe X, atunci f ∈M(X).
Teorema 2.2.3. Fie {f, g} ⊂ M(X), a ∈ R. Atunci

a) a · f ∈M(X), b) |f | ∈ M(X), c) f 2 ∈M(X), d) f + g ∈M(X),

e) f · g ∈M(X), f) f

g
∈M(X) (��n condi�tia g(x) 6= 0, ∀x ∈ X),

g) max{f, g} ∈ M(X), h) min{f, g} ∈ M(X).
Demonstra�tie. a) Fie a 6= 0. Atunci, cum

{a · f < c} =





{
f <

c

a

}
, dac�a a > 0,

{
f >

c

a

}
, dac�a a < 0,

rezult�a f ∈M(X). Dac�a a = 0, ��n mod trivial, f ∈M(X).
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b) M�asurabilitatea func�tiei |f | rezult�a din rela�tia

{|f | < c} =




∅, dac�a c ≤ 0,

{f < c} ∩ {f > −c}, dac�a c > 0.

c) M�asurabilitatea func�tiei f 2 rezult�a din rela�tia

{f 2 < c} =




∅, dac�a c ≤ 0,

|f | < √
c, dac�a c > 0,

�si proprietatea b).
d) Fie Q = (rk)k∈N � �sirul numerelor ra�tionale. Cum pentru ∀c ∈ R

{f + g < c} =
⋃

k

({f < rk} ∩ {g < a− rk}),

rezult�a f + g ∈M(X).
e) Cum

f · g =
1

4

(
(f + g)2 − (f − g)2

)
,

rezult�a f · g ∈M(X).
f) Fie ∀x ∈ X g(x) 6= 0. Cum f

g
= f · 1

g
este su�cient s�a ar�at�am c�a 1

g
∈M(X). Dar

{
1

g
< c

}
=





{g < 0}, dac�a c = 0,

{g < 0} ∪ {g > 1
a
}, dac�a c > 0,

{g < 0} ∩ {g > 1
a
}, dac�a c < 0,

rezult�a f

g
∈M(X).

g) Cum max{f, g} =
f + g + |f − g|

2
, rezult�a max{f, g} ∈ M(X).

h) Cum min{f, g} =
f + g − |f − g|

2
, rezult�a min{f, g} ∈ M(X).

Teorema 2.2.4. Fie fn : (X, A) → R, n ∈ N un �sir de func�tii m�asurabile. Atunci
func�tiile sup

n
fn, inf

n
fn, lim

n→∞
fn, lim

n→∞
fn sunt m�asurabile.

Demonstra�tie. Cum {sup
n

fn ≤ c} =
⋂
n

{fn ≤ c}, rezult�a sup
n

fn ∈ M(X). Atunci

inf
n

fn = − sup(−fn) este o func�tie m�asurabil�a. Din de�ni�tie avem c�a lim
n

fn = inf
n

sup
p≥n

fp,

lim
n

fn = inf
n

sup
p≥n

fp care sunt func�tii m�asurabile conform celor demonstrate anterior.
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3. Func�tii echivalente

�In continuare com considera func�tii numerice de�nite pe un spa�tiu cu m�asur�a �nit�a
(X, A, µ).

De�ni�tie 2.3.1. O proprietate P are loc aproape peste tot (a.p.t.) (sau se veri�c�a
(mod µ)), dac�a aceast�a proprietate se veri�c�a mul�timea X \ E, unde µ(E) = 0.

De�ni�tie 2.3.2. Dou�a de�ni�tii f �si g se numesc echivalente, dac�a ele coincid a.p.t.,
adic�a µ({x ∈ X|f(x) 6= g(x)}) = 0.

Nota�tie: f ∼ g sau f = g (mod µ).
Teorema 2.3.1. Fie µ � m�asur�a complet�a, g ∈ M(X) �si f = g (mod µ). Atunci

f ∈M(X).
Demonstra�tie. Din g ∈ M(X) rezult�a c�a pentru ∀c ∈ R mul�timea {g < c} este

m�asurabil�a. Cum f = g (mod µ), rezult�a c�a �si mul�timea {f < c} este m�asurabil�a, deoarece
mul�timile {f < c} �si {g < c} difer�a printr-o submul�time de m�asur�a nul�a {f 6= g}, ce este
m�asurabil�a, deoarece µ � m�asur�a complet�a.

Teorema 2.3.2. Rela�tia de echivalen�t�a este re�exiv�a, simetric�a �si tranzitiv�a pe
M(X).

4. �Siruri de func�tii m�asurabile

Vom considera diferite tipuri de convergen�t�a a func�tiilor m�asurabile �si leg�aturile dintre
ele. Fie (X, A, µ) � un spa�tiu cu m�asur�a.

Vom spune c�a �sirul de func�tii (fn) converge punctual (nota�tie fn → f) la func�tia f dac�a
∀x ∈ X ∀ε > 0 ∃n0 ∈ N ∀n ≥ n0 : |fn(x)− f(x)| < ε.

Teorema 2.4.1. Fie �sirul de func�tii m�asurabile (fn) converge punctual la func�tia f .
Atunci f ∈M(X).

Demonstra�tie. Fie pentru orice x ∈ X : lim
k→∞

fk(x) = f(x). Cum pentru ∀c ∈ R

{f < c} =
∞⋃

m=1

∞⋃
n=1

∞⋂

k=n

{
fk < c− 1

m

}

�si mul�timile
{

fk < c− 1

m

}
sunt m�asurabile (fk ∈ M(X)), rezult�a {f < c} � mul�time

m�asurabil�a �si f ∈M(X).
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De�ni�tie 2.4.1. Vom spune c�a �sirul de func�tii (fn), fn : X → R n ∈ N con-
verge a.p.t. (sau dup�a mod µ) la func�tia f : X → R, dac�a ∃E ∈ A cu µ(E) = 0 �si
∀x ∈ X \ E lim

n→∞
fn(x) = f(x). Nota�tie fn

a.p.t.−→ f sau fn → f (mod µ).
Teorema 2.4.2. Fie (X, A, µ) un spa�tiu cu m�asur�a complet�a, (fn) � un �sir de func�tii

m�asurabile, fn : X → R, n ∈ N �si fn → f (mod µ). Atunci f ∈M(X).
Demonstra�tie. Din fn → f (mod µ) avem fn → f pe X \ E, unde

E = {x ∈ X|fn 6→ f} �si µ(E) = 0. Cum pentru ∀c ∈ R:

{f < c} = {f < c}
⋂

((X \ E) t E) = {x ∈ X \ E | f(x) < c}
⊔
{x ∈ X ∩ E | f(x) < c}

pe X \ E func�tia f este m�asurabil�a conform teoremei 2.4.1 �si cum µ � m�asur�a complet�a,
f ∈M(X).

Teorema 2.4.3. (Egorov) Fie (fn) un �sir de func�tii m�asurabile, fn → f (mod µ),

f ∈ M(X). Atunci pentru ∀ε > 0 ∃Aε ∈ A cu µ(Aε) < ε �si pe X \ Aε fn converge
uniform la f .

Demonstra�tie. Fie F ∈ A, µ(F ) = 0 �si ∀x ∈ X \ F fn(x) → f(x), n → ∞.
Pentru �ecare j ≥ 1 �si k ≥ 1 consider�am mul�timile

Ejk
def
=

∞⋂
i=j

{
x ∈ X

∣∣∣∣ |fi(x)− f(x)| < 1

k

}
∈ A.

Pentru �ecare k ≥ 1 avem E1k ⊂ E2k ⊂ ... �si X \ F ⊂
∞⋃

j=1

Ejk. Prin urmare,

E1k ⊃ E2k ⊃ ... �si
∞⋂

j=1

Ejk ⊂ X \ F . De aici, conform condi�tiilor teoremei �si continuit�a�tii
m�asurii

0 = µ

( ∞⋂
j=1

Ejk

)
= lim

j→∞
µ(Ejk).

Fie ε > 0 �xat. Din ultima egalitate avem

∀k ≥ 1 ∃j(k, ε) : µ(Ej(k,ε),k) <
ε

2k
.

Consider�am mul�timea
Aε

def
=

∞⋃

k=1

Ej(k,ε),k ∈ A

pentru care din σ-semiaditivitatea m�asurii µ avem

µ(Aε) ≤
∞∑

k=1

µ(Ej(k,ε),k) < ε.
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Dac�a x ∈ X \ Aε, atunci x ∈
∞⋂

k=1

Ej(k,ε),k ⇒

∀k ≥ 1 sup
x∈X\Aε

|fn(x)− f(x)| ≤ sup
x∈Ej(k,ε),k

|fn(x)− f(x)| < 1

k
, n ≥ j(k, ε),

ce demonstreaz�a convergan�ta uniform�a a �sirului fn pe X \ Aε.
Observa�tie 2.4.1. Teorema Egorov nu are loc pentru m�asuri ce primesc valoarea +∞,

chiar �si dac�a ele sunt σ-�nite.
De�ni�tie 2.4.2. Fie func�tiile f, fn : X → R, n ≥ 1 m�asurabile. Vom spune c�a �sirul

de func�tii fn converge ��n m�asur�a la func�tia f (nota�tie fn
µ−→ f , sau µ lim

n→∞
fn = f), dac�a

∀ε > 0 : µ
({x ∈ X

∣∣ |fn(x)− f(x)| ≥ ε}) −→ 0, n →∞.

Teorema 2.4.4. Dac�a fn
µ−→ f �si fn

µ−→ g, atunci f = g (mod µ).
Demonstra�tie. Pentru ∀n ∈ N �si ∀ε > 0 avem

µ
({x ∈ X

∣∣ |f(x)− g(x)| ≥ ε}) = µ
({x ∈ X

∣∣ |f(x)− fn(x) + fn(x)− g(x)| ≥ ε}) ≤

≤ µ

({
x ∈ X

∣∣∣∣ |f(x)− fn(x)| ≥ ε

2

})
+ µ

({
x ∈ X

∣∣∣∣ |fn(x)− g(x)| ≥ ε

2

})
−→ 0, (54)

n →∞

s-a folosit semiaditivitatea m�asurii µ �si incluziunea
{x ∈ X

∣∣ |f(x) − fn(x) + fn(x) − g(x)| ≥ ε} ⊂
{

x ∈ X

∣∣∣∣ |f(x)− fn(x)| ≥ ε

2

} ⋃

⋃ {
x ∈ X

∣∣∣∣ |fn(x)− g(x)| ≥ ε

2

}
.

Cum
{x ∈ X

∣∣ f(x) 6= g(x)} =
∞⋃

k=1

{
x ∈ X

∣∣∣∣ |f(x)− g(x)| ≥ 1

k

}

din (54) �si σ-semiaditivitatea m�asurii µ rezult�a

µ({x ∈ X | f(x) 6= g(x)}) = 0,

adic�a f = g (mod µ).
Teorema 2.4.5. (Lebesgue) Fie �sirul de func�tii �nite, m�asurabile (fn) a.p.t. converge

la func�tia m�asurabil�a f . Atunci fn
µ−→ f .

Demonstra�tie. Fie A = {x ∈ X | fn(x) 6→ f(x)}, conform condi�tiilor teoremei
µ(A) = 0. Fie

Ek(ε) = {x ∈ X | |fn(x)− f(x)| ≥ ε}, Rn(ε) =
∞⋃

k=n

Ek(ε), M =
∞⋂

n=1

Rn(ε).
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U�sor de veri�cat c�a mul�timile ��ntroduse sunt m�asurabile. Avem R1(ε) ⊃ R2(ε) ⊃ ... .

Prin urmare, conform teoremei despre continuitatea m�asurii

lim
n→∞

µ(Rn(ε)) = µ(M). (55)

S�a ar�at�am c�a M ⊂ A. �In adev�ar, �e x 6∈ A. Rezult�a c�a lim
n→∞

fn(x) = f(x) �si pentru
ε > 0 ∃n ∈ N astfel ��nc�at pentru ∀k ≥ n |fk(x)− f(x)| < ε, adic�a x 6∈ Ek(ε), ∀k ≥ n.
A�sadar, M ⊂ A �si cum µ(A) = 0 �si µ(M) = 0. Din (55) rezult�a lim

n→∞
µ(Rn(ε)) = 0 �si cum

En(ε) ⊂ Rn(ε) teorema este demonstrat�a.
Observa�tie 2.4.2. 1) Observa�tia 2.4.1 r�am�ane valabil�a �si ��n cazul teoremei Lebesgue.

2) Din convergen�ta ��n m�asur�a, ��n general, nu rezult�a convergen�ta a.p.t. �In acela�si timp are
loc:

Teorema 2.4.6. (Riesz) Fie �sirul de func�tii �nite, m�asurabile (fn)n∈N converge ��n
m�asur�a la func�tia f . Atunci exist�a sub�sir (fnk

)n∈N astfel ��nc�at fnk
→ f (mod µ).

5. Func�tii simple

Fie (X, A, µ) un spa�tiu cu m�asur�a.
De�ni�tie 2.5.1. Func�tia numeric�a f : X → R, de�nit�a pe spa�tiul m�asurabil (X, A)

se nume�ste simpl�a, dac�a ea prime�ste un num�ar �nit de valori distincte.
Observa�tie 2.5.1. a) Fie f o func�tie simpl�a cu f(X) = {c1, c2, ..., cn}. Consider�am

mul�timile Aj = {x ∈ X | f(x) = cj}, j = 1, n. Atunci, cum ci 6= cj,

Ai ∩ Aj = ∅, i 6= j,

n⊔
j=1

Aj = X (56)

�si

f(x) =
n∑

j=1

cj 1Aj
(x), x ∈ X. (57)

b) Suma �si produsul a dou�a func�tii simple este o func�tie simpl�a.
Teorema 2.5.1. Func�tia simpl�a (57) este m�asurabil�a atunci �si numai atunci c�and

toate mul�timile Aj sunt m�asurabile.
Demonstra�tie. Necesitatea. Dac�a f ∈ M(X), atunci �ecare din mul�timile

Aj = {x ∈ X | f(x) = cj} = f−1({cj}) sunt m�asurabile, ca proimagini ale mul�timilor
boreliene {cj} ⊂ R.
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Su�cien�ta. Cum �ecare din mul�timile Aj sunt m�asurabile, IAj
(x) � este func�tie m�asurabil�a,

j = 1, n, �si, prin urmare, �si f ∈M(X) ca combina�tie liniar�a de func�tii m�asurabile.
Teorema 2.5.2. Fie f : X → R o func�tie m�asurabil�a de�nit�a pe spa�tiu m�asurabil

(X, A). Atunci exist�a un �sir de func�tii simple m�asurabile (fn)n astfel ��nc�at

fn(x) → f(x), n →∞, ∀x ∈ X.

Dac�a func�tia f este m�arginit�a pe X, atunci �sirul (fn) poate � ales astfel ��nc�at

fn(x) ⇒ f(x), n →∞ pe X.

Dac�a func�tia f este nenegativ�a pe X, atunci �sirul (fn)n poate � ales cresc�ator.
Demonstra�tie. Ini�tial vom demonstra teorema pentru func�tii nenegative. Fie

f(x) ≥ 0, ∀x ∈ X. Pentru orice n ∈ N de�nim

fn(x) =





k − 1

2n
, dac�a k − 1

2n
≤ f(x) <

k

2n
, k = 1, 2, ..., n · 2n,

n, dac�a f(x) ≥ n.
(58)

Este evident c�a �sirul (fn)n este cresc�ator �si c�a fn este o func�tie simpl�a nenegativ�a (ea
prime�ste cel mult n · 2n + 1 valori). Din f ∈M(X) �si (58) rezult�a fn ∈M(X), ∀n ∈ N.

Vom demonstra c�a pentru ∀x ∈ X

lim
n→∞

fn(x) = f(x). (59)

�In adev�ar, dac�a f(x) < +∞, pentru n destul de mari vom avea f(x) < n �si atunci din
(58) rezult�a

|fn(x)− f(x)| < 1

2n
,

�si, prin urmare, fn → f . Dac�a f(x) = +∞, atunci fn(x) = n �si iar�a�si fn → f . A�sadar (59)
are loc pentru func�tii nenegative.

Fie, ��n plus, func�tia f este m�arginit�a, adic�a 0 ≤ f(x) ≤ M, ∀x ∈ X. Atunci, pentru
n > M din (58) rezult�a,

∀x ∈ X : |fn(x)− f(x)| < 1

2n
,

de unde fn ⇒ f pe X. A�sadar, pentru func�tii nenegative teorema este demonstrat�a.
Fie acum f � func�tie m�asurabil�a arbitrar�a. Consider�am func�tiile f+ �si f−:

f+(x) = max{f(x), 0} =
|f(x)|+ f(x)

2
,
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f−(x) = max{f(x), 0} =
|f(x)| − f(x)

2
.

Cum f+ �si f− sunt func�tii m�asurabile nenegative, teorema pentru ele este demonstrat�a.
R�am�ane de observat c�a f(x) = f+(x)− f−(x).
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