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INTRODUCERE

Sunt prezentate ideile de baza ale cursului "Teoria masurii gi integrala Lebesgue" tinut

studentilor anului III, facultatea Matematica si Informatica, specialititile "Matematicd"

si
"Matematici si informatica". In mare misurd cursul se sprijind pe manualele [1], [2], [10],

I11].



CAPITOLUL 1

MASURA

1. Algebre si o-algebre

Fie X — o mult{ime abstractd, numitd in continuare spatiu. Vom nota cu P(X) —
multimea tuturor submultimilor (partilor) spatiului X, @ — multimea vida.
Definitie 1.1.1. O colectie nevida de submultimi IC C P(X) se numeste inel (clan),

daca ea este inchisa in raport ce operatiile de reuniune si diferenta a doud mulfimi, adica:

V{A,B}Cc K = AUBeK, A\BeKk.

Observatie 1.1.1. Fie K — inel. Cum pentru orice A, B € K:
AANB=(A\B)U(B\A), AnB=(AUB)\(AA B),

rezulta, ca inelul K este inchis si in raport cu operatiile de diferenta simetrica si intersectie

a doua multimi. Totodata
AUB=(AAB)A(ANB), A\B=(AAB)NA,

adica putem defini inelul si in felul urmator.

Definitie 1.1.2. O colectie nevida de submultimi IC C P(X) se numesgte inel, daca ea
este inchisda in raport ce operatiile de intersectie si diferentda simetrica a doud mulfims.

Observatie 1.1.2. Fie K — inel. Din definitia lui rezulta nemijlocit urmatoarele pro-
prietati:

1. o ek

2. V{A1, As, .., A} CK, neN = UAkeIC ﬂAkeIC

Exemplul 1.1.1. a) Fie A C X, A # @ atunci IC = {@ A} —inel (cel mai "sarac"
inel).

b) K =P(X) — inel (cel mai "bogat" inel).

c) Fie X =R. K={AC X |cardA < oo} — inel.
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d) Fie X = {a,b,c}, atunci K ={@, {a},{b,c},{a,b,c}} — inel.

Teorema 1.1.1. Orice intersectie de inele este un inel.

Demonstratie. Fie {K;};c; o familie de inele, i K = ﬂ K;. Fie A € Ksi B € K.
Atunci A € K; si B € K; oricare ar fi ¢ € I. Cum pentru (z)i{ce 1 € I, K; — inel, rezulta
cd odatda cu A si B avem AJB € K;, A\ B € K; oricare ar fi i« € I. Prin urmare,
AUB e K, A\ B € Ksi K este inel.

Teorema 1.1.2.  Pentru orice familie nevida S C P(X) existd si este unic un inel
K(S) cu urmatoarele proprietati:

1. S C K(S);

2. daca B —inel si S C B, atunci K(S) C B.

Demonstratie. Existd inele, ce contin S, de exemplu, P(X). Considerem intersectia

tuturor inelelor, ce contin S:

K(S) = ) K. (1)

KeXx

unde ¥ — multimea tuturor inelelor ce contin familia S. Conform teoremei 1.1.1, KC(S) este
inel si contine familia S. Cum KC(S) este intersectia tuturor inelelor ce contin S, K(S5) se
contine in fiecare dintre aceste inele. Din (1) rezulta gi unicitatea lui IC(S).

Observatie 1.1.3. 1. Inelul (1) se numegte inel generat de familia S.

2. Demonstratia teoremei 1.1.2 nu este constructiva. Totodatd indicam urmatorul
procedeu de obtinere a inelului generat de S: K(S) este familia de multimi, ce se obtine
din multimile familiei S ca rezultat al aplicdrii unui numar finit de operatii de reuniune si
diferenta (toate posibile). De exemplu, fie X = {a,b,c},S = {{a}, {b}}. Atunci K£(S) =
{2,{a} {0}, {a,b}}.

In continuare vom folosi adesea urmitoarea lema:

Lema 1.1.1. Fie Ay, Ao, ..., A,, ... un gir arbitrar de mulfimi din inelul K. Atunci
exista multimile By, Bo, ..., B,, ..., Yi € N B; € K ce poseda proprietatile:

1. B; C A;,Vi € N;

2. BNB; =@, 1i#j;

00 00

3. U A; = |_| B;.

Dezr:nlonstr;:{ie. Sirul de multimi (B,,), va fi construit astfel:

By = Ay,

By = Ay \ Ay,



B3 = Ag \ (Al U AQ),

By = An\ (nL_Jl Aj) ,
j=1
Din modul de definire a sirului (B,,), rezultd nemijlocit ca: a) Vi € N: B; € K i b)
Vie N: B; C A,.
S demonstrim 2. Fie B; = A; \ (ﬁl Ai) . By = Ag \ (@1 Ai) si j <k Cum
Br=ArNANAN..NAN..N A,szsi BN B; C ByN Ajjzi’ezulté B.NB;=2.

Sa demonstram 3. Cum A; D B; VjeN =
i=1 j=1

o
Fie z € |J A;. Atunci 3n € N: 2 € A,. Notam cu ngy cel mai mic numér natural cu
j=1
proprietatea: x € A,, si x ¢ Aj,x ¢ Ay, ...,x ¢ A,y_1,. Rezultd z € B, gi prin urmare

x € ‘|_|1 B;. Din faptul cd ng = 1, rezultd « € By siiar z € || B;. Asadar

Din (2) si (3) rezultd |J A; = || B;.
j=1 j=1
Definitie 1.1.3.  Inelul de mulfimi KC se numegte o-inel (clan borelian de mulfimi)
daca tmpreund cu orice sir de mulfimi Ay, Ao, ..., A,, ... el contine si reuniunea lor, adica

V{A, Ay, Ay 3K = (JA ek

n=1

Definitie 1.1.4. Inelul de mulfimi IC se numeste d-inel, dacda tmpreund cu orice sir
de multimi Ay, As, ..., Ay, ... el confine si intersectia lor, adicd

V{A, Ay, Ay} CK = [()AneK.

n=1

Teorema 1.1.3. Orice o-inel este si d-inel.
Observatie 1.1.4. Afirmatia reciproca nu este justa.
Exemplul 1.1.2. a) P(X) atéat o-inel cat gi d-inel.
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b) Familia tuturor multimilor méirginite ale spatiului euclidian n-dimensional este ¢-
inel, dar nu este o-inel (reuniunea numirabild de multimi marginite nu numaidecat este o
mul{ime marginita).

c¢) Familia formata din submultimile cel mult numérabile ale spatiului X si din comple-
mentarele lor constituie un o-inel.

Teorema 1.1.4. Orice intersectie de o-inele este o-inel.

Teorema 1.1.5. Pentru orice familie nevida S C P(X) exista si este unic o-inelul
o-KC(S) cu urmatoarele proprietati:

1. S Co-K(5);

2. dacd B - o-inel i S C B, atunci o-IC(S) C B.

0-K(S) se numegte o-inel denerat de familia S.

Demonstratiile teoremelor 1.1.4 si 1.1.5 sunt similare demonstratiilor teoremelor 1.1.1
si 1.1.2 respectiv.

Definitie 1.1.5. O colectie nevida de submultimi 2 C P(X) se numeste algebra (corp)
daca ea este inchisa in raport cu operatiile de reuniune a doua multimi si complementara
a mulfimai, adica

1.V{A,B}Cc2A = AUBe%;

2.VAed = Ac

Din definitie rezulta urmatoarele consecinte:

1. X e,

2 V(A Agy o AYCU nEN = k@ Ay €2 (prin inductie):

=1

3. V{4, 4, A} CcA neN = ﬁ Ai € A (in adevir, (n] A = Lnj Ap);

LVIABYCY = A\Bew o

Exemplul 1.1.3. a) Familiile {@, X'} si P(X) sunt cele mai simple exemple de algebre.

b) Fie X = {a,b,c}. A={@,{a},{b},{a,b},{a,b,c}} — algebra.

c) Orice inel IC cu proprietatea X € K este algebra.

Teorema 1.1.6. Orice intersectie de algebre este algebra.

Teorema 1.1.7.  Pentru orice familie nevida S C P(X) exista si este unica algebra
A(S) cu urmatoarele proprietati:

1. S CAS);

2. daca A — algebra gi S C A, atunci A(S) C A.
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Algebra 2((S) se numegte algebrd generatd de familia S.

Definitie 1.1.6.  Algebra de mulfimi A se numeste o-algebra, daca ea este o-inel,
adica impreunda cu orice sir de mulfimi Ay, As, ..., A,, ... din A in A se contine i fj A,.

Definitie 1.1.7. Algebra de multimi A se numeste d-algebrd, daca este 5—ungl.:1

Observatie 1.1.5. Orice o-algebra este d-algebra si orice d-algebri este o-algebra.

Teorema 1.1.8. Orice intersectie de o-algebre este o-algebra.

Teorema 1.1.9. Pentru orice familie nevida S C P(X) exista gi este unica o-algebra
o-2A(S) cu proprietatile:

1. S C o-A(S);

2. daca A — o-algebra gi S C A, atunci o-A(S) C 2.

Sigma-algebra o-2(.S) se numeste o-algebra generata de familia S.

Exemplul 1.1.4. a) P(X) — o-algebra.

b) Fie 2 = {B C X | cel putin una din multimile B, B este cel mult numarabili}.
20 — o-algebra.

Definitie 1.1.8.  Sirul de mulfimi {A,} se numegte crescator (descrescator), daca
A, CAnn (A, D Aui), VneN.

o
Prin definitie limita unui sir crescitor {A,} (descrescitor {B,}) este |
n=1

o0
A, () Bn)-
Sirurile crescatoare si descrescatoare se numesc siruri monotone. "

Definitie 1.1.9. O colectie nevida de submulfimi M C P(X) se numeste familie
monotona, daca tmpreund cu orice gir monoton de multimi {A,} ea confine gi nllj](f)lo A,.

Exemplul 1.1.5. a) P(X) — familie monotond de multimi.

b) Orice o-inel M este familie monotond de multimi. In adevir, odat# cu orice sir de
multimi (nu numaidecét monoton) o-inelul 91 contine si reuniunile si intersectiile numéarabile
ale lor.

Teorema 1.1.10. Daca inelul IC este familie monotona, atunci el este o-inel.

Demonstratie. Fie {A,} un gir arbitrar de multimi din inelul K, By = ij A;, keN.
Cum K — inel, rezultd By, € K, Yk € N. Sirul {By} este un sir cresciator de rilzulltimi din K

gi cum K — familie monotona, rezulta lim By € K. Raméne de observat ca

k—oo
00 k
J An = lim | J A = lim B, € K.
k—o0 k—oo
n=1 n=1
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Teorema 1.1.11. Fie K C P(X) — inel. Atunci o-inelul o(K) generat de inelul K gi
familia monotona M(K) generata de inelul K, coincid.

Demonstratie. Cum o-inelul ¢(K) este familie monotond (exemplul 1.1.5 b)) avem
M(K) C o(K).

S& demonstram cd M(K) — inel, atunci comform teoremei precedente M (K) — o-inel ce
contine /C si, prin urmare, o(K) C 9(K) cu ce demonstratia teoremei va fi incheiata.

Demonstratia afirmatiei 9(KC) — inel o vom petrece in cateva etape.

1. Fie B € M(K) si L(B) = {AC X | {AUB, A\ B, B\ A} ¢ M(K)}. Din simetria
conditiilor impuse se observa echivalenta A € L(B) < B € L(A).

2. L(B) — familie monotona. In adevir, fie Ay C Ay C ... C A, C ... un sir crescitor de
multimi din L(B) si A = nh_)nolo A, = Ej A;. Cum

jf

a) AUB = (U Aj> UB= U (A;UB) = hm (A UB) € M(K), deoarece {A;UB}en
j=1 j=1
este un gir crescator de multimi din familia monotona 9M(LC). Similar

b) A\ B = (GA;-) \B= U (4,\B) = lim (4, B) € MK

c) B\A= DB\ (U A; ) ﬂ (B\ 4)) = lim (B\ A4,) € M(K), deoarece {B\ A;}jen
]_1 n—oo
este un gir descresciitor de mulfimi din familia monotona 9(K). Prin urmare, A € L(B).

Similar, dacd A1 D A, D ... DA, D .., A; € L(B) Vje€N, atunci

A= lim A, mA € L(B

n—oo

Asadar L(B) — clasd monotona.

3. Fie B € K. Atunci M(K) C L(B). In adevir, cum K C L(B) (daci A € K, atunci
{AUB, A\ B, B\ A} C K si cu atat mai mult {AU B, A\ B, B\ A} C M(K)) rezulta
L(B) — familie monotona ce contine K si M(K) C L(B).

4. Fie B € M(K). Atunci M(K) C L(B). In adevir, fie A € K. Conform p.3,
ML) € L(A). Cum B € M(K) avem B € L(A) si conform p.1 A € L(B). Asadar
K C L(B) i, prin urmare, MM(K) C L(B).

5. M(K) — inel. Fie A, B € M(K). Cum B € M(K) conform p.4 M(K) C L(B) si in
particular, A € L(B).



2. Functii de multimi

Fie X — spatiu, H C P(X) — o colectie nevida de submultimi.

Definitie 1.2.1. Aplicatia pn : H — R se numeste functie de mulfimi.

Definitie 1.2.2. Functia de mulfimi p se numeste nenegativa, daca YA € H :
u(A) = 0.

Definitie 1.2.3. Functia de mulfimi p se numeste monotond, daca Y{A, B} C H cu
A C B, avem u(A) < p(B).

Definitie 1.2.4. Functia de mulfimi p se numeste aditiva (finit aditiva), daca ¥n € N

V{Al,Az,...,An}CH, UAkGH, AimAjZQ, 27&] LU |_|A] :ZILL(A])
k=1 7=1

j=1
Definitie 1.2.5.  Funcfia de multimi p se numegte semiaditiva (finit semiaditiva),

dacaVn e N V{A;, Ay,.., A} CH, |JAr€eH : M(U Ak> <3 p(Ag).
k=1 k=1 k=1
Definitie 1.2.6. Functia de mulfimi p se numeste o-aditiva (numarabil aditiva), daca

V{Al,A27...,An, } - H, U An S H, AZQA] =, Z%‘] Y ( I_I An) = Z ,u(An)
n=1 n=1

n=1
Definitie 1.2.7. Functia de mulfimi @ se numeste o-semiaditiva (numdrabil semiadi-

tivi), daci  V{Ay, As, . Ay Y CH, ) A, €H : p (E‘j An> <3 u(A).

Definitie 1.2.8.  Functia de mul}fin?i:L cH — (—oo;n—i-:cio] se nu:;(%te finita, daca
VAe H: u(A) < +o0.

Definitie 1.2.9. Functia de mulfimi p : H — (—o00; +00] se numesgte o-finitd, dacd
erista {A,} C H : Ej A, =H i YneN p(4,) < +oo.

Definitie 1.2.18?1 Fiep: H— R, A C H. Functia de mulfimi ,u‘A : A — R se
numeste restricfie a functiei p pe A (iar p se numeste prelungire a functiei ,u’A pe H),

daca YBe A : u(B) = ,u‘A(B).

3. Notiunea de masuri. Proprietiti elementare

Fie 21 C P(X) o algebra si 1 : 2 — R o functie definita pe algebra 2.

Definitie 1.3.1. Functia p : A — R se numeste masura, daca ea este nenegativa si
o-aditiva.

Observatie 1.3.1. Din definitia 1.3.1 rezulta:

1. masura este o functie aditiva de multimi;

2. u(2)=0.



Exemplul 1.3.1. Fie X # @, o € X. Aplicatia d,, : P(X) — R, definitd astfel

1, xg € A,

Oz =
07 Zo ¢ A;

pentru VA € P(X), este o misurd (mésura Dirac).
Exemplul 1.3.2. Fie X un spatiu arbitrar, (z;)jen — un sir fixat de puncte distincte
din X, (ij)jen — un sir de numere nenegative cu » | p; < 400, p: P(X) — R o functie de

7=1
multimi definita pe o-algebra P(X) in felul urmator:

wA) = > w, VAEP(X), w@)=0.

j:$j €A

Functia p este o masura, ce se numesgte masura discreta.
In adevir: a) nenegativitatea este evident;
b) o-aditivitatea: fie {41, Ao, ..., A,, ...} CP(X) cu A, NA; =2,i# j. Cum termenii

unei serii absolut convergente pot fi grupati si permutati:

u(LlAj>— Z ,uk:SZ =3 > uk:Zu(Aj)~

> (klaeA;) J=L kA,
J

Observatie 1.3.2. Sensul fizic al masurii discrete este repartitia punctuala a maselor.

Exemplul 1.3.3. Orice miasurd g cu u(X) = 1 se numesgte probabilisticd. Méasura
Dirac este o misurd probabilisticd, misura discretd este probabilisticd, daca > p; = 1.

Proprietati 1.3.1. Z

1. Masura este o functie monotona de multimi.

In adevir, fie {A, B} C A cu AC B. Cum B= AL (B\ A),
1(B) = u(A) + p(B\ A) = p(A).
2. Masura este o functie substractiva de multimi
V{A,B} A cu ACB u(B\A)=u(B)—pulA).

3. Masura este o functie aditiva de multimi.
4. V{A,B} c A  u(AUB)=pu(A)+ u(B) — u(ANB).
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5. Formula lui Poincaré. Pentru orice {A;, Ay, ..., A} C A

Lc{1,2,...,n} €L

6. Masura este o functie o-semiaditiva de mul{imi.

Fie {A,}nen C 2. Aplicand lema 1.1.1 i monotonia mésurii, se obtine

(U)o o< S

4. Masura exterioara

Fie X — spatiu, 2 — algebrd de multimi din P(X), p — o masura definitd pe 2.
Oricare n-ar fi multimea A C X, exista agsa multimi A, As, ..., A,, ... din 2 astfel incat
A C U A; — de exemplu, 4; = X, Ay = A3 = ... = &. Consideram functia p*, definitd in

=1
felul urmator:

VAC X :p*(A) = mfZM(Aj), (4)

unde infimul se ia dupa toate acoperirile posibile ale multimii A cu multimi A; din algebra
2.
Definitie 1.4.1. Functia p* definita in (2) se numeste masura exterioard.
Observatie 1.4.1. p* nu este masurd (u* nu este o-aditivi).

Definitie 1.4.2. Se numeste masurd interioard a multimiic A C X numdarul p.(A):

pa(A) = p(X) = p (X \ A). (5)

Proprietati 1.4.1.
1. u(A) <p*(A) VACX.
2. VAe A : p(A) =pu"(A) = p(A).
In adevir, avem A € 2, printre toate acoperirile posibile ale lui A cu multimi din algebra

A avem si Ay = A, Ay = As... = I, astfel

1 (A) < p(A). (6)
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Pe de alta parte, conform definitiei infimumului, pentru orice € > 0 exista asa o acoperire

{A;},; a multimii A cu multimi A; € A, Vj € N astfel incat

S u(A)) < () + (7

A=AN (UAj) =Jan4),

tindnd seama de monotonia si o-aditivitatea masurii se obtine

p(A) = p(JAn 4)) <D p(An A5 <3 (A

J
si utilizand (7)  p(A) < p*(A) + . Cum ¢ este ales arbitrar, de aici rezulta
(A) < p(A). (8)
Din (6) si (8) rezultd p(A) = p*(A).

Conform definitiei masurii interioare

pa(A) = p(X) = " (XN A) = p(X) — p(X\ A) = u(A).

3. Misura exterioard este o functie nenegativa si u*(2) = 0.

4. Masura exterioara este o functie monotona.

5. Masura exterioard este o functie semiaditiva.

6. Masura exterioara este o functie o-semiaditiva, adica pentru orice Ay, As, ..., A,, ...

din X are loc inegalitatea
i JA) <> (4. (9)
J J
Daca seria din (9) este divergentdi, inegalitatea este demonstrata. Fie ea converge.

Conform definitiei masurii exterioare, oricare n-ar fi € >0 gi j fixat se va gési aga un gir

de mulfimi {Aj, }ren astfel incat A;, € A, JA;, DA si
k
. €
> nlAy) < p(4)) + o (10)
k

Insumand (10) dup# j de la 1 la oo se obtine

ZZM(AJJ < Z:U’*(Aj) +e. (11)
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In plus, UU Aj, D U A, si conform definitiei j*:
Jj k J

< (U) < 12

Din (11) si (12) se obtine

w (U AJ> < ZM*(AJ) + €,

de unde, ¢ fiind arbitrar, obtinem o-aditivitatea masurii exterioare.
7. V{A,B,C} Cc X : p*(AAB) < u*(AAC) + u*(CAB).
8. V{A,B} C X : | j"(4) - u*(B) |< w*(ALB).
9. Masura interioara este o functie nenegativa, monotona gi o-semiaditiva de multimi.
Observatie 1.4.2. Uneori este comod de a defini masura exterioara axiomatic:
Definitie 1.4.3. Functia de multimi p* : P(X) — R se numeste masura exterioard,
daca
1.VAeP(X) : p(A) >0, p*(2)=0;
2. w* este functie monotona;

3. pu* este o functie o-semiaditiva.

5. Multimi masurabile. Extinderea masurii

Fie 2; o algebra si pp : Ay — R o masura, As D A — de asemenea o algebra si
fo ™Ay — R — masura. Daca A € Ay implicd pq(A) = ua(A), se spune ci uy constituie o
prelungire (extensiune) a masurii y1 la algebra s.

In acest paragraf vom ariita cum cu ajutorul notiunii de misurd exterioard poate fi
prelingita masura definita pe algebra 2 pe o o-algebra ce contine 2.

Fie X — spatiu, 2 C P(X) — o algebra de multimi, x : A — R o misurd, u* — masura
exterioara definitd de (2) §4 pentru VA C X.

Definitie 1.5.1. Mulfimea A C X se numeste masurabila (p*-masurabila, masurabila

in sens Carathéodory), daca pentru YE C X are loc egalitatea

pH(E) = (ENA)+p*(ENA). (13)
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Observatie 1.5.1. Deoarece masura exterioara este o functie semiaditiva si

E=(ENA)||(ENA), avem
p(E) < p*(ENA)+u (ENA), VE C X,

de aceea, pentru a verifica daca multimea F e masurabila sau ba, este suficient de a verifica
inegalitatea opusa.

Vom nota totalitatea multimilor méasurabile a 2, iar restrictia masurii exterioare p* pe

A ca
p=plg -
Teorema 1.5.1. 2 — o-algebra ce contine algebra 2.
Demonstratie. Vom demonstra teorema in cateva etape.
L2 algebra.
a) Fie V{4, A2} C 2. Si aritim ci A; U A, € 2.
Cum A, € ‘;)vl, conform definitiei 1.5.1

W(E)=p (ENA) + " (ENA),  VECX,
de unde
pr(ENA) =p (ENANA)+p (ENANA), VE C X, (14)
pr(ENA) =p (ENANA)+p(ENANA), VECX. (15)
insuménd (14) cu (15) si {indnd seama ci 4; € 2 se obtine
W (E) = (ENAINAy)+p*(ENAINA) +ut (ENANA)+u* (ENAINAy), VE C X. (16)
Inlocuim in aceastd ultima egalitate multimea E prin multimea E N (A; U Ay) si obtinem
p(EN(A1UAY)) = i (ENAINAY) +p* (ENAINA) +p*(ENAINAy),  VECX. (17)
Din (16) si (17) rezulta
W) = i (B0 (A U Ay) + (B0 (0 A)),  VEC X,
adicd A, U A, € 2.
b) Fie A € 2. Atunci 4 € A (rezultd imediat din simetria egalititii (13) in raport cu A
si A).

Agadar, A - algebra.
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Observatie 1.5.2. Daca {A;, Ay} C A si A, N Ay = @ din (17) rezults

P (EN(AUA)=p(ENA)+p (ENAy), VECX. (18)

Prin inductie, daca {A;, Ao, ..., A} C 5[, VneN, ANA =0 i#j
Ty (Em (|_| Aj>> => w(EN4;), VECX. (19)
j=1 j=1

IL. oA - o-algebra. Fie Ay, Ay, ..., Ay, ... multimi masurabile. S& aréitam ca |J A4; € A
i=1
Vom considera cd A; N A; = @, © # j (pentru cazul general se utilizeazd Lema 1 §1).

Conform observatiei la definitia 1.5.1 este suficient sa stabilim inegalitatea

WHE) > 1 (Eﬂ <|_|Aj>> +ut | En <|_|Aj> VE C X. (20)

Cum 2A — algebra, || A; € §(,Vn € N gi, prin urmare,
j=1

p(E) =p (Eﬂ <|1|Aj>) +uf [ EN (['AJ) ,VE C X,

de unde untilizind (19) si monotonia masurii exterioare se obtine

p(E) =Y p(EnA)+u Eﬂ<|_|Aj> \VE C X.
J

J=1

Trecand in ultima inegalitate la limita cu n — oo, se obtine

u*(E)ZZu*(EmAj)Jru* EnN <|_|Aj>) ,VE C X. (21)
J J
Cum masura exterioara este o-semiaditiva

i (Eﬁ (|7|Aj>> = u* (U(EﬂAj)> < Zj:,u*(EﬂAj)

J

si tindnd seama de (21) se obtine
w(E) > u” (Eﬂ(l_'Aj>>+u* Eﬂ<|_|Aj> ,VE C X,
J J

adica | |; A; € 2 i, prin urmare, 2 — o-algebra.
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III. A C 51, adica orice multime A € 2 este masurabild. Conform observatiei 1.5.1 este

suficient sa aratam ca pentru VA € 2:
p(E) > p(ENA)+p (ENA), VECX. (22)

Conform definitiei infimumului pentru Ve > 0 exista multimile Ay, As, ..., A,, ... din A

astfel incat £ C |J A,
p(E) +e > 3 nlA), (23)
J
Cum A; = (A;NA)U(A;NA),  u(A) =p(A;NA)+ u(A;NA), si (23) se scrie

p(E)+e > (AN A)+ > u(A;NA). (24)

In plus

ENAcC (UAJ) nA={JA;nA),

J J

ENnAc (UA]) nA=Jn4),
J J
de unde rezultid (a se vedea definitia masurii exterioare)

ST uANA) 2@ (ENA), Y (40 A) 2w (BN

J J

si, prin urmare, din (24) se obtine
p(E)+e>p (ENA) +u(ENA), VECX. (25)

Cum € este arbitrar, din (25) rezultd (22).
Teorema 1.5.2. Restrictia [i = (i |g este masurd.
Demonstratie. Nenegativitatea ;i este clard. Radmane sd demonstrim o-aditivitatea

functiei p1, pentru ce este suficient sa ardtam cd masura exterioard este o-aditiva pe A,
Fie Ay, As, ..., A,, ... C 5[, AiNA =2, ©#]. Inlocuind in (21) E =[]A; se
J
obtine
w( A =D w(Ay). (26)
J J
Cum masura exterioara este o functie o-semiaditiva
w( A <> way). (27)
J J
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Din (26) si (27) rezulta u*(|_| Aj) = Z[L*(Aj).

Teorema 1.5.3. (Exisjten;a pre]lungim'i masurii). Fie pv o masura definita pe algebra
A C P(X). Atunci exista o o-algebra Ay D A si o masurda py : Ay — R astfel incat
i |a= p.

Demonstratie. Demonstratia rezulti din teoremele 1.5.1 si 1.5.2. In adevir, construim
masura exterioard p* dupa masura p, in calitate de 2, consideram o-algebra 2A multimilor
w*-masurabile, iar in calitate de 1 — masura u. Astfel se obtine prelungirea masurii p pe
o-algebra.

Observatie 1.5.3. Fie p o masura pe algebra A C P(X), o(2) — o-algebra generata
de algebra 2. Prelungirea masurii  pe o(2l), fi, se numegte prelungire minimald a masurii
. Cum A O A o) C iil, prin urmare, putem defini i, astfel: u, = i |sa). Este clar,
cd , — masurd gi, in plus, p, [a= f# |a= p, adica p, — prelungire minimald a masurii p.

Teorema 1.5.4. (Unicitatea prelungirii masurii). Fie A C P(X) - algebra,
o) — o-algebra generata de A, p,v — mdasuri definite pe o(A). Daca u(A) = v(A)
pentru YA € A, atunci = v.

6. Proprietatile multimilor masurabile si masurii

Definitie 1.6.1. Masura @ definita pe algebra A se numeste completa, daca
AeA, BC A giu(A) =0 implica B €.

Teorema 1.6.1. Flie pn 0o masurd definitda pe algebra A C P(X), pu* — masura exterioard
respectivd. Dacd w*(A) = 0 pentru un careva A C X, atunci A € A si Ji(A) = 0.

Demonstratie. Pentru demonstra ci A € A este suficient sa stabilim inegalitatea
p(E) > (ENA)+p(ENA), VECX.
Cum E N A C A utilizand monotonia si nenegativitatea masurii exterioare, se obtine
0<p (ENA)<p'(A) =0,

adica p*(ENA)=0.
In plus, ENA C E §i cum misura exterioarii e monotona

pH(E) > p(ENA) = (ENA)+p*(ENA),

rezultd A € 2. Atunci fi(4) = p*(A4) = 0.
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Teorema 1.6.2. Masura ji este o masurda completd.

Demonstratie. Fie A2, BC Asi f(A) = 0. Atunci p*(A) = 0 si cum masura ex-
terioard este monotond, p*(B) < p*(A), de unde p*(B) = 0. Conform teoremei precedente
BeUsi fu(B) =0.

Teorema 1.6.3.  (Continuitatea masurii tn raport cu reuniunile). Fie p — mdasurd

definita pe o-algebra A C P(X),{A,} — un sir crescator de mulfimi din 1. Atunci
1t (U Aj) = lim pu(A,).
J

Demonstratie. Cum

GAJ':A1|_|(A2\A1)|_|(A3\A2>|_|...

utilizand o-aditivitatea gi subtractivitatea masurii se obtine

p (U Aj) = n(Ar) + iu(Aj \ A1) = p(Ar) + lim éM(AJ \Aj) =

= lim p(A,).

n—oo

= lim [M(Al) + é(M(Aj) = w(Aj-1))

Teorema 1.6.4. (Continuitatea masurii in raport cu intersecfiile). Fie p — masurd

definita pe o-algebra A C P(X),{A,} — un sir descrescator de mulfimi din . Atunci
H (m Aj) = 7}1_{20 1(Ayn).
J

Demonstratie. Considerand A; ca spatiu ce contine toate multimile A;, conform

legilor De Morgan

Ar\ mAj = JA1\ 4))

J

de unde
mAj =Ai\ U(Al \ 4;)

si cum masura g e substractiva

’ (O Aj) = u(Ar) — p <U(A1 \ Aj)> :

J
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Dar girul de multimi {A; \ A}, este crescitor gi conform teoremei precedente

n—oo n—od

uO}&)=MA0—E&M&\AJ:MAO—MHWMQ—MAM=JMMUW-

Observatie 1.6.1. Teoremele 1.6.3 si 1.6.4 pot fi formulate ca o singura teorema, si
anume
Teorema 1.6.5. (Continuitatea masurii). Fie p — masura definita pe o-algebra

A C P(X),{A.}n un sir monoton de mulgimi din A. Atunci

i ( lim An> = lim u(A,).

n—oo n—oo

Teorema 1.6.6.  (Conditie necesara de mdsurabilitate). Fie p — masurd definita
pe algebra A C P(X), 1 — prelungirea masurii n pe o-algebra A multimilor masurabile.

Atunci pentru VA € 2A giVe >0 dA. € A astfel incadt

HANA) <e. (28)

Demonstratie. Fie ¢ > 0 fixat. Conform definitiei masurii exterioare pentru
~ . € . . .. ..
w(A) = p*(A) si numdrul 5 se va gisi asa o acoperire {A4,}; a multimii A cu multimi

Ajed
A(A) + 5 > DA, (29)

Din (29), tindnd seamd de monotonia gi o-aditivitatea méasurii & se obtine pentru fiecare

n>1
mm+§>ﬁ(UAJzﬁ<UAJ. (30)

Cum JA; =AU (A UAy) U (A UAU A3) U ..., conform teoremei 1.6.3
J

() 2ms(0)

Prin urmare, dng € N astfel incat

ﬁ(OAJ+%>ﬁ(UAJ. (31)
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Fie A, = 6 A;. Atunci din (30) si (31) se obtine
£
< —
a(A\ A) < <| | A; \A) 5

T(A\ A (UA\UA) g
de unde rezultid

TANA) < e

7. Masuri o-finite

Definitia masurii dat in §3 presupunea j(A) < +oo pentru VA € 2. In acelasi timp
se considera si masuri ce pot lua valori infinite. Masurile considerate pana acum se numesc
finite.

Definitie 1.7.1. Fie A C P(X) o algebra de multimi. Functie u, definita pe A se
numeste masura, dacd
1.VAeA: 0<pu(A) < +oo, wu@)=0;

2. este o functie o-aditiva de mulfima.

Observatie 1.7.1. Ramaéan valabile afirmatiile §3 si §4 si teoremele 1.6.1-1.6.5 din §6,
atat cat in teorema 1.6.4 este necesar de a adiuga conditia: 35 € N : u(A;) < +00. Pentru
valabilitatea celorlalte afirmatii este necesar de a considera masurii o-finite.

Definitie 1.7.2. Masura p : A — [0;+00] se numegte o-finitd, dacd existd un gir
ascendent de mulgimi { Ay} din algebra A astfel incdt p(A,) < +oo, Vn € N gi X = |J A,.

Observatie 1.7.2. Conditia {A,}, — sir ascendent in definitia 1.7.2 poate fi om?sé.

Exemplul 1.7.1. a) Fie X =N, A=0(N), pu:0(N)— [0;+o0]:
cardA, daca A este multime finit;

n(A) =

00, dacd A este multime infinita.
4 — masura o-finita.
b) Dacd in cazul masurii discrete se omite conditia > p; < 400, se obtine o masuri
J
discreta o-finita.
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8. Masura Lebesgue

Un exemplu important de masura este masura Lebesgue, introdusa in tendinta de a
extinde notiunea de integrala.

Fie X = [a,b), unde —00 < a < b < 400, un interval fixat al axei reale, 2 — algebra ge-
neratd de familia semiintervalelor [«, 3) C [a,b). Fiecare element al algebrei 2 se reprezinta

A= |_| v, Bi). (32)

Lungimea semiintervalului [« §) (segmentului [«, (], intervalului (o, 3)) este egald cu

f# — a. Lungimea elementului (32) se definegte astfel:

n

1(A) =) (8 — ). (33)

i=1

Consideram functia p : A — R, definita astfel:
WA) = 1(A), Ac, Azo, p(@)=0. (34)

Teorema 1.8.1. Functia p, definita de (34) este masurd.

Definitie 1.8.1. Fie u* — masura exterioara indusa de masura p din teorema 1.8.1.
Multimaile p*-masurabile se numesc masurabile in sens Lebesque, iar prelungirea m a masurii
I pe o-algebra A = il([a, b)) a mulfimilor masurabile in sens Lebesque se numegte masura
Lebesgue.

Observatie 1.8.1. Misura Lebesgue a multimii marginite A nu depinde de alegerea
semiintervalului [a,b), in sens cd dacd A C [a,b) i A C [a1,b1), m i m; — mésurile
Lebesgue construite pentru [a, b) respectiv [aq,b;), A masurabild dupd masura m, atunci A
este masurabild dupa m; si m(A) = m4(A).

Proprietati 1.8.1.

1. Multimea ce consta dintr-un singur punct este masurabila in sens Lebesgue gi are
masura Lebesgue egala cu zero.

Fie A = {z}. Este suficient si aritim cid m*(A) = 0, unde m* — misura exterioara,
dupa care e construita masura Lebesgue.

Conform definitiei masurii exterioare
0<m*({z}) <inf > m(4;), A;ed Vj:(J4; D {z},
J J
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dar in calitate de acoperire a multimii {z} poate fi luat orice semiinterval [«, 3) ce contine

acest punct. Prin urmare,

0<m({zh) < inf m([o,B) = inf (3-a)=0.

de unde m*({z}) = 0. Asadar {z} € A si m({z}) = 0.
2. Orice multime marginita, cel mult numarabila de puncte ale axei reale, este masurabila
si masura ei este egala cu zero.
Observatie 1.8.2. Masura punctelor rationale de pe segmentul [0,1] este egala cu zero.
3. Orice interval (deschis, semideschis, inchis) este masurabil in sens Lebesgue gi masura

lui coincide cu lungimea lui.

m(la, B)) = m([ev, B]) = m((e, 3)) = m((e, B]) = B — .

4. Orice multime marginita, deschisa sau inchisa este masurabila in sens Lebesgue.

Definitie 1.8.2. Fie X — un spafiu topologic arbitrar. o-algebra B(X) generata de
familia tuturor multimilor deschise din X se numeste o-algebra boreliana, iar elementele ei
— multimi boreliene.

Multimi boreliene sunt, in particular, toate multimile deschise, inchise, multimile de
tip F, (reuniuni numarabile de multimi inchise), G5 (intersectii numarabile de multimi
deschise), F,s (intersectii numarabile de multimi F,,), G, (reuniuni numarabile de multimi
Gy) etc.

In particular, dacd X = [a,b) se obtine B([a,b)). Multimea B C R se numeste multime
boreliand marginitd, daci ea se contine intr-o careva o-algebra boreliand B([a,b)).

5. Orice multime boreliand mérginita de pe dreapta este méasurabila in sens Lebesgue.

6. Fie A — o multime masurabild, marginita a dreptei reale. Atunci pentru orice £ > 0
existd aga o multime deschisa, marginita G C R astfel incat G O A gi m(G \ A) < e.

7. Fie A — o multime misurabilid, marginitd a dreptei reale. Atunci pentru orice € > 0
existd aga o multime inchisid F' astfel incat F C A i m(A\ F) < e.

Observatie 1.8.3. Am construit misura Lebesgue pentru multimile marginite de pe
axa reala, insa familia tuturor multimilor masurabile marginite pe axa nu formeaza o o-
algebra, chiar nici o-inel. Vom construi masura Lebesgue pentru multimi arbitrare ale axei
reale. Aceastd masura ce poate primi si valoarea +o0o este o-finita, iar familia multimilor

masurabile este o-algebra.
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Definitie 1.8.3.  Mulfimea A C R se numeste masurabila in sens Lebesque, daca
pentru ¥Yn € N este masurabila Lebesgue multimea marginita AN [—n,n).

Vom nota cu 2 familia tuturor multimilor masurabile in sens Lebesgue.

Teorema 1.8.2. 2 - o-algebra.

Demonstratie. a) R € 2. In adevir, pentru Vn € N multimea R N [—n,n) = [-n,n)
este o mulfime masurabila marginita.

b) Fie {A, B} C 2. Atunci, pentru Vn € N mul{imea
(AN B) N [=n,n) = (AN [=n,n))\ (BN [=n,n))

este o multime méasurabild marginita ca diferenta a doua astfel de multimi. Prin urmare,
A\ B e
¢) Fie {4y, As, ..., Ap, ..} C 2. Atunci multimea

(U Aj) N[=n,n) = J(4;N[-n,n))

J

este 0 multime masurabild marginita, Vn € N. Rezultd (J A, € A,
J

Din a)-c) rezultd ci 2 — o-algebra.

Fie A C R o mul{ime arbitrard. Consideram girul numeric m,(A) = m(A N [-n,n)).
Sirul numeric cu termeni pozitivi m,,(A) fiind crescator (AN[—n,n) C AN[—(n+1),n+1))
are limitd (finitd sau infinitd).

Definitie 1.8.4. Fie A € A. Masurd Lebesque a mulfimii A se numeste limita

m(A) = lim m(AN[-n,n)). (35)

n—oo

Teorema 1.8.3. Functia de multimi (35) este o masurd o-finita definita pe o-algebra

2.
Demonstratie. 1. m-masuri. In adevir, din definitie rezults m(A) > 0 si m(@) = 0.

Fie Ay, Ag, ..., Ay, ... multimi masurabile A; N A; = @, 7 # j. Atunci

m (|_| Aj> = nh_)n;(}m <<|_| Aj> N [—n,n)) = T}Lrgom (|_| (A; N [—n,n))) :
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de unde tindnd seama de o-aditivitatea masurii Lebesgue a multimilor méarginite din inter-

valul [—n,n)
m (|_| Aj> = ?}LIEOZm (A;N[=n,n)).

Trecand la limita termen cu termen (termenii seriei sunt nenegativi) se obtine

A; 1 (A,
m<|_| ]> anlgom F‘I —n,n) Zm
J
adicd m — functie o-aditiva de multimi. Prin urmare, m — masura.
o0
2. m-masurd o-finitd. Cum R = (J[-n,n)siVn € N m([—n,n)) < 400, m — masura
n=1
o-finita.
Observatie 1.8.4. Maisurabilitatea mulfimii A si valoarea mésurii ei Lebesgue nu

depind de alegerea sistemului ascendent de semiintervale, adica daca in definitiile 1.8.3 i

1.8.4 de inlocuit semiintervalele [—n,n) cu orice sistem de semiintervale [, 3,) cu

[a1, B1) C [z, B2) C ... C o, Bn) C

si U[aw, Br) = R, totalitatea multimilor masurabile gi masura lor Lebesgue nu se schimba.
n

9. Masura Lebesgue-Stieltjes

Fie X = [a,b), —00 < a < b < 400 un semiinterval fixat al axei reale, 2 — algebra

generatd de familia tuturor semiintervalelor [, 5) C [a,b), adicd algebra multimilor
|_| aj, 3;), (36)

f :]a,b) — R, o functie crescitoare, marginita si continud la stanga, pr : 2 — R o functie

de multimi, definita in felul urmator

n

pr(@) =0, pup(A)=> (f(3) - flay)), VAe (37)

j=1

Teorema 1.9.1. Functia de multimi py definita de (37) este o masurd finita pe .
Demonstratie. Cum functia f este crescatoare, ;15 — functie nenegativa si monotona.
Fie A = [o,8) = || [ag, Bk). Atunci a = a3 < 1 = s < fp = a3 < ... < 3, = B i, prin

k=1
urmare,

ps(le, B)) = f(B)=fle) = f(Bn)—f(an)+f (Bo1)— f (1) +...4f(B1)— Zﬂf [, Br))
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adica p; este o functie aditivd de mult{imi. Pentru a demonstra o-aditivitatea functiei jir

vom stabili initial o-semiaditivitatea ei.

Fie [a, 8) C |_| la, Br) C [a,b). Cum ps([e, B)) = f(B) — f(e) si functia f este continua

la stanga, pentru Ve >0 3 > 0 astfel incat

fB)=f(B—-0)<e

si pentru fiecare k € N 30, > 0 incat

Flow) = flaw =) < 5.

Pentru intervalele noi are loc incluziunea

[, 8= 0] | (o — 6k, Br)-

k

Conform lemei Borel-Lebesgue dn € N astfel incat

U o — Ok, Pr)-
k=1

Din ultima incluziune rezulta

o, 8= 6) € Jlow = 6. Bi).

k=1

Alegem 0§ suficient de mici pentru ca semiintervalele [a, — 0k, B¢), k = 1,n si

intersecteze. Atunci, cum gy — monotona si finit aditiva, se obtine

f(B—=19) - Z Flow = 61)) <> (( flow = dr)),

k=1
de unde, tinand seama de (38) si (39) avem
pr(lo, B)) = <Y (f(B) — flaw)) + 28 = Zw [, Bi)) + 2¢.
k=1 k=1

Trecand in ultima inegalitate la limita cu € — 04 se obtine

Z ak; ﬁk

adica p1y — o-semiaditiva.

(38)

(39)

nu se



Demonstram o-aditivitatea. Fie [a, 8) = | [aw, Bk), unde [ag, Br)N|ay, §;) = &, § # k.

=t

1

Atunci pentru n € N arbitrar: | | [ag, Or) C [, 5) de unde rezulta
k=1

k=1

Trecem in (41) la limitd cu n — oo si obtinem

pr(fas 8)) = > (o, Bi))- (42)
k=1
Din (40) si (42) rezultd gy (|_| [ak,ﬁk)) = > pr(low, Bk)), adicad py — o-aditiva si deci
k=1 k=1
masura.
Definitie 1.9.1.  Fie pu} — masura exterioard generata de masura jiy. Prelungirea

masurii piy pe o-algebra mulfimilor wy-masurabile se numeste masura Lebesgue-Stieltjes
generatd de functia f.

Observatie 1.9.1. 1. py — masura completa.

2. Pentru f(x) = x masura Lebesgue-Stieltjes coincide cu masura Lebesgue.

Proprietati 1.9.1.

1. Orice multime ce consta dintr-un singur punct este masurabild in sens Lebesgue-
Stieltjes si

s ({}) = f(z +0) - f(a).

In adevar, cum

{z} = ﬁ [:c T + %) (43)

k=1
1
unde k este ales asa ca z + z < b, {x} este masurabild. Cum seminitervalele din (43)

formeaza un sir descendent, conform proprietatii de continuitate a masurii

urlleh) = i ([ a4 1)) =t (1 (04 2) = 1)) = s+ 0) = 1)

n—oo

2. Orice interval (deschis, semideschis, inchis) din [a,b) este masurabil si

pp(lev, Bl) = f(6+0) = fla),
ps((e, B]) = f(B40) = flar+0).
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In adevar, [a, ) — multime mésurabild conform definitiei; oricare alt interval se reprezinta

ca diferenta sau reuniune de mul{imi masurabile:

(o, 8) = [, )\ {a}, o8l =, )\N{B}, (o, 0] = [o, B] \ {e}.
In plus
pup((e, 8)) = f(B) = fla) = fla+0) + fla) = f(B) — fla+0),

p(le, B1) = f(B) = fla) + f(B+0) = f(8) = f(B+0) = f(a),
(e, 8]) = f(B+0) = fla) = fla+0) + f(e) = f(B+0) = fla+0).

3. Orice multime boreliand din [a, b) este masurabila.

Observatie 1.9.2. Fie X = R, 2 — algebra generatd de familia semiintervalelor
[, ), —o0 < a < f < 400, f: R — R o functie crescatoare, marginitd gi con-
tinud la stangd (in asa caz existd f(—o0) = xl_i}r_noof(x) si f(+w)xgglwf(x)). Repetand
rationamentele precedente vom obtine o masura Lebesgue-Stieltjes finita pe R.

Observatie 1.9.3. Fie f : [a,b) — R o functie cresciitoare, continua la stanga si
xlirzlbf(x) = 400. Ji in acest caz functie f generatd o méasura Lebesgue-Stieltjes, care insa
nu va fi finitd. Pentru a construi masura in acest caz, observam, cd pentru orice € > 0
functia f pe X. = [a,b — ¢) este marginita si genereazd o masurd Lebesgue-Stieltjes pf pe
X.. Vom numi multimea A C [a, b) masurabild dacd pentru Ve > 0 mulfimea A C [a,b—¢)
este misurabili in spatiul X.. In asa caz definim

j17(A) = lim s (AN [a,b — 2)). (44)

e—0

Cum masura pp(ANJfa,b—¢)) este monotond, limita (44) existd (finitd sau infinitd).
Masura generata de functia f pe [a,b) este o-finitd, deoarece [a,b) = Ej [a,b— %) si
iy ([a,b— 1)) < o0, ¥n € N. "

Observatie 1.9.4. Fie f : R — R o functie crescatoare, continua la stdnga si
nemarginita. i in acest caz ea genereaza o masura Lebesgue-Stieltjes o-finita. Constructia
este similard cu constructia masurii Lebesgue pe axa reald (se utilizeazd un sistem de in-
tervale ascendent).

Agadar, orice functie crescatoare, continua la stinga genereaza pe axa o masura Lebesgue-

Stieltjes finita sau o-finita.
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Teorema 1.9.2. Fie p : A — R o masura o-finita pe o-algebra A de mulfimi din
R, ce contine o-algebra B(R) — tuturor mulfimilor boreliene de pe axa. Atunci erisa asa
o functie crescatoare, continud la stinga f : R — R #ncdt masura p coincide pe B(R) cu
masura Lebesgue-Stieltjes iy generatd de functia f.

Demonstratie. Vom demonstra teorema pentru cazul p — masura finita. Fie

f(CL’) = M((_Ooa CL’)), r e R (45)

si vom arata ca f verifica conditiile teoremei.
1. f — functie crescitoare. In adevir, cum z; < xo implicd (—oo0,x1) C (—o00,x9) si

p-monotona
f(z1) = p((—00,21)) < p((—00,22)) = f(z2).

2. f — continua la stanga, adica f(x —0) = f(z), Va € R. Fie (z,) un gir numeric
o0

crescator, astfel incat lim z, = z. Atunci |J (—o0,z,) = (—o00, ) si utilizdnd continui-
n—oo n=1

tatea masurii in raport cu reuniunile se obtine

lim f(2,) = lim pu((—00, ) = (=00, )) = f(x)

adica f(x —0) = f(x).
3. Fie p1y — mésura Lebesgue-Stieltjes, generata de functia f. Atunci uy = p pe B(R).
In adevir, fie [0, 3) C R un semiinterval arbitrar, conform definitiei masurii Lebesgue-

Stieltjes si substractivitatii masurii p

py(la, B)) = f(B) = f(@) = p((=00, 5)) — (=00, @) = (=00, B)\ (=00, @) = u([ev, B)),

adicd pentru orice semiintervalele [a, 5) masurile pf si g coincid. Rezultd ca pp = p si pe

algebra 2( generata de familia tuturor semiintervalelor [, 3) C R. Atunci conform teoremei

despre unicitatea prelungirii minimale, rezultd pr(A) = pu(A) pentru VA € B(R).
Observatie 1.9.5. Pentru a demonstra teorema in cazul méasurii o-finite u, functia f

se defineste, de exemplu, astfel

p((0,2)), >0
flz) =1 0, z = 0;
—u([z,0)), x<O0.
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10. Masuri cu semn

Fie X — spatiu, 2 C P(X) o o-algebrd de multimi, w : A — R o functie de mulgimi.

Definitie 1.10.1. Functia de mulfimi w se numegte masura cu semn dacd a) w(&) =0
st b) w este o functie o-aditivd.

Observatie 1.10.1. a) Vom considera doar mésuri cu semn finite.

b) Din definitia masurii cu semn rezultd urmétoarele proprietiti ale ei: aditivitate,
subtractivitate gi continuitate in raport cu reuniunile (intersectiile).

¢) Orice m#surd cu semn este marginita.

Exemplul 1.10.1. Fie p i v doud masuri finite definite pe o-algebra 2 si
w:A—-R, wA) =p(l) —v(4), YVAe A, w— misurd cu semn.

In adevir, w(@) = u(@) — (D) = 051 V{A, Ay, ..., Ay, .} C A, AANA =0, i 4]

avem w <|_| Aj) = U <|_| Aj) —-v <|_| Aj) = ZM(AJ') =2 v(4;) = Z (1(4;) —v(4;)) =

j
=> w(A

L w(A;).

]Deﬁnitie 1.10.2.  Multimea A € 2 se numeste pozitiva (negativda, nula) in raport
cu masura cu semn w (sau w-pozitivd, w-negativd, w-nuld), daca w(B) > 0, VB C A,
Be (w(B)<0, VBCA, Be, respectiv w(B)=0, VBC A, Be).

Teorema 1.10.1.  (Descompunerea lui Hahn) Fie w : A — R o mdsurd cu semn.
Atunci erista asa doua mulfimi disjuncte X, si X_ astfel incit X = X, U X_,
X — multime w-pozitiva, X_ — mulfime w-negativa.

Observatie 1.10.2. a) Se spune ca multimile X, gi X_ formeazi o descompunere in
sens Hahn a spatiului X in raport cu masura cu semn w.

b) Descompunerea lui Hahn este unica cu exactitate de multimi w-nule.

Fie w : A — R o misurd cu semn definitd pe o-algebra A C P(X),
X = X, U X_ — descompunerea Hahn a spatiului X. Pentru VA € 2 definim
wi(A) =w(ANXy) §si w(A)=—-wANX.)

Definitie 1.10.3. Functiile de mulfimi w, $iw_ se numesc variatie pozitivd si respectiv

variafie negativa a masurii cu semn w. Funcfia de mulfimi
Wl(4) = we(A) +w_(4), vAen

se numeste variafie totala a masurii cu semn w.

Observatie 1.10.3. Din definitie rezultd cd w,,w_ si |w| sunt masuri finite.
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Teorema 1.10.2. (Descompunerea lui Jordan) Orice masurd cu semn poate fi reprezen-
tata ca diferenta a doua masuri finite: w(A) =w;(A) —w_(A), VA e .

Demonstratie. Utilizind descompunerea Hahn se obtine:
wA) =wANX) +wANX_) =wi(A) —w_(A).

Observatie 1.10.4. a) Descompunerea lui Jordan nu este unici. In adevir, fie
w = wy —w_ o descompunere in sens Jordan, g — o masurd finitd arbitrara. Atunci
w = (wy + 1) — (w— + p) la fel este o reprezentare a masurii cu semn w ca diferentd a doud
masuri.

b) Descompunerea Jordan este minimald in urmitorul sens: dacd w = w; — w_ este
descompunerea Jordan, w = 4 — v — o alta reprezentare a masurii cu semn w ca diferenta
a doud mdsuri finite, atunci wy(A) < u(A), w_(A4) <v(Ad), VAecA

In adevir,

Similar se aratd si w_(A) <v(A), VAe
¢) Analog se considera gi masuri cu semn ce primesc doar una din valorile +00 sau —oc.
d) Uneori se considerd gi mésuri cu semn complexe: w = wy + iwy, unde wy, ws — masuri

Ccu semn.

11. Functii cu variatie marginita

Definitie 1.11.1.  Functia [ : [a,b] — R se numeste functie cu variatie marginitd,
dacd AL € R astfel tncdt pentru orice deviziune A a segmentului [a,b],\ = {xo, z1,..., 2z, }

avem

i
L

|f(zhe1) — f(z1)] < L.

0

B
Il

Se noteaza f € BV ([a,b]).
Definitie 1.11.2. Fie f € BV ([a,b]). Numadarul

V(fila,b]) = 51)1\13 {z_: | f(@ht1) — f(xk)|} )

unde supremul se ia dupad toate diviziunile posibile se numeste variatie a functiei f.
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Exemplul 1.11.1. 1. Fie f — functie monotona pe [a,b]. Atunci f € BV([a,b]) si
V(f;la, b)) = [f(b) = f(a)l.

2. Functiile ce verifica conditia Lipschitz sunt functii cu variatie marginita, in particular
feCWY(a,b) = f€BV(a,b]).

3. fe€C(a,b]) = fe€ BV([a,b]),dar

(f € C(la,b]) A [fl € BV([a,0])) = [ € BV(a,b]).

Proprietati 1.11.1.
1. V(f;[a,b]) > 0.
2. V(f5[a,8]) > |£(6) — f(a)].
3. fe€ BV([a,b]) = f— mirginitd pe [a,b].
In adevir, Vo € [a,0] = [f(2)] = |f(a) + f(z) = fla)| < |f(a)| + |f(z) = fla)] <
< (@)l +[f(@) = fla)| + [f(b) = f(2)] < [fa)] + V(; [a, 0]).
4. Fie {f,g9} € BV([a,b]). Atunci
a) Ve e R: (¢f) € BV ([a,b]);
b) (f £g9) € BV([a,b]), (f-9) € BV([a,b]);
c) dacd, in plus, Ja > 0 astfel incat Vo € [a,b] |g(x)| > a, atunci 5 € BV ([a,b]).

>
>

Demonstratiile a)-c) sunt similare gi rezultd din definitia 1.11.1. De exemplu, pentru c):
Yy, e C [a,b] :

< 1S 2)gl) =)o)+ ) n) -

'f(a:z) S| ‘f(:vz)g(xl) — f(71)g(w2)
g9(w2) g(x1) g(w1)g(z2)

1
— flan)g(z2)l} < — {S[ug]) gl - [f (2) = fa1)] + Sup 1+ lg(a2) = 9($1)|},
de unde, pentru orice diviziune A\ a sedmentului [a, b|

n—1

f
g

f(ﬂfk)
g(l”k)

1
<
S

(k1) _
(Th41)

{Sup lgl - V(f;la,b]) +sup|f] - V(g; [a,b])} :

E—0 [a,b] [a,b]

5. Fie f € BV([a,b]), ¢ € (a,b). Atunci f € BV (la,c]), f € BV([e,b]) si
V(f;la,b]) = V(f;la,c]) + V(f; e, b]).
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Demonstratie. Fie \y = A ([a, c]) = {uo, u1, ..., unq)}, A2 = Xa([c, b]) = {vo,v1, ..., vn2) }
A= )\1 U )\2. Cum

n(l)—1 n(2)—1
D 1 (wgn) = flu)l+ > 1f(okin) = fo)] < V(£ [a, b)) (46)
k=0 k=0
rezulta
n(l)—1

D If(urgn) = flun)] < V(f; [, 0)),

n(2)—1
> 1 f (k) = flon)] < V(S5 a, b)),
k=0
adicd f € BV ([a,c]) si f € BV([a,b]) si in plus din (46) rezultd

V(fila,e]) + V(fi[e,b]) < V(f;la,0]). (47)
Demonstram inegalitatea opusd. Fie \* = {x, 21, ...,x,} §i ¢ € (2, 2,41]. Atunci

5 Uftonn) - S0l = gumm @]+ fwe) — £ + F(0) — fly)] +
+2 F(een) — Fan)] < ;;z)u(m) )]+ ) — £+ 1) — fa)] +
5 ) — fa)] <V [ad) + V(e b)),

k=j+1
de unde

V(fila, b)) < V(f;lac]) + V(S b)) (48)

Din (47)-(48) rezulta V' (f;[a,b]) =V (f;[a,]) + V(f;][c,b]).

6. Teorema Jordan. f € BV ([a,b]) < f se reprezinta ca diferentd a doua functii
cresciitoare pe [a, bl.

Demonstratie. Suficienta. Fie g, h — functii crescitoare, monotone pe [a,b]. Atunci
(exemplul 1.11.1) {g,h} C BV (]a,b]) si conform proprietitii 3 (¢ — h) € BV ([a,b]).

Necesitatea. Fie f € BV ([a,b]). Definim functiile g : [a,0] - R si h: [a,b] — R
astfel:

g9(a) =0, Ve (a,b], g(z)=V(f;la,]),
Wx) = g(x) = fz), Ve (a,b].

Functiile g si 7 sunt crescitoare. In adevir, pentru V{z;, 2o} C [a,b] cu z; < 29 avem:

g(x1) = V([fila,11]) <V(f;la,m]) + V(f; [21, 22]) = V([ a, 22]) = g(x2);
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W) = hx1) = g(w2) = f(w2) = g(1) + f(21) = V(f; [21, 22]) — (f(22) = f(21)) = 0.

7. Multimea punctelor de discontinuitate a unei functii cu variatie finita este cel mult
numarabila.
8. Orice functie cu variatie marginita determina o masura cu semn.

In adevir, fie f € BV ([a,b]) — continui la stanga pe [a,b]. Conform teoremei Jordan

f(x) = o(x) = (), (49)

unde ¢ si ¥ sunt functii crescitoare, continue la stanga si marginite pe [a, b]. Fie pu, si pty —
masurile Lebesgue-Stieltjes generate de ¢ §i 9 si definite cel putin pe o-algebra multimilor

boreliene B([a, b]) si
wrlA) = 1o(A) = ol A), VA € B((a,b)). (50)

Cum pu, si g sunt masuri finite, wy — masurd cu semn. Sa aratam, cd wy nu depinde
de reprezentarea (49). In adevir, daci [o, 3) C [a,b), atunci
wi(la, B)) = pe(lev, B)) = pu(lev, B)) = 0 (B) = pla) = $(B) + Pla) =
= (p(B) = ¥(0)) = (pla) = ¥(a)) = f(B) = f(a),
adicd wy([or, B)) nu depinde de reprezentarea (49). Rezultd, cd si pentru VA € B([a,b])
valoarea wy(A) nu depinde de ¢ i ¢ in (49).

9. Fie f € BV([a,b]), wy — misurd cu semn, generatd de functia f, |ws| — variatia

totala a masurii cu semn wy. Atunci

wr([a, b)) = V(f; [a, b]).
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