
IV. Probleme diverse 

Să se verifice dacă funcţia RXX →×:ϕ  determină o distanţă (566-569). 
566. RX =  
1) ( ) yyxxyx −=,ϕ ; 

2) ( ) 3, yxyx −=ϕ ; 

3) ( ) ( )Nnyxyx n ∈−=,ϕ ; 

4) ( ) yxyx 65, −=ϕ ; 

5) ( ) yx eeyx −=,ϕ ; 

6) ( ) yyxxyx −−+= 33,ϕ ; 

7) ( ) yxyx coscos, −=ϕ ; 

8) ( ) yarctgxarctgyx −=,ϕ ; 

9) ( ) yx eeyx sinsin, −=ϕ ; 

10) ( ) ( ) ( )yxyx +−+= 1ln1ln,ϕ ; 

11) ( ) yxarcctgyx −=,ϕ ; 

12) ( )
yarcctgxarcctg

yarcctgxarcctg
yx

−+

−
=

1
,ϕ ; 

13) ( )
33

33

1
,

yx

yx
yx

−+

−
=ϕ ; 

567. mRX = (resp. mCX = ): 

1) ( )
2

1

1

2
)1(, ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−= ∑

=

m

j
jjjyx ηξϕ ; 

2) ( ) ( )mkyx jj

k

j mjkjj <≤−+−=∑
= ≤≤+

1max,
1 1

ηξηξϕ ; 

3) ( ) ( )mkyx
m

kj
jj

k

j
jj <≤⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−= ∑∑

+==

1,
3

1

1

3
2

1

1

2
ηξηξϕ ; 

4) ( ) ∑
=

−=
m

j
jjyx

1

2
, ηξϕ ; 

5) ( ) ∑
=

−=
m

j
jjyx

1

2
1

, ηξϕ . 

 
568. [ ]baCX ,= : 

1) ( ) ( ) ( )tytx

bta
eeyx −=

≤≤
max,ϕ ; 

2) ( ) ( ) ( )tytx

bta
eyx −

≤≤
= max,ϕ ; 



3) ( ) ( ) ( ) 3
1

3, ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −= ∫ dttytxyx

b

a
ϕ ; 

4) ( ) ( ) ( )
3

3
1

, ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −= ∫ dttytxyx

b

a
ϕ ; 

5) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) dttytxtytxyx
b

ba
bata

∫ +
+

≤≤
−+−=

2
2

max,ϕ ; 

6) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
3

1

2

3
2

1

2 2, ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−= ∫∫ +

+

dttytxdttytxyx
b

ba

ba

a
ϕ ; 

569. NX = : 
1) ( ) 22, yxyx −=ϕ ; 

2) ( ) yxyx sinsin, −=ϕ ; 

3) ( ) yxyx coscos, −=ϕ ; 

4) ( ) iyix eeyx −=,ϕ ; 

5) ( )
⎪⎩

⎪
⎨

⎧

≠
+

+

=
=

;.,11

,0
,

yx
yx

yx
yxϕ  

6) ( ) nn yxyx −=,ϕ ; 

7) ( ) yx eeyx sinsin, −=ϕ . 

 
Să se afle distanţa dintre punctele x  şi y  ale spaţiului metric X  (570-576). 

570. mRX = : 
1) ( ) ( )1,,1,,.,,2,1 KK −== mmymx ; 

2) ( ) ( )mm
mymx 11 96,32 +=+= ; 

3) ( )( ) ( )0,,0,0,.1cos,,cos,1 KK =−= ymx αα ; 
4) ( ) ( )0,,0,0,.sin,,2sin,sin KK == ymx ααα ; 
5) ( ) ( )0,,0,0,,,,1 1 KK == − yeex m ; 

6) ( ) ( )mm nynx 11 23,12 +=+= ; 

7) ( ) ( )mm nynx 11 45,32 +=+= ; 

8) ( ) ( )mm nynx 11 22,12 +=+= . 
 
571. mCX = : 
1) ( ) ( )0,,0,0,,,,1 1 KK == − yiix m ; 
2) ( )( ) ( )0,,0,0,,,,1 1 KK == − yeex mii ; 

3) ( ) ( )
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=+

=
==

1

,
,,

11
jj

jjm
j

m
j

i
yx

ηξ

ηξ
ηξ   ( )mj ,,2,1 K= . 

 



572. [ ]π,0CX =  şi [ ]π,02CX = : 
1) tytx cos,sin == ; 
2) tytx 2cos,cos == ; 

3) tytx 5cos
2
3,5sin

2
1

== ; 

4) tytx 2sin,sin == ; 
5) tytx 3cos,2cos == ; 
6) tytx cos, == . 
 
573. [ ]2,2−= CX  şi [ ]2,22 −C : 
1) teytx == , ; 
2) 42 , tytx == ; 
3) 13,3 −== tytx ; 
4) 12,2 −== tytx ; 
5) 127,2 −== tytx ; 
6) 52,2 −== tytx ; 
7) 143,1 224 −−=+−= ttyttx ; 
8) tt eyex 2, == ; 
9) tchytshx == , . 
 
574. 1lX = : 

1) ( )∞
∞

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= 1

1
0,

3
ynx n ; 

2) ( )∞
∞

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= 1

1
2 0,1 y

n
x ; 

3) 
∞∞

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

11 3
1,

2
1

nn yx ; 

4) 
∞∞

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

11 3
,

2 nn
nynx . 

 
575. 2lX = : 

1) ( )∞
∞

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= 1

1
0,

3
ynx n ; 

2) ( )∞
∞

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= 1

1
0,1 y

n
x ; 

3) 
∞∞

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

11 3
,

2 nn
nynx ; 



4) 
∞∞

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +
=

11 10
1,

7
1

nn
nynx . 

 
576. ∞= lX : 

1) 
∞∞

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
−

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
+

=
11 13

1,
32

1
n
ny

n
nx ; 

2) 
∞∞

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
+

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
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=
11 34
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n
ny

n
nx ; 

3) 
∞∞

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
+

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
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=
11 13

1,
1
1

n
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n
nx . 

 

577. Fie ∞<< 21,1 pp  şi 
21

111
ppp

+= . Să se arate că dacă 

( ) ( )
21 11

, pjpj lylx ∈=∈= ∞∞ ηξ  atunci ( ) pjj lz ∈= ∞
1

ηξ  şi  

2
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⎠
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⎠
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⎛
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=
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=

∞

=
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578. Fie ∞<< 321 ,,1 ppp  şi 
321

1111
pppp

++= . Să se arate că dacă 

( ) ( ) ( )
321 111

,, pjpjpj lzlylx ∈=∈=∈= ∞∞∞ ζηξ , atunci ( ) pjjj lu ∈= ∞

1
ζηξ  şi  
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⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝
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∞
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 579. Să se studieze convergenţa şirului ( )∞1nx  în spaţiul metric 

sclX p , ), p  (1 0∞≤≤= : 

1) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
= KK ,0,0,

1
,,

3
2,

2
1

n
nxn ; 

2) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= KK ,0,0,

ln
1,,

2ln
1,1

n
xn ; 

3) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= KK ,0,0,ln,,

2
2ln,1

n
nxn ; 

4) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

+
= KK ,0,0,

1
,,

3
2,

2
1

n
nxn ; 

5) 
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
= K43421K ,0,,1,0,,0

n
nx ; 



6) 
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
=

+

K43421K ,0,1,0,,0,1
1n

nx ; 

7) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

−
KK ,0,

2
1,,

2
1,1 1nnx ; 

8) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= KK ,0,

!
1,,

!2
1,1

n
xn ; 

9) 
⎟⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

+

K
43421
K ,0,1,,0,

2
1

1n

nnx ; 

10) ( )R
n

nxn ∈⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= ααα KK ,0,ln,,

2
2ln,1 . 

 
580. Să se studieze convergenţa şirului ( )∞1nx  în spaţiul metric 
[ ]1,0CX =  şi [ ]1,02C : 
1) ( ) nn

n tttx 63 −= ; 

2) ( ) 2nn
n tttx −= ; 

3) ( )
⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

<≤

≤≤
=

;10,

,11,1

n
tnt

t
ntxn  

4) ( )
( )

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

≤<

≤≤−
=

;11,0

,10,1

t
n

n
tntn

txn  

5) ( ) 10575 ++ −= nn
n tttx . 

 

581. Să se dea exemplu de şir ( )( )∞1nx , ( ) ( )( ) Rx j
n

j
n ∈=

∞
ξξ ,

1
 aparţinînd  

spaţiului considerat, care: 
1) converge în spaţiul ∞l  şi nu converge în spaţiul 1l ; 
2) converge în spaţiul ∞l  şi nu converge în spaţiul 2l ; 
3) converge în spaţiul 0c  şi nu converge în spaţiul 3l ; 
4) converge în spaţiul 0c  şi nu converge în spaţiul pl  oricare ar fi ∞<≤ p1 ; 
5) converge în spaţiul 3l  şi nu converge în spaţiul 2l ; 
6) converge în spaţiul s  şi nu converge în spaţiul ∞l . 
 

582. Să se dea exemplu de şir ( )( )∞1nx  aparţinînd spaţiului considerat, care: 
1) converge în spaţiul [ ]1,01L  şi nu converge în spaţiul [ ]1,0∞L ; 
2) converge în spaţiul [ ]1,02L  şi nu converge în spaţiul [ ]1,0C ; 



3) converge în spaţiul [ ]1,02L  şi nu converge în spaţiul [ ]1,03L ; 
4) converge în spaţiul [ ]1,0pL  oricare ar fi ∞<≤ p1  şi nu converge în 

spaţiul [ ]1,0∞L ; 
5) converge în spaţiul [ ]1,0rL  oricare ar fi pr <≤1 , însă nu converge în 

[ ]1,0pL . 
 

583. Să se arate că şirul ( )∞1ntn  este convergent în spaţiul [ ]1,0pL  dacă şi  
numai dacă 2<p . 

 584. Fie 10 <<α . Să se arate că şirul ( )∞1ntnα  este convergent în 

spaţiul [ ]1,0pL  dacă şi numai dacă 
α
1

<p . 

 585. Să se arate că mulţimile G  sunt deschise, iar F  închise în spaţiile 
metrice respective: 

1) ( ){ }6411 532: ξξξξ ≥−∈== ∞
pn lxF ; 

2) ( ){ }532: 411 ≥−∈== ∞ ξξξ pn lxF ; 

3) ( ){ }64101 532: ξξξξ ≥−∈== ∞ cxF n ; 

4) ( ){ }6411 532: ξξξξ ≥−∈== ∞ sxF n ; 

5) [ ] ( )
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

≤⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛∈= 0

2
12

3
13:1,0 xxxCxF ; 

6) [ ]
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

≤⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛∈= 1

2
12

3
13:1,0 xxCxF ; 

7) [ ] ( )
⎭⎬
⎫

⎩⎨
⎧ ≥∈= ∫ 7:1,0

1

02 dttxCxF ; 

8) ( ){ }151051 : ξξξξ <−∈== ∞
pn lxG ; 

9) ( ){ }54101 : ξξξξ >+∈== ∞ cxG n ; 

10) [ ]
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

<⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛∈= 5

4
13

2
12:1,0 xxCxG ; 

11) [ ] ( ) ( )
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛>−∈=

2
171403:1,0 xxxCxG ; 

12) [ ] ( )
⎭⎬
⎫

⎩⎨
⎧ <∈= ∫ 3:1,0

1

02 dttxCxG ; 

13) ( ) ( ){ }22: 211 ≥≤+∈== mRxF m
mm

n ξξξξ ; 

14) ( ){ })2(532: 11 ≥≥−∈== mCxF m
mm

n ξξξ ; 

15) ( ) ( ){ }232: 211 ≥<−∈== mRxG m
mm

n ξξξξ ; 

16) ( ) ( ){ }20: 21 ≥<−∈== mCxG m
mm

n ξξξ . 
 
586. Să se arate că mulţimea M  nu este nici închisă, nici deschisă în spaţiul  

metric X : 



1) [ ] ( ) ( ){ }213021:1,0 ≤+<∈= xxCxM ; 
2) [ ] ( ){ }51:1,02 <∈= xCxM ; 
3) [ ] ( ){ }51:1,02 ≤∈= xCxM ; 
4) [ ] ( ) ( ){ }210:1,02 <+∈= xxCxM ; 

5) ( ){ }41: 211 <+≤∈== ∞ ξξξ pn lxM . 
 

587. Să se arate că spaţiul metric ( )ρ,R , ( )
yx

yx
yx

−+

−
=

1
,ρ  este separabil. 

588. Să se arate că în spaţiul metric real s  este densă mulţimea şirurilor de  
rang finit cu coordonate raţionale. De aici să se deducă: spaţiul metric s  este 
separabil. 
 589. Să se arate că în spaţiul metric [ ]1,0C  sunt dense mulţimile: 
 { }NnRatatatataM j

n
n ∈∈++++= −
− ,;cos 12
12

3
3101 K , 

{ }NnRatatataaM j
n

n ∈∈++++= −
− ,;12
12

3
3102 K , 

însă nu sunt dense mulţimile 
{ }0,,;12

12
3

313 >∈∈+++= −
− αα NnRatatataM j

n
nK , 

{ }NnRatatatataM j
n

n ∈∈++++= −
− ,;sin 12
12

3
3104 K . 

 
590. Fie 1M  şi 2M  mulţimile polinoamelor 

{ }QaNntataaM j
n

n ∈∈+++= ,;101 K , 

{ }QRaNntataaM j
n

n \,;102 ∈∈+++= K . 
Să se arate că ambele mulţimi 1M  şi 2M  sunt dense în spaţiile [ ]baC ,  şi 

[ ]baLp ,  ( )∞<≤ p1 . 
591. Fie 1M  şi 2M  mulţimile şirurilor de rang finit 

( ){ }K,2,1,:
11 =∈== ∞ jQxM jj ξξ , 

( ){ }K,2,1,\:
12 =∈== ∞ jQRxM jj ξξ . 

Să se arate că ambele mulţimi 1M  şi 2M  sunt dense în spaţiul real pl  
( )∞<≤ p1  şi 0c . 

592. Să se verifice dacă mulţimea M  este densă în spaţiul metric X : 
1) ∞== lXcM ,0 ; 
2) [ ] ( ) ( ){ } [ ]baCXbxaxbaCxM p ,,:, ==∈=  ( )∞<≤ p1 ; 

3) ( ) ( ){ } [ ]baCXnRatataatptpeM j
n

n
t ,;,1,0,,: 10 ==∈+++== KK ; 

4) ( ) ( ){ } [ ]baLXnRatataatptpeM pj
n

n
t ,;,1,0,,: 10 ==∈+++== KK

( )∞<≤ p1 ; 
5) [ ]{ } [ ]baCXbaCxxM ,,,: =∈′= ; 
6) [ ]{ } [ ]baLXbaCxxM p ,,,: =∈′=  ( )∞<≤ p1 ; 
7) ( ) 0,1 cXplM p =∞<≤= ; 
8) ( ) ∞=∞<≤= lXplM p ,1 ; 



9) ( ) sXplM p =∞<≤= ,1 . 
 
593. Să se verifice dacă aplicaţia XXA →:  este aplicaţie de contracţie: 
1) ( )( ) ( ) [ ]1,0,1 CXtxtAx =+= ; 

2) ( )( ) ( ) ( ) [ ]1,0,0, CXatxatAx =>+= ; 

3) ( )( ) ( ) ( ) ( ) [ ]1,0,10
0

CXtdssxsttAx
t

=≤≤−= ∫ ; 

4) ( )( ) ( ) ( ) ( ) [ ]1,0,0;10
0

CXtdssxsttAx
t

=>≤≤−= ∫ αα . 

 
594. Fie ( )ρ,X  spaţiul metric [ )∞= ,0X , ( ) yxyx −=,ρ . Să se verifice dacă 

aplicaţia XXA →:  este aplicaţie de contracţie: 
1) ( )2ln += xAx ; 
2) ( ) ( )1ln ≥+= aaxAx ; 
3) ( )10|sin| <<= ααxAx ; 
4) ( )10|cos| <<= ααxAx ; 
5) xeAx = ; 
6) xeAx −= ; 

7) xeAx −=
2
1 . 

595. Se consideră spaţiile metrice )2(
11 lX =  şi )2(

2 ∞= lX . Să se verifice dacă  
aplicaţia kk XXA →:  )2,1( =k este aplicaţie de contracţie: 

1) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++= 2121 2

1
3
1,

3
1

2
1 ξξξξAx ; 

2) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++= 2121 2

1
3
1,

2
1

2
1 ξξξξAx ; 

3) ( )12 ,ξξ=Ax ; 

4) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++= 2121 5

1
5
3,

5
2

5
2 ξξξξAx . 

 
596. Să se arate că aplicaţiile [ ] [ ]1,01,0: CCA →  sunt aplicaţii generalizate de  

contracţie: 

1) ( )( ) ( ) ( )10
0

≤≤= ∫ tdsssxtAx
t

; 

2) ( )( ) ( ) ( ) ( )10
0

≤≤+= ∫ tdssxtstAx
t

; 

3) ( )( ) ( ) ( )10
0

2 ≤≤= ∫ tdssxstAx
t

; 



4) ( )( ) ( ) ( ) ( )10
0

22 ≤≤+= ∫ tdssxtstAx
t

. 

597. Utilizînd metoda aproximărilor succesive, să se rezolve în spaţiul [ ]1,0C   
ecuaţia integrală: 

1) ( ) ( ) ( )1013
0

2 ≤≤=− ∫ tdssxstx
t

λ ; 

2) ( ) ( ) ( )1014
0

3 ≤≤=− ∫ tdssxstx
t

λ ; 

3) ( ) ( ) ( ) ( )10
0

≤≤=−− ∫ ttdssxtstx
t

; 

4) ( ) ( ) ( ) ( )101
0

≤≤=−− ∫ tdssxtstx
t

; 

5) ( ) ( ) ( ) ( )101
0

≤≤+=−− ∫ ttdssxtstx
t

. 

598. Fie RX ⊂  un interval închis (mărginit sau nemărginit) şi funcţia  
XXf →:  continuă pe X  şi derivabilă în interiorul lui X . Să se arate că dacă 

( ) 1<≤′ qxf  în interiorul lui X , atunci ecuaţia ( ) xxf =  are o soluţie unică în X  şi 
această soluţie poate fi obţinută prin metoda aproximărilor succesive 

( ) ( )Xxnxfx nn ∈== − 01 ;,2,1 K . 

599. Utilizînd afirmaţia din problema precedentă, să se arate că şirul ( )∞1nx  de 
numere reale este convergent şi să se afle limita acestui şir 

1) 2,3
2
1

0
1

1 =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+=

−
− x

x
xx

n
nn ; 

2) ( ) ( )0,;1,11
01

1
1 >≥>⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+−=

−
−

− aaxk
x
axk

k
x k

k
n

kn ; 

3) 0,2 01 =+= − xxx nn ; 

4) 1,2 01 == − xxx nn ; 

5) 2,12 0
1

=+=
−

x
x

x
n

n ; 

6) ( ) axaaxxx nnn =<<−−= −− 0
2

11 ,10,
2
1 . 

600. Să se arate că orice punct fix al aplicaţiei XXA →:  este punct fix şi al  
aplicaţiei ( )K,3,2=nAn . 
 601. Utilizînd afirmaţia din problema precedentă să se rezolve ecuaţiile 

1) ( ) ( ) 0414199419 222 =+−+−−+− xxxxx , 

2) ( ) ( ) 0151588158 222 =+−+++++ xxxxx . 
 602. Să se verifice dacă aplicaţia A  este continuă. 



1) ( ) ( ) 211
2

12 ,,: lxAxllA jj ∈==→ ∞∞
ξξ ; 

2) ( ) ( ) 211
2

22 ,,: lxAxllA jj ∈==→ ∞∞
ξξ ; 

3) 111 ,,: lxxAxllA ∈=→ ; 
4) ( )∞<<≤∈=→ 211,,:

121
pplxxAxllA ppp ; 

5) pp lxxAxllA ∈=→ ∞ ,,: ; 

6) ( ) ( ) sxAxssA jj ∈=+=→ ∞∞
11

,1,: ξξ ; 

7) pp lxxAxslA ∈=→ ,,: ; 

8) [ ] [ ] ( )( ) ( ) ( )10,1,01,0:
0

2 ≤≤=→ ∫ tdssxtAxCCA
t

; 

9) [ ] [ ] ( )( )
( )

( )⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

≤<

≤≤
=→

;1
2
1,1

,
2
10,2

,1,01,0:
tx

ttx
tAxCCA  

10) [ ] ( )( ) ( ) 11
1

1 ,,1,0: lxttAxClA j
j

j
j ∈==→ ∞

∞

=
∑ ξξ ; 

11) [ ] [ ] ( )( ) ( ) ( )10,1,01,0: 3 ≤≤=→ ttxtAxCCA ; 
12) [ ] [ ] ( )( ) ( ) ( ) NnttxtAxCCA n ∈≤≤=→ ,10,1,01,0: ; 

13) [ ] [ ] ( )( ) ( ) ( ) 21
2
10,1,01,0: txtxxtAxCCA +⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+=→ . 

 
603. Să se verifice dacă mulţimea A  este relativ compactă în spaţiul metric  

respectiv: 
1) ( ) ( ) ( ){ }001

0,,,2,11: njnjlxA jjpj >==≤∈== ∞ ξξξ K ; 

2) [ ] ( ) ( ){ }632,10:1,0 22 =+≤≤+=∈= batbattxCxA ; 
3) [ ] ( ) ( ){ }632,10:1,0 22 =+≤≤+=∈= batbattxCxA p ; 
4) { } [ ] [ ] ( ) ( ) ( ){ }101ln:1,05,0 ≤≤+=⊂= ∈ tttxCxA αααα ; 

5) { } [ ) [ ] ( ) ( ) ( ){ }101ln:1,0,0 ≤≤+=⊂= ∞∈ tttxCxA αααα ; 

6) ( ) ( ){ }0001
0;,,2,1;1: njnjcxA jjj >==≤∈== ∞ ξξξ K ; 

7) ( ){ }K,2,1;1:01
=≤∈== ∞ jcxA jj ξξ ; 

8) ( ){ }mRxA m
mm

j ≤+++∈== ξξξξ K211
: ; 

9) ( ){ }1: 1211
≤+++∈== −m

mm
j RxA ξξξξ K ; 

10) ( ){ }1: 211
=∈== m

mm
j RxA ξξξξ L ; 

11) ( ){ }1: 33
2

3
11

≤+++∈== m
mm

j RxA ξξξξ K ; 

12) ( )
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

≤∈== ∑
∞

=

1:
1

2
31

j
j

m
j lxA ξξ . 

Să se verifice dacă funcţia RX →:ϕ  defineşte o normă în spaţiul liniar X : 



604. ( )( )RxRX ∈== 2121
2 ,:, ξξξξ  

1) ( ) 2
221

2
1 84 ξξξξϕ ++=x ; 

2) ( ) 2
221

2
1 48 ξξξξϕ ++=x ; 

3) ( ) 2
221

2
1 168 ξξξξϕ ++=x ; 

4) ( ) 21
2

1 8 ξξξϕ +=x ; 

5) ( ) 21
2
2

2
1 ξξξξϕ −+=x ; 

 
605. mRX =  

1) ( ) ∑
−

=
+ −=

1

1
1

m

j
jjx ξξϕ ; 

2) ( ) ∑
−

=
+ −+=

1

1
11

m

j
jjx ξξξϕ ; 

3) ( )
2

1

2
1

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
= ∑

=

m

j
jx ξϕ ; 

4) ( ) ∑
=

−

≤≤
=

m

j

j
jt
tx

1

1

10
max ξϕ ; 

5) ( ) ( )+∞<<<∞−= ∑
=

−

≤≤
batx

m

j

j
jbta 1

1max ξϕ . 

606. 1lX = : 

1) ( ) ( )( )11
1

1 lxx j
j

jj ∈=−= ∞
∞

=
+∑ ξξξϕ ; 

2) ( ) ( )( )11
1

11 lxx j
j

jj ∈=−+= ∞
∞

=
+∑ ξξξξϕ ; 

3) ( ) ∑
∞

=

−

≤≤
=

1

1

10
max

j

j
jt
tx ξϕ ; 

4) ( )
2

1

1

2

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
= ∑

∞

=j
jx ξϕ ; 

5) ( ) ( )∞<≤⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= ∑

∞

=

px
p

j

p

j 1
1

1
ξϕ ; 

6) ( ) ( )Nkx
kj

j

k

j
j ∈⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= ∑∑

∞

+==

3
1

1

3
2

1

1

2
ξξϕ ; 

7) ( ) ∑
∞

+=≤≤
+=

11
max,

kj
jjkj

yx ξξϕ . 

 



607. [ ]1,0CX = : 

1) ( ) ( )txex t

t 10
max

≤≤
=ϕ ; 

2) ( ) ( ) ( )txtx
t

+=
≤≤

1lnmax
10

ϕ ; 

3) ( ) ( )txx
t

−=
≤≤

1max
10

ϕ ; 

4) ( ) ( )txx
t

2max
2
10 ≤≤

=ϕ ; 

5) ( ) ( ) ( ) dttxtxx
t

∫+=
≤≤

1

2
1

2
10

maxϕ ; 

6) ( ) ( ) ( )
3

1
1

2
1

32
1

2
1

0

2
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= ∫∫ dttxdttxxϕ ; 

7) ( ) ( )txtx
t

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=

≤≤ 2
1max

10
ϕ . 

 
608. Să se calculeze norma vectorului x  în spaţiul liniar normat N : 
1) ( ) mRNmx == ,,,2,1 K ; 
2) ( ) )(

3,,,2,1 mlNmx == K ; 
3) ( ) 3,15,2,2 CNiiix =−+= ; 
4) ( ) 5,2,1,1,21,21 CNiiiiix =−++−= ; 
5) [ ]4,0,652 CNttx =+−= ; 
6) [ ]4,0,65 1

2 CNttx =+−= ; 
7) [ ]4,0,65 2

2 CNttx =+−= ; 

8) ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡=+=

2
,0,cossin πCNttx ; 

9) ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡=+=

2
,0,cossin 2
πCNttx ; 

10) ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡=+=

2
,0, πCNtchtshx ; 

11) ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡=+=

2
,0, 3
πCNtchtshx ; 

12) ( ) ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡=+=

−

2
,0,cossin

166 πCNttx ; 

13) ( ) ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡=+=

−

2
,0,cossin

144 πCNttx ; 

14) [ ]1,0,cos5sin3 CNttx =+= ; 
15) [ ]1,0,cos3sin5 CNttx =+= ; 

16) 1
1

,
2

lNnx n =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

∞

; 

17) 2
1

,
2

lNnx n =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

∞

; 



18) 
( ) ( ) 1

1

,
12212

1 lN
nnn

x =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−

=
∞

; 

19) 
( )( ) 1

1

,
2656

1 lN
nn

x =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−

=
∞

; 

20) 0
1

,
2

sin1 cNn
n

x =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

∞π ; 

21) 2
1

,
2

sin1 lNn
n

x =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

∞π ; 

22) 0
1

2 ,
53

2 cN
n

nx =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
=

∞

; 

23) ( ) ∞
∞

+ == lNnx n ,log 11 . 
 
609. Să se arate că pentru orice ( ) mm

j Ca ⊂
1

 sunt adevărate inegalităţile: 

1) 
5

1

1

515
23

1

1

3
5

1

1

5

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
≤⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
≤⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
∑∑∑
===

m

j
j

m

j
j

m

j
j amaa ; 

2) 
8

1

1

856
17

1

1

7
8

1

1

8

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
≤⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
≤⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
∑∑∑
===

m

j
j

m

j
j

m

j
j amaa ; 

3) 
8

1

1

840
35

1

1

5
8

1

1

8

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
≤⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
≤⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
∑∑∑
===

m

j
j

m

j
j

m

j
j amaa ; 

4) 
10

1

1

1010
15

1

1

5
10

1

1

10

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
≤⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
≤⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
∑∑∑
===

m

j
j

m

j
j

m

j
j amaa ; 

5) jmj

m

j
jjmj

amaa
≤≤=≤≤

≤⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
≤ ∑

1
8
18

1

1

8

1
maxmax ; 

6) jmj

m

j
jjmj

amaa
≤≤=≤≤

≤⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
≤ ∑

1
5
15

1

1

5

1
maxmax . 

 
610. Să se arate că spaţiul liniar normat [ ]( ) ( )4,3,2,1,, =nxbaC n  este spaţiu  

Banach: 

1) ( ) ( ) 3
1

3
1 max ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛+= ∫≤≤

dttxtxx
b

abta
; 

2) ( ) ( ) 4
1

4
2 max ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛+= ∫≤≤

dttxtxx
b

abta
; 

3) ( ) ( )dttxtxx
b

abta ∫+=
≤≤

10max
10
1

3 ; 



4) ( ) ( )txtxx
btbabata ≤≤

++
≤≤

+=

22

4 max3max2 . 

 

611. Să se arate că normele ′⋅ şi ″⋅ , definite în spaţiul liniar al polinoamelor  
cu coeficienţi reali 

( ) ( )10;,,1,0;10 ≤≤=∈+++= tnjRatataatx j
n

n KKK , 
nu sunt echivalente: 

1) ( ) ( ) 10
1

1

0

102
1

1

0

2 , ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛=″⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛=′ ∫∫ dttxxdttxx ; 

2) ( ) ( )txxdttxx
t 10

3
1

1

0

3 max,
≤≤

=″⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛=′ ∫ ; 

3) ( ) ( ) 4
1

1

0

42
1

1

0

2 , ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛=″⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛=′ ∫∫ dttxxdttxx ; 

4) ( ) ( ) 3
1

1

0

31

0
, ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛=″=′ ∫∫ dttxxdttxx ; 

5) ( ) ( ) 13
1

1

0

1310
1

1

0

10 , ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛=″⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛=′ ∫∫ dttxxdttxx . 

 
612. Să se arate că mulţimea M  din spaţiul Banach L  este închisă şi convexă.  

Să se calculeze distanţa de la punctul Lx ∈0  pînă la mulţimea M : 

1) ( ){ } ( )K,0,0,1,532: 02171
==+∈== ∞ xlxM j ξξξ ; 

2) ( ){ } ( )K,0,0,1,2: 02151
==−∈== ∞ xlxM j ξξξ ; 

3) ( ){ } ( )K,0,1,0,0,2: 02151
==−∈== ∞ xlxM j ξξξ ; 

4) ( ){ } ( )K,0,0,1,0,1,2: 02151
==−∈== ∞ xlxM j ξξξ ; 

5) ( ){ } ( )K,0,0,1,1,1,6: 04221
==+∈== ∞ xlxM j ξξξ ; 

6) ( ){ } ( )K,0,0,1,0,0,0,6: 04221
==+∈== ∞ xlxM j ξξξ . 

 
613. Fie L  un spaţiu liniar peste cîmpul K  al numerelor reale R  sau  

compelxe C . Să se verifice dacă aplicaţia KLLA →×:  defineşte un produs scalar: 
1) ( ) ( ) 22122111

2 62,, ηξηξηξηξ +++== yxARL ; 
2) ( ) ( ) 22122111

2 42,, ηξηξηξηξ +++== yxARL ; 
3) ( ) 22122111

2 432,, ηξηξηξηξ +++== yxACL ; 

4) ( ) ( )∑
=

+==
m

j
jj

m jyxARL
1

1ln,, ηξ ; 

5) ( ) ∑
=

==
m

j
jj

m jyxARL
1

ln,, ηξ ; 

6) ( ) ∑
∞

=

==
1

3
1,,

j
jjj

yxAlL ηξ ; 



7) ( )
( )∑

∞

= +
==

1 33 1ln
1,,

j
jjjj

yxAlL ηξ ; 

8) ( ) ∑
∞

=
∞ ==

1
2

1,,
j

jjj
yxAlL ηξ ; 

9) ( ) ∑
∞

=
∞ ==

1

1,,
j

jjj
yxAlL ηξα ; 

10) ( ) ( ) ∑
∞

=

=≤=
1

,,2
j

jjp yxAplL ηξ ; 

11) [ ] ( ) ( ) ( )∫
−

=−=
1

1
2 ,,1,1 dttyttxyxALL ; 

12) [ ] ( ) ( ) ( )∫
−

=−=
1

1

2
2 ,,1,1 dttytxtyxALL ; 

13) [ ] ( ) ( ) ( )∫
−

=−=
1

1
3 ,,1,1 dttytxyxALL ; 

14) [ ] ( ) ( ) ( )∫
−

∞ =−=
1

1

,,1,1 dttytxyxALL . 

 
614. Să se calculeze poiecţia vectorului 0x  pe subspaţiul M  al spaţiului  

Hilbert H  şi distanţa de la 0x  la  M : 
1) { } [ ] 2

02
345 ,1,0,,: txLRcbactbtatM =⊂∈++= ; 

2) { } [ ] 2
02

345 ,1,1,,: txLRcbactbtatM =−⊂∈++= ; 
3) { } [ ] 2

02
35 ,1,1,,: txLRcbacbtatM =−⊂∈++= ; 

4) { } [ ] txLRcbacbtatM =−⊂∈++= 02
35 ,1,1,,: ; 

5) { } [ ] 2
02

34 ,1,0,,: txLRcbactbtatM =⊂∈++= ; 
6) { } [ ] 1,1,0,,: 02

34 =⊂∈++= xLRcbactbtatM ; 
7) { } [ ] 2

02
34 ,1,0,,: txLRcbactbtatM =⊂∈++= . 

 
615. Să se aplice sistemului de vectori 321 ,, xxx  metoda de ortogonalizare  

Schmidt şi să se scrie seria Fourier a elementului Hx ∈0  în raport cu sistemul 
onţinut: 

1) ( ) [ ]1,0,;,, 2
2

0
345 LHttxttt == ; 

2) ( ) [ ]1,1,;,, 2
2

0
345 −== LHttxttt ; 

3) ( ) [ ]1,1,;1,, 2
2

0
35 −== LHttxtt ; 

4) ( ) [ ]1,1,;1,, 20
35 −== LHttxtt ; 

5) ( ) [ ]1,0,;,, 2
2

0
34 LHttxttt == ; 

6) ( ) [ ]1,0,1;,, 20
34 LHtxttt == ; 

7) ( ) [ ]1,0,;,, 2
5

0
34 LHttxttt == . 



 
616. În spaţiul Hilbert H  să se afle complementul ortogonal al  

subspaţiului M : 
1) ( ){ }032: 211 =+∈== ξξξ mm

n RxM ; 

2) ( ){ }032: 2121 =+∈== ∞ ξξξ lxM n ; 

3) ( ){ }0: 423121 =+=+∈== ∞ ξξξξξ lxM n ; 

4) [ ] ( )
⎭⎬
⎫

⎩⎨
⎧ =−∈= ∫− 0:1,1

1

1
2

2 dttxtLxM ; 

5) [ ] ( ) ( )
⎭⎬
⎫

⎩⎨
⎧ ==−∈= ∫∫ −−

0:1,1
1

1
31

1
2

2 dttxtdttxtLxM ; 

6) [ ] ( ) ( )
⎭⎬
⎫

⎩⎨
⎧ =+∈= ∫ 0:1,0

1

0
2

2 dttxttLxM . 


