IV. Probleme diverse

Sa se verifice daca functia ¢ : X x X — R determina o distantd (566-569).

566. X =R
1D (. y)=|xx-yy|
2) o(xy)=3/x-y;
3) p(y)=gfx-y (neN);
4) g(xy)=[sx-6y;
5) @(X:y): e —e’ 5
6) ¢(X’y):‘x3 +X_y3 -y
7) p(x,y)=|c
8) o(x.y)=la
9) ¢(X, y): esmx _eslny ;
10) p(x, y)=‘1n(1+|x|) In( ];
11) p(x,y)=a
larcctg x —arcctg |
12 = |
) p(x.y) 1+|arcctg x — arcctg y|”
‘x3 -~ y3‘
13) plX,y)=————73
) §0( Y) 1+‘X3 _ y3‘

567. X =RM(resp. X =C™):
m V2
1) ¢(X,y)=(Z(J’—l)\§j—m\J ;

k
2) p(xy)=> ¢ —n|+ max
=1

g nj‘(1<k<m)

k+1<j<m

3) o(xy

k 5 % m 3 %
) [Z‘gﬂ—ni‘] +[._Z‘5i_"i‘j (1<k <m);

5

4) ¢

‘51 1

(x,y)
5) ok y)=3 g -n|*.

2
j=1
2
j=1
568. X =Cla,b]:

D o(xy)= mta%ex(t)_ey(t)

2

2) go(x y) maxe‘x(t)_y(t)‘;

a<t<b



) obey)=( [0-yera)
B oluy)=( [0~y e
9 loy)= mag ()= y(0]+ [ K0 -

] 1

-] | bt

569. X =N

D ey)=|¢-y;

2) o(xy)=|si

3) plxy)=

4) p(xy)=l" -e";
0 ,x=y

5 ploy)=1, . 1 oty
X+y

6) p(xy)=x"-y"|;

7 o(x,y)=[e"* —eY|.

Sa se afle distanta dintre punctele x si y ale spatiului metric X (570-576).

12,,m) y = (mm=1,...,1);

= (
X = (m) - (Vom+o)";
X= (l,cosa cos(m l)af) (0,0,...,0);
4) x=(sina,sin2a,...,sinme.), y =(0,0,...,0);
x=(ie.
X

"L y=(00...0);

6) :(2n+1)1,y Bn+2)";

7y x=(@2n+3)", y=(5n+4)";

8) x=0n+1)", y=(2n+2)".

571. X =Cc™:

1) x=(Li,....i™ Ly =(00,...0)
=(1e “”)),y 0,0....,0)



572. X =C[0,7] si X =C,[0,7]:

1)
2)
3)

4)

5)
6)

X =sint, y = cost;
X =cost, y =cos2t;

X= lsin St,y= ﬁcosSt;
2 2

X =sint, y =sin2t;
X=cos2t, y=cos3t;
X=t,y=cost.

573. X =C[-2,2] si C,[-2.2]:

1)
2)
3)
4)
5)
6)
7)
8)
9)

x=t,y=e';

x=t%,y=t*
x=t>,y=3t—-1;
x=t%,y=2t—-1;
x=t%,y=7t—12;

x=t% y=2t-5;
x=t*—t?+1,y=3t7 —4t—1;
x=et,y=e2t;

x =sht, y =cht.

574. X =1;:

1)

2)

3)

4)

X=(31njw,y=(0)i°;

1Y "
X:[ 2 ’y:(o)l;
n-J

]
]
2" ),




n n
10 X
576. X =1_:
n X:{n+1j y- n—1 ’

577.Fie 1< p,, P, <o si l:L+L. Sa se arate ca daca
P P2

X:(fj);)O elpl,y:(nj);o el,, atunci Z:(fjnj);o el, si

1

{i\ém\"r s[é\fdp‘ j/ [i\m\pﬁj%’z .

J=1

578.Fie 1 < p;, p,, P; < si l:L+L+L. Sa se arate ca daca

PP P Ps
X=(§j)felpl,yz(nj)lmelpz,z=(§j)felpz,atunciu=(§j77j§j);ﬁelpsi

sV (e Vale V(e Vb
et <[ Zlel | (B ) (S0

579. Sa se studieze convergenta sirului (Xn )1” in spatiul metric
X =1, (1<p<o),cy,s:

N ox =12 . o0, ];
n 273"",n+17”"' b

2) X, {LL,...,L,O,O,...);
n

In2 In
3) X, = 1,11172,...,1“7”,0,0,...);
4) x, = l,ﬁj._,,ﬂﬁ’o’ ’
23 n+1
5) x, = 0,...,0,1,,0,...};
n




6) X, = 1,0,...,0,1,0,...}
|}

1 1
7) Xn= 1,5,...,2n_1 ,0,},
1

1
8) Xy = 1,2!,...,5, ,...),
1
9) Xy =|=0,...,10,... |;
2
n+1
10) x, = 11;—21“—”0J (@ eR).
[24 na

580. Si se studieze convergenta sirului (x;, )i’o in spatiul metric
X =clo,1] si C,[0,1]:

1) x,(t)=t"-t%";

2) x,(t)=t"—t";

1, lS'[Sl,
H xM=1 "
nt, 0<t<—;
n
n(1-nt), Ostsl,
4) x,(t)= "
0, —<t<L]
n

5) X (t):t5n+7 _t5n+10
n .

581. Sa se dea exemplu de sir (X(”)):O, x(") = (51(”)):0, &; € R apartinind

spatiului considerat, care:
1) converge in spatiul | si nu converge in spatiul |, ;
2) converge in spatiul | si nu converge in spatiul |, ;
3) converge in spatiul c, si nu converge in spatiul |;;
4) converge in spatiul ¢, si nu converge in spatiul |, oricare ar fi 1 < p <oo;
5) converge in spatiul | si nu converge in spatiul |,;
6) converge in spatiul S si nu converge in spatiul | .
582. Sa se dea exemplu de sir (X(") ):o apartinind spatiului considerat, care:
1) converge in spatiul L, [0,1] si nu converge in spatiul L [0,1];
2) converge in spatiul L, [0,1] si nu converge in spatiul C[O,l];



3) converge in spatiul L,[0,1] si nu converge in spatiul L,[0,1];

4) converge in spatiul L, [0,1] oricare ar fi 1 < p < oo si nu converge in
spatiul L [O,l];

5) converge In spatiul L, [0,1] oricare ar fi 1 <r < p, Insd nu converge 1n
L,[0.,1].

583. Sa se arate ca sirul (\/ﬁ t" )T este convergent in spatiul L [0,1] daca si
numai daca p<2.

584. Fie 0 < a < 1. Sa se arate ca sirul (n”‘tn ):O este convergent in

spatiul L [0,1] daca si numai daca p < l
a

585. Sa se arate cd multimile G sunt deschise, iar F inchise in spatiile
metrice respective:

1) F:{ = (&) el, 28 -3¢, 2556};
S A

) F == () €012 -3, 2 55,
4) F:{x:(én);"es:2§1—3§4 2556};

5) F=

freclorl: 3{2 )220l
6) F= {x eclo]: 3x[§j _ 2{%) . 1};
7) F= {x eC,[0.1]: [ x(t)dt > 7} :

4

8) G el &~y <Eisf:
9) G=lx=(&,) ecyi & +&, > & ;
G 0

x € C[0,1] 2x(éj—3xGJ < 5} ;
1

[
x= (&) €R™: & +&, <28, (m22));
T eCm28-38, 25 m=2)};

586. Sa se arate cd multimea M nu este nici Inchisa, nici deschisa in spatiul
metric X :



1) M ={xeC[0,]:1<2x(0)+3x(1)< 2};
2) M ={xeC,[0,1]:x(1)<5};
3) M ={xeC,[01]:x(1)<5};
4) M ={xeC,[0,1]:x(0)+ x(1)< 2};
) M={=(& ) el (1<& +&, <4)
3 o . _x=y .
587. Sa se arate ca spatiul metric (R, p), p(x, y) =1 |X y| este separabil.
+ J—

588. Sa se arate cd in spatiul metric real S este densa multimea sirurilor de
rang finit cu coordonate rationale. De aici sa se deduca: spatiul metric S este
separabil.

589. Si se arate ci in spatiul metric C[0,1] sunt dense multimile:

M, = {ao cost+at+ast’ +...+a, ,t*""; a;eR,ne N},

3 2n-1,

M, = {ao tat+ast  +...+a,,t7; a;eR,ne N},

insa nu sunt dense multimile
3 2n-1,
M, = {alt“ +ast’ +...+a8,,t7; a;eR,neN,a> O},

M, =fa,sint+at+at’ +...+a, t*""; a, eR,neNj.
4 0 1 3 2n-1 j

590. Fie M, si M, multimile polinoamelor

M, :{a0 +at+...+a,t"; neN,a, eQ},

M, = {ao +at+...+a,t"; neN,a e R\Q}.

Sa se arate cd ambele multimi M, si M, sunt dense in spatiile C[a,b] s
L,[a.b] (1< p<w).

591. Fie M, si M, multimile sirurilor de rang finit

M, == (g )¢ e =12,

M, ={x=(&) & eR\Q j=12,...

S& se arate ca ambele multimi M, si M, sunt dense in spatiul real I,
(1< p<ow)sic,.

592. Sa se verifice dacd multimea M este densa in spatiul metric X :

1) M=c,, X=I,;

2) M= {X € C[a,b]: x(a)= X(b)}, X = Cp[a,b] (1 <p< oo);

3) M={plt): plt)=a,+at+...+at" a eR,n=0,Ll..}; X =C[a,b];

4) M={'p(t): plt)=a,+at+..+at" a eR,n=0L..}; X =L [ab]

(1< p<w);

5) M ={x:x"eCl[a,b]}, X =C[a,b];

6) M ={x:x"eCla,b]l, X =L,[a,b] (1< p<x);
7) M=l,(I<p<wn), X=c;

8) M=Il,(I<p<w), X=l



9) M=I,(I<p<w), X=s.

593. Sa se verifice dacd aplicatia A: X — X este aplicatie de contractie:

1) Ax)(t = J1+[x(t), X =cfo1];

- a+|x(t ,(a>0), X=clol];

3) (Ax)t)

(t—s)x(s)ds(0o<t<1), X =clo]];

Il
O'—.'-" O ey —+

) (Ax)t)

(t-s)x(s)ds(0<t<L@>0), X =Cc[o]].

594. Fie (X, p) spatiul metric X =[0,:0), p(x,y)= |X - y| . Sa se verifice daca
aplicatia A: X — X este aplicatie de contractie:

1) Ax=In(x+2);

2) Ax=In(x+a)(ax1);

3) Ax=sinax|(0<a<1);

4) Ax=lcosax|(0<a<l1);

5) Ax=¢e";

6) Ax=e"*;

7) Ax= le‘X

2
595. Se considera spatiile metrice X, =1 si X, =1{?. Si se verifice daca

aplicatia A: X, — X, (k =1 2) este aplicatie de contractie:
1
1
) ( 143 f 3 e‘l 5% j
1 1 1
2
) ( S+ > %25 3 Ja+ > N j
3) = (952’51 ) >

2 2 3 1
4) Ax= [g‘fl +§§2,§§1 +§§2j~

596. Si se arate c aplicatiile A:C[0,1]— C[0,1] sunt aplicatii generalizate de

contractie:
) (A= [sx(s)ds (0<t<1):
2 (A= [(s +txs)s (0<t<)
) (A= [s7x(s)s (o<t <)



t

4) (AX)(t)=.[<sz+t2)x(s)ds (0<t<1).

597. Utilizind metoda aproximarilor succesive, s se rezolve in spatiul C[0,1]
ecuatia integrala:

t
D x(t)-32[s*x(s)ds =1 (0<t<1);
0

2) xt)-44sx(sMs=1 (0<t<1);

0

3) x t (0<t<1);

5 x x(sjds=1+t (0<t<1).

()~ [(s—t)x(s)ds -
8 X0 [(6-t(E)s =1 (0<t<1)
) [(s- )

598. Fie X < R un interval inchis (marginit sau nemarginit) si functia
f: X —> X continua pe X si derivabild in interiorul lui X . Sa se arate ca daca

| f '(XM <q <1 ininteriorul lui X , atunci ecuatia f (X) = X are o solutie unicd in X si
aceastd solutie poate fi obtinutd prin metoda aproximarilor succesive
x, = f(x,,)(n=12,...; % € X).

599. Utilizind afirmatia din problema precedent, sa se arate ca sirul (X, );O de

numere reale este convergent si sa se afle limita acestui sir

1) Xn :%(an +Xi} Xo =2;

n-1

2) X, :%((k —l)xk_1 +%J, (k > 1%, 2 %,a > O);

n-1

3) Xy =+/2+Xqs X =0;
4) X, =+/2%X,, %o =1;

5) X, :2+L, Xg =2;
n-1
6) X, =X, —%(xﬁ_l —a),0<a<1, X, =a.
600. Sa se arate ca orice punct fix al aplicatie1 A: X — X este punct fix si al
aplicatiei A" (n=23,...).
601. Utilizind afirmatia din problema precedentd sa se rezolve ecuatiile
1 (x2—9x+41] —9(x? —9x+41)-x+41=0,
2 2 2
2) (x +8x+15) +8(x +8x+15)—x+15 =0.
602. Sa se verifice daca aplicatia A este continua.



D AL o Ax=(E ) x= (g ) el

2) Aily b, A= (G ) x=(¢,) ely;

3) Al >, Ax=x,xel;

4 A:l, >, Ax=x,xel, (1<p, <p,<x);

5) Al >, Ax=x,xely;

6) A:s—>s,Ax:(§j+1):°,x:(§j);”es;

7)) Ally >s, Ax=x,xely;

%) A-Clo]>cloal, (Ax)t)= [x:(s)ds (0 <t <1);
0

1
9) A:Clo,1]—clo.1], (Ax)t)= 2

10) A: 1, - C[o,1], (Ax)t) ijt‘, x=(& ) el;

11) A:clo,]]—clo,1], (Ax)(t) x*(t)(0<t<1);
12) A:C[o,1]— C[o,1], (Ax)t)=x"({t) (0<t<1),neN;

13) A:C[0,1]— C[0.1], (Ax)(t)= x(0)+ x (2jt+x(1)t2

603. Sa se verifice dacd multimea A este relativ compacta in spatiul metric
respectiv:

1) A:{x=(§-)°°el \§\<1 (1=12....00) &, =0 (> no)}:
2) A={xeco]:x( at+b(0<t<1) 2% +3b” = 6;
3) ={ eC,| 01] )=at+b(0<t<1) 2a>+3b> = 6;
4 A= ugos ccm] LO)=m{+at)(0<t<1)f;
5) A= X Jucoue) < Cl01]: X ()—1n(1+at)(0gtg1)};

{

A
A
A
6) A x:§)mec n0;§.:0(j>n0)};
7 A== ) ec: \§\<1 =12}
8) A=f=(e ) eR™ |+l +... +]ga| <m]:
9) A={x=<e, =R": |f:1|+|§z|+ +|em-1|s1};
A
A

12)A—{x (g. \g\ <1}

Sa se verifice daca func‘gla @ : X — R defineste o norma in spatiul liniar X :



604. X =R* (x=(&,&,):&,&, €R)

D p(x)=& +45,E, +8E3 ;
2) (x)=\&X +8EE, +4E7
3) p(x)=y&2 +86&, +16¢2
4) p(x)=& +85&, ;

5) (x)=\&2+E &8,

605. X =R™

1 olx 2

m-1

2) o(x)=[& ]+,

j=1

m J] 2

3) so(X):(Z\f,-\AJ :
j=I1

4) go(x): max ifjtjfl ;

ost<1| <=

§j+1 _gj‘;

§j+l_§j‘;

5) p(x)=max> &tV (~o<a<b<+m).
j=1

a<t<h|<
606. X =1,:
1) (0 Z§J+l_§j‘(xz(§j);ﬂ€|l);
2) §0X :|§1|+i§j+l_§j‘(xz(§j):oEll);
D o) pmldi”

L
5 o)~ z\g\j ;

<p<oo

5) o(x)= \f "

(Z\f\] (keN):

j=k+1

)
& o) zm
5|+ Z\f\

7 @ = max
1<j<k




607. X =C[0,1]:

— t .
1) (/)(X) = %r<1?<>1( e X(tX
2) o(x)= {Ei}ﬂln (1+1t)x (tl
3) o(x)= {)Ili)ﬂx (1- t]
4) go(x) = ma)1;|x(2t) ;
0<t<—

5) o(x) maX|X I |X t] dt;

0<t<7
2

6) ¢ (.[/|X dt) U |x J/;
1

(t —ij(t){ :

608. Sa se calculeze norma vectorului X in spatiul liniar normat N :

1) x=(12,..,m),N=R";

2) x=(12,...,m), N =1{™;

3) x=(2+i2-i,iVi5),N =C;

4) x=(1-2i1+2i1+i1-iiv2),N=C’;

5) x=t?-5t+6,N =C[0,4];

6) x=t>-5t+6, N =C,[0,4];

7) x=t?-5t+6,N =C,[0,4];

7) @(x)=max

0<t<1

8) x=sint+cost, N :C{O,%}
. T
9) x=sint+cost, N :C{O’E}

10) x =sht+cht, N = C{O 2}
Z
2

14) x =3sint+5cost, N = C[O,l ;
15) x = 5sint +3cost, N = C[0,1];

n o0
16)x:(—j N=1I;
2" ), :

n o0
17)x:(—j ,N=1,;
2" ), 2



I ) .
“(@n-12n(2n +1)j N=1

N
W

—~
| |

(log n+1 n)l » = Ioo'

609. Sa se arate ca pentru orice ( ) < C™ sunt adevarate inegalitatile:

)

il 5 il 3 % 2(m 5 %5
D Y la; < Zaj Sml{Z“‘aj‘] ;
j=1 j=1 j=1
m 8 % m 7 % i m 8 %
2) | Dla; < Za] <m3 ‘a,—‘ ;
j=1 j=1 j=1
m 8 % m 5 % i m 3 %
3) | Dl < Zaj <m0 Z‘a]‘ ;
j=1 j=1 j=1
m 10 o m 5 % L(m 10 %O
4) Zaj < Z‘aj‘ <m!1o Z‘aj‘ ;
j=1 j=1 j=1
SRV T
< <ms? )
5) lrélje?r%aj‘ ,Z::‘aj‘ <m gljeéﬁa]
no V51
6 a-‘s ‘a-‘ <m?> a-‘.
) maxja|<| 28, max,

610. Sa se arate ca spatiul liniar normat ( X, )(n = 1,2,3,4) este spatiu

Banach:
P
D) ¥, = max|x(t) + UbIX(t)thj ’;
Y
) [, = maxlet)+{ et ‘et

3) [, = o maxfx(t) + 10 x(t)et:

0 ast<b



4) ||X||4—2max| t]+ 3max| )|
a<

611. Sa se arate ca normele |||| si ||{| , definite in spatiul liniar al polinoamelor

cu coeficienti reali
X(t)=a, +at+..+at" (a, eR; j=0,1,....n;...0<t<1),

nu sunt echivalente:
" 1 10 %0
" =( e e )

b W =)
2 I =( ) ol = )
I =(rerer) " =)
4 [ =[x, _( ﬁx qsdtj%;

5 il =([pr ) o (i)

612. Sa se arate ca multimea M din spatiul Banach L este inchisa si convexa.
Sd se calculeze distanta de la punctul X, € L pina la multimea M :

D M==(5) el, 28 +38 =5, %, =(100,...);

2) '\":{X:( )i” :51—§2=2},x0=(1,o,0,...);

3 M=f=(g ) els:&-& =2} % =(0,010,...);

4) M={X=(§,)}’°€| :51—52=2},x0=(101,0,o,...);
3) M:{X=(§,)§°€| 1§2+§4=6},x0=(1,11,0,0,...);
6) M={X=(5,)§°el :§2+§4=6},x0 (0,0,0,1,0,0,...).

613. Fie L un spatiu liniar peste cimpul K al numerelor reale R sau
compelxe C. Sa se verifice daca aplicatia A: Lx L — K defineste un produs scalar:

D L=R* A Y)= & +2&m +&m )+ 65,1,
2) L=R?, A( ) S "‘2(51772 +982771)+4§2772;
3) L=C?, A( ) &1y + 28,1, + 38,1, + 4857755
(

&y In(j+1);

Il
Ms

4) L=R™, A(x,y)

I
—_

]

M3

5) L=R™, A(x,y)= Einynj;

I
—_

i

6) L= xy:i

j=1

Si

— -



> 1 _
7) L=l Alxy)= Zﬂfj’?i;
8) L=1_,Axy)= ijiz

1

1) L=L[-11] A(x,y) = [tx(t)y(t)dt ;

12) L=L[-11] Alx,y)= Itzx (t)y()dt ;

1

13) L= L[~ 11} A(x,y) = jx (t)y()dt;

1

14) L=L,[-11] A( jx (t)y(t)dt .

614. Sa se calculeze poiectia vectorului X, pe subspatiul M al spatiului
Hilbert H sidistantadela X, la M :
H M= {at5 +bt* +ct’:a,b,ce R}c L,[0,1], x, =t*;

2) M ={at’ +bt* +ct’:ab,ceRjc L[-11], % =t*;
3) :{ +bt* +c:ab,ceRfc L[-11], % =t*;
4) M ={at’ +bt' +c:ab,ceRjc L[-11], x, =t;
5) ={a +bt3+Ct.a,b,CER}CLz[O,l],X():tz;
0) :{at4+bt3+ct:a,b,cER}c L,[0,1], %, =1;
7) M ={at' +bt’ +ct:ab,ceRjc L[01],x =t.

615. Sa se aplice sistemului de vectori X, X,, X; metoda de ortogonalizare
Schmidt si sa se scrie seria Fourier a elementului X, € H in raport cu sistemul
ontinut:

1) 1415 %, (t)=

2) 7,14t x,(t)=

3) 7,01,

4) 1%,

5) t4,6,6x,(t
6) t*,t%,t;x,(t)=
7) 't x(



616. In spatiul Hilbert H si se afle complementul ortogonal al
subspatiului M :

1
2)
3)
4)
S)

6)



