I1. Spatii liniare normate

Sa se verifice dacd functia ¢:L — R (unde L este spatiul liniar indicat)
defineste o norma (305- 321)

305. p(x)=+/&% + 12 n)eR?.

306. (x):w/ 2 +2p? x=(&n)e R,

307. p(x)=+E2 +n? +&n,x=(E.)e R?.

308. p(x) =1+ &2+, x=(&,n)e R2.

300. go(x)=§ +77 X = (f,n)eR .

310. g(x)=|g[+|E -7 x = (&.n)e C.

311. p(x)=2l¢] x=(&n)ecC?.

312. o(x)=alé] x=(&n)eC?,a>0,b>0.
313. go(x):|§+77|+ x=(&n)ecC?.

314. g(x) =g + \/r,xz(fn)eCz

315. (0(x)=[§:‘§]‘p

317. ¢(x)= max |x(z), x € C[0,2].
0<¢<2
318. ¢(x)= max|x 1 x e Clo.2].
0<t<1
319. p(x)= max |x(t), xe C[0,2} 0<a<b<2.

ast<h

)= ( jjx(quzj%’ (1< p<w),xeClab].

321. o(x)= U )x pa?tj%7 (1<p<w),xeCla,blu:[a,p] >R este o

functie integrabila si pozitiva.
Fie L spatiul liniar al functiilor x:[a,b]— R cu derivate continui. Sa se
verifice dacd functia ¢ : L — R defineste o norma (322-327).

322. ¢(x)= max |x(t].
ast<b

323. go(x): max |x’ t).
ast<

324. o(x)=|x(b)

x(¢).

ast<b



325. (x)= | (a X+ max |x )|

a<lt<bh

326. (x j|x t)dt + max |x'(z).

ast<h

327. =
)= max elc]+ ma |+ ).

In cele ce urmeaza, in multimea sistemelor de m numere (sau a sirurilor de
numere) reale sau complexe vor fi definite operatiile de adunare si inmultire cu scalari
din cimpul K in mod natural, si anume, x-= (f j), y= (77 j) implica

X+y= (cfj + nj), Ax = (/15]- ), iar in multimea functiilor x,y: [a,b] — R implica

(x+ y)t) = x(¢)+ x(¢),(Ax)Nt) = Ax(¢) (@ < £ < b).

Sa se arate cd multimea L formeazd un spatiu liniar normat cu operatiile
algebrice definite Tn mod natural si cu norma data de formula respectiva (328-340).

328. Multimea R™ a sistemelor de m numere reale x = (§ j){" cu norma

||x||:[§f%j -

329. Multimea C™ a sistemelor de m numere complexe x = (f i ){" cu norma

%
[ = { \%\] -

330. Multimea lgjm ) (I <p < o) a sistemelor de m numere reale sau complexe

0 )
||x||—{zl\ez~\ ]

331. Multimea lﬁo’" ) a sistemelor de m numere reale sau complexe x = (f j ){"

= (f ; );" cu norma

Cu norma

b= o Je |

332. Multimea [, (I <p < ) a sirurilor de numere reale sau complexe

o8}
00 A . P
xX= (5 f )1 , avind proprietatea Z‘g j‘ < o0, cu norma
J=1

1
0 p
||x||—[2\sz~\p}
j=1

333. Multimea [/, a sirurilor marginite de numere reale sau complexe

= (f ; )(1)0 cu norma



[l = suple
J

334. Multimea cpa sirurilor de numere reale sau complexe x:(é J; );O
convergente la zero cu norma
[l = max(z; .
J
335. Multimea c¢ a sirurilor convergente de numere reale sau complexe

= (cf i );O cu norma

[+l = supé |
J

336. Multimea C[a,b] a functiilor continui x : [@,5] - R cu norma

[ = max [x(z).
a<t<h

337. Multimea C, [a,b] (1 <p < =) a functiilor continui x :[a,b] > R cu

MFU?WVmYQ

338. Multimea C™[a,b] a functiilor x:[a,b]— R cu derivate continui de
ordinul /, 2, ..., m si norma

b = max o)+ Zlﬁz
339. Multimea BV[a,b] a functiilor x.[a,b]—)R cu variatie marginitd §i
norma

b
[l =)+ ().

340. Multimea H%[a,b](0 < <1) a functiilor x:[a,b]—> R ce verifica
conditia Holder cu exponentul a i cu norma

b= max )+ swp B3]
ast<b ast,<t,<b |t) —t5]"
Sa se calculeze norma vectorului x in spatiul liniar normat N (341-359).
341, x(1)=1> -2, N =C[-2,2].
342. x(t)=1> -2, N =1, [-2,2].
343. x(1)=1> -2, N = L,[-2,2].
)=1

1+¢

344. x(t)=—, N =C[2,5].

2 1°°
345.x=[” +”+J  N=1L,.




346.x=(%/2-2‘”  N=13.
347. )Cz(n_2 ,N=1.

348.x:(n_1 N =1I,.

(e 6]
349, x = [n_z sin%j ,N=1.

350. x=27"Vn+2 ),OO N=1,.

3 e 0]
351.x=( - ],N—l
2n° +7);
(e 0]
350, x| Yrr2edn )y
n+l |
353, x= o (e 1) LN =y,
354.x:(n_1(n+1)_1 ,N=1,.
Y
355, x| 211N , N =cg
2n)! ),
2 o0
356.x=[n ”]  N=1.
2" . n!
1
1, t=0;
357. x(¢1)=42—-1,0<1<2; N=Bv[0,2}
6, 1=2.

358. x(t)=161> =206 +5¢, N = C[-1,1].

(n—1p2 )"
350, x=| P2 N =y,
* ( 1H2ni! | 2

Si se reprezinte grafic sfera unitate S (0,1) in spatiul liniar normat N (360-

371).
360. N = R?.
361 N=112) = fr=(5.8):4, ~|a|+[&al}-
362. N=1) = bx=(£.8,): &1 = max(& /&) -
363. N —{x:(fl &) é, |§l| |§2| >0b>0}

‘/ 52 >Ob>0}
b

364. N ={ =(&.8):4,



365. N =

ik

a’ b

=&+ ||+ -

= (8,62): 8,55 = |&1] +[&o |+ max{g |,

be=(
366. N = R°>.

367 N 217 =(€1.62.63):4,

a>0,b>0,c>0

368. N:{ :(‘519‘525‘53):51’982’
369. N ={x=(&,6,.8,):6.6,.8,

:|§3|+max(|§1 ) |)}
370. N={x=(§1,§2,§3)1§1,§2, :max{|§3, 6812 +'§22 }}
371. N =Cla,b].

372. Sa se arate cd in spatiul liniar /,, (O <p< 1) cu metrica

X y): Z|§n _77n|p

nu poate fi definita o norma || || astfel incit p X, y ||x y||

373. Sa se arate ca in spatiul liniar s cu metrica
o0 1 © »
pley)=2 be=(&)r v =)

=2" 1+
nu poate fi definitd o norma || || astfel Tncit p X, y ||x y||

n

374. Fie N un spatiu liniar normat, x,y,x,,,»y, € N (n =12,.. ) Sa se arate:

a)daca lim x, = x atunci multimea {x }TO este marginita;
n—»0

b) dacd lim x, = x atunci lim ||xn || —| x||;

n—»

¢) daca lim x, =x, lim A, =4 (4,4, € K) atunci lim A,x, = Ax;
n—>o n—o n—o

d) daca lim x, =x, lim y, =y atunci lim (x, +y,)=x+y;
n—» n—» n—»

e) daca lim x, =x, lim ||xn yn” =0 atunci lim y, =x;
n—w n—»00 n—»00

f) daca lim x, = x atunci lim ||x —y||—||x y||
n—»®0 n—>0

g) daca lim x,, =x, lim y, =y, lim 4, =4, lim p, =u

n—»0 n—»0 n— n—®

(ﬁ,,y, Ay, iy € K) atunci lim ||/1nxn + Uy Vi || = ||/bc + ,uy” .
n—»©

375. Sa se arate ca ||x|| < maxﬂ } oricare ar fi x,y e N.

376. Sa se arate ci [, = ¢ (1< p <o) si ||x||co <[, (xer,).

377.Sasearateca [, —l, (1 <p < p2 s ||x||l S||x||l (xe Ip, )
P2 1

378. Sa se arate ca hm ||x||l ||x|| X e ll

379. Sa se arate ca



Ut <t < N1
1<r<p * * r>p
380. Sa se arate ca:

a) daca xeLp[a,b], yeLq[a,b] (1<p<00,p_1+q_1:1) atunci

e lyfab]si o, <[, [,
b) daca xeL, [a,b], yeL, [a,b] (1<p1,p2 <oo) pfl +p271 =pl(<p

< o0) atunci xy € L, [d,b] si ||XJ’||LP < ||x|

e
381. Sdsearatecd L, [a,b]c L, [a,b] (1< p, < p, <) si

r Pr— P
||x||Lp1 <(b-a) ||x||Lp2 (x €L, [a,b]), unde r = ﬁ

382. Si se arate ci dacd x e L, [a,b], v e L, [a,b] atunci xy e L, [a.b] si
o, <. AL,
383. Sa se arate ca dacd xelL, [a,b], ye L, [a,b], ze L, [a.6] si

<, v, l=
L Ly, Lp, 3

384. Fie 0 <a < <. Sa se afle valorile parametrului 1< p <o astfel ca

functia x(t) = (t“ +17 )_1 sa apartina spatiului L, [0,+oo).

i+ py' + p3' =1 atunci xyz € L [a,b] si ||xyz| |L

385. Sa se arate daca p, 21, p, 2L p; # p, atunci existda xeL, [0,+oo),
x¢L, [O,+oo) siyel, [0,40), v & L, [0,40). (Sa se compare cu problema 381).

386. Sa se arate ca dacd xe L, [0,1], 1< p <o, unde x(r)=¢"“(a > 0), atunci
exista ¢ >0 astfel incit xe L, [0,1] oricare ar fi p, € (p -&p+ 5).

387. Si se dea exemplu de functie x:[0,]]—> R astfel ca xe Ls[0,1] si
x¢lL, [0,1] oricare ar fi p>5.

388. Fie 1< p<w. Sa se dea exemplu de functie x:[0,00)— R astfel ca
xXe Lp[O,oo) Sl X ¢ LS[O,oo) oricare ar fi s € [I,00)\{p}.

389. Sa se arate ca daca ||||’ s ||||” sunt doud norme echivalente in spatiul

liniar L si (L, .

”
) este spatiu Banach atunci si (L, . ) este de asemenea spatiu

Banach.
390. Sa se arate ci spatiul liniar Cla,b] al functiilor continui inzestrat cu
norma

a) ||x||: max |x(t)|;

a<t<h

b) o] = maxix(e) + [ (e}

a<t<h
&) [ = maxx(e) + ( Jb|x(t)pdtj% (1< p<o0)
a<t<b a
este spatiu Banach.
391. Sa se arate ca spatiul liniar /, (1 <p< oo) inzestrat cu norma



oV
@WW{;%‘}?
=

e W
o b (S| "o

e V(e N
o W =[Sk | (Sl ] eon

este spatiu Banach.

392. Sa se arate ca orice subspatiu al unui spatiu Banach este la rindul sau un
spatiu Banach.

Fie L spatiul liniar al polinoamelor

L:{Zaktk ta, eR;neN}.
k=0

Sa se arate ca normele || || si ||| , definite pe L, nu sunt echivalente (393-396).

393, [ = ( E0 dt)

304, [ = [ It z)|2dtj ’
395. o = )|dtj o _U (e j
396. || = U Ix(t ]pldt)/m (j| pzdtjﬁ’z (1< py < py <0).

Fie L spatiul liniar al sirurilor de numere reale sau complexe de rang finit

| —max|x )
0<t<1

|x|| :j |x t)dt.

=(&,)[° . Sa se arate ca normele ||||, si |- ",
399).

definite pe L, nu sunt echivalente (397-

1

L w " o 3
397. b =2 Jeil- I =[;Icfkl3J

! 0 /
398. ||x £Z|Vj (1< p <)
k=1
1 1

' 00 Al " 0 AZ
399-||x||=[2|«:k|ﬂ , {zwj (1< py < s <)
k=1 k=1

400. Fie L spatiul liniar al polinoamelor cu coeﬁcienti reali Sa se arate ca:

a) daci p(t)=a,+apt+...+a,t" si notim ¢(p |a0| |a1

atunci ¢ este o norma in L si o(p,p,) < o(p, Jo(p,);
b) dacd p' este polinomul derivat al lui p, sd se verifice ca aplicatia

f:p— p' este o aplicatie liniara, care insa nu este continua in norma ¢ ;



este

c) fie w(p): max|p(tﬂ . Sa se arate cd y este o norma, insd ¢ §i ¥ nu sunt
-1<t<1

echivalente.
Sa se arate ca (401-404)

a) pentru orice x = (a i )1'" e C™ sunt adevarate inegalitatile 401-404;

b) constanta ¢, (respectiv c,) este cea mai mare (respectiv cea mai mica)
dintre toate constantele pentru care este adevarata inegalitatea respectiva.

1
, (cl =1l,c, :méj
1

no V5 (o Ve wo V5 i
402. ¢, Z|ak| j S[Z|ak| J Scz[Z|ak| J , (cl =1Lec, mZOJ.

k=1 k=1

.
401. ¢, max|ak| < (Z|ak| j <c, max|ak
1<k<m = 1<k<m
m 3 % m m 3 % g
403. ¢, Z|ak| ] S2|ak|ﬁcz(2|ak| ] , | =Le,=m3 |.
k=1 k=1 k=1
m 12 %2 P % m 12 %2 1
404. ¢, Z|ak| ] S(Z|ak| ] S02(2|ak| J , e =Le, =m?* |.

k=1 k=1 k=1

3

Sa se verifice daca sirul (xn )T’ este convergent in spatiul Banach L (405-413).
405. x,({)=sint—sin>, L=c[o,1].
n

406. x
407. x

(
(
408. x, (¢
(

409. x,(¢
410. x, = I,L,. , ! ,0,0,...1, L=c¢,
In2 Inn
411. x, = I,L,...,L,O,O,... , L=1_.
In2 Inn P
1 1 1
412. x, = |, —=,—=,...,——=,0,0,... |, L=/
43, x, =1, 1 L 00 L=1,(1<p<w)
o 2In2° 33" Tnlnn’ ) p =P ’

Si se dea exemplu (414-420) de sir (x,, )”

, apartinind spatiului considerat care

414. Convergent in ¢, si divergent in /.

415. Convergent in /, si divergentin /;.

416. Convergent in /, sidivergentin [, (p, > p,).
417. Convergent in Z,[0,1] si divergent in C[0,1].



418. Convergent in L,[0,1] si divergent in L,[0,1].
419. Convergent in L, [0,1](1< p <) sidivergent in L_[0,1].
420. Convergent in L, [O,l] si divergentin L, [O,l] (1 <p <p,< oo).

421. Sa se arate cd dacad seria an (x, € N) este convergentd in spatiul liniar
n=1

normat N atunci lim x, = 0. Este oare adevarata reciproca acestei afirmatii?
n—>0

Sa se verifice dacd urmatoarele serii sunt convergente in spatiile respective
(422-428).
422. 3 =clog} L=1,001](1<p<w).
n=0 n!
© (1)

423. )"

2 k=coab =, ol](s pso).

00

424, S Clab] L=L,a,b] (-0 <a<b<w;1< p<oo).

2 3

n=l1

425. itze””;LzC[a,b],L =L [a,b](-0<a<b<ow;1< p<o).

n=l1

426. Zn“e e, =[0,...,0,1,0,...} L=1,(1<p<wm).

n

= 1
427. ) ———e,; L= [, (1< .
Linen)ri b= b (=p <)

n=1
428 Y ne, L=1,.
n=1

429. Fie Lun spatiu Banach, x, € L,x, #0(n=1_2,...). Si se arate ci

urmadtoarele afirmatii sunt echivalente:
a) inf|x|>0;
n

o0
b) convergenta seriei Zanxn implicd limea, =0;
n—0
n=l1
o0
c) convergenta seriei Zanxn implica sup|an| <00,
n=l n

Fie L un spatiu Banach. Seria

an (xn € L) 4)
n=l
se numeste neconditionat convergenta (sau comutativ convergenta) daca pentru

orice bijectie o : N — N seria Zxa(n) este convergenta.
n=l1
Bijectia o : N - N se numeste permutare a sirului de numere naturale.
Sa se arate (430-434).



430. Seria (4) este neconditionat convergenta daca si numai daca pentru orice
e>0 existd o multime finita L c N astfel incit pentru orice multime finita

2%

neM

M c N, M N L =@ este adevarata inegalitatea <Ee.

431. Daca seria (4) este neconditionat convergenta atunci an = Zxa(n) .

n=1 n=l1

0
432. Seria (4) este neconditionat convergenta dacd si numai dacd seria ank
n=1
este convergenta oricare ar fi subsirul (n, );”
433. Seria (4) este neconditionat convergenta daca si numai dacd seria

o0
zgnxn este convergenta oricare ar fi ¢,,unde ¢, =1 sau ¢, = -1 (n = 1,2,3,...).
n=l1
434. Daca L = R atunci seria (4) este neconditionat convergenta daca si numai

daca i|xn|<oo.

n=l1

435. Fie x=(&,)7 e c,. S se arate:

o0
a) seria Z§nen este comutativ convergentd la x in c;;
n=l1

o0
b) seria Z§n e, este absolut convergentd dacd i numai dacad x €/;;
n=l1

) (e, );” este baza Schauder in spatiul ¢, .

436. Sa se arate ca (e, );” este baza Schauder in spatiul / p (1 <p <),

437. Sa se arate ca sistemul {t” };o este liniar independent si complet in spatiul
Cl0,1] insa nu formeaza baza Schauder in C[0,1].

438. Fie N un spatiu liniar normat finit dimensional si (e, );" o bazd a
spatiului N. Sa se arate cd convergenta in N este echivalentd cu convergenta in

m m
coordonate, adicd x, = Zf,g”)ek —> X = kaek dacda §i numai dacd
k=1 k=1

lim&EM =&, (k=12,...,m).

439. Sa se arate ca orice varietate liniard finitd dimensionald intr-un spatiu
liniar normat este subspatiu.
440. FieN un spatiu liniar normat. Sa se arate cad multimea 4 c N este

marginita daci si numai dacd oricare ar fi sirul (x,)” 4 si sirul numeric (4, )/,
convergent la zero, sirul (4,x, )TO converge la zero.

441. FieN un spatiu liniar normat si (xn )1’0 un sir din N convergent la zero.
S se arate ci existd un sir numeric (4, )T’ astfel incit }}1_{1; |/1n| =0 §i ’}1_{1010 A,x, =0.

442. Sa se arate cd ¢ este un subspatiu al spatiului liniar normat c.



443. Sa se arate cd ¢, si ¢ sunt subspatii ale spatiului liniar normat /_ .

444. Sa se arate ca intr-un spatiu liniar normat
diam S(a,r) = diam S(a,r)=2r.

445. Si se arate cd intr-un spatiu liniar normat incluziunea S(a,r)c S(b,R)
implicd r <R si R—r=|a—-1|.

446. Sa se arate ca intr-un spatiu liniar normat este adevaratd egalitatea
m= S(a,r) (sa se compare cu 132, 133).

447. Fie N, st N, doua spatii liniare normate. Sa se arate ca daca ele sunt
izomorfe si unul din aceste spatii este complet, atunci si celdlalt spatiu este de
asemenea complet.

Fie E un subspatiu al spatiului liniar L. Se zice ca vectorul x este congruent
modulo £ cu vectorul y sise scrie x = y(modE ) daca x—yeE.

Sa se arate (448-452)

448. Congruenta modulo E este o relatie de echivalentd si, prin urmare,
spatiul liniar L se descompune in clase de echivalenta de vectori congruenti modulo
E.

Clasa generata de vectorul x va fi notatdi cu £. Multimea claselor de
echivalentd se noteaza, de obicei, L /E.

449. Daci x=y(modE), x, =y, (modE) atunci x+x, =y+y (modE),
ox = ay(mod E) (a € K).

450. Dacd in multimea L /E se definesc operatiile de adunare si Inmultire cu

'\ N

scalari prin relatiile £+ £=x+y, af=ax (x efye ﬁ) atunci L /E devine un spatiu
liniar. Spatiul L /E se numeste spatiul cit.

451. Daca N este un spatiu liniar normat si £ un subspatiu al spatiului
N atunci spatiul cit L /E devine un spatiu liniar normat cu norma

€] = inf]ld| = infllx, + v

b

unde x, este un vector arbitrar din clasa £.

452. Daca L este un spatiu Banach si £ un subspatiu al spatiului L atunci
L /E este un spatiu Banach cu norma definita in 451.

Multimea M din spatiu liniar L se numeste absorbanta daca pentru orice
x e L existiunnumdr o € K asaca axe M .

Pentru orice x € L, x # 0 multimea {ax}a>0 se numeste raza de directie x
in spatiul L.

Sa se arate (453-454).

453. Orice sfera S(0,7) (sau S(0,7)) intr-un spatiu liniar normat este o
multime convexd, absorbanta, simetrica in raport cu x = 0 si nu contine raze.

454. Dacd A este o multime convexa, absorbanta, simetrica in raport cu x =0
si care nu contine raze intr-un spatiu liniar L atunci in L poate fi definitd o norma
astfel Incit in spatiul liniar normat obtinut sa avem

S(0,1)c 4<=S5(0,1).

Sa se arate ca multimea M — L este convexa si inchisa si sa se afle distanta

dela x, € L la M (455-460).

455. M:{x:(‘fn):o €l:6, -6 +4, =3},x0 =é.



456. ]\4:{362(5;1);)O €lyigy,—6+¢, :3},x0 =€

457.Mz{xz(@)foels:§1+§2+§3:1},x0=el+ez.
458'M:{x:(‘fn)reco'é*‘éz‘ké:1} Xp=¢€ T
459. M ={r=(&, ) ely:&+& +& =1}, x, =e¢,

( 0

460. M ={r=(&, ) el,:&—& =1}, x, =e,.
461. In spatiul C[0,1] s se afle dinstanta de la x,, x,(t)=7(0<z<1), la

subspatiul polinoamelor de gradul zero.
Sé se determine subspatiul M, din spatiul Banach L asa ca L sa se reprezinte

ca suma directd a doud subspatii M, si M, (462-474).

462. M ={e=(& ) el,:&=&=...=&, , =...=0}.
463. M, ={r=(&,) el,:& =& =& =0},
464. M, = {v=(£.£,.&) e R 16 +&, =0,
465. M, = {v=(£,.£,.8) e R 16 +&,+& =0},
466. M, ={x=(&, ) el :&+& +& =0
467. M, ={x=(&,) €1, :28 ~3¢, + £ =0,
468. M, ={r=(&,) ecy:& - &+ & & =0},
469. M, = {xe clo]: j;x( )t = o}
470. M, = {x e Clo]: [ (e = 0}
471. M, ={x e C[0,1]: x(0)=0}.

_ 3. §—6+&, =0,
472. M, ={x=(&.£,,&)eR '{2§1+3§2—§3:0}'
473. M,

] o . §—6+&6 =0,
_{x_(é:n)l elﬁ'{2§1+3§2_§3=0}'
474. M, = {;ceC[O,l]:j;x(t)dtzj;tx(t)d :0}.

475. In spatiul /, se considera subspatiile
M ={=(& ) el &y =0,k =12,..,

o 1
M, :{x:(é:n)l el,: &y :Egzk—lvkzlaza“}-

Sa se arate ca M, "M, = {O} si suma directda M, + M, este peste tot densa
insd nu coincide cu /, si, prin urmare, M, + M, nu este subspatiu (este doar varietate
liniard).

476. a) Fie N un spatiu liniar normat, M un subspatiu finit dimensional. Sa
se arate cd pentru orice x € N existd y € M astfel incit p(x,M ) = ||x — y|| . Este unic
un astfel de element?

b) Fie x € C[a,b]. S se arate ca in multimea polinoamelor de grad mai mic
sau egal cu n existd un polinom P(¢) astfel incit



max|x(t) — P(t)| = min max|x(t) - Q(tl (P.Cebisev)

a<t<h Q:grad Q<n a<t<b
477. Fie N un spatiu liniar normat finit dimensional si M (;t N ) un subspatiu

din N . Sa se arate ca exista un vector x, € N cu proprietatile: ||x0|| =1, plx,,M)=1.



