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Prefat,�a

***

Pe parcursul mai multor ani autorul a predat cursurile �Tehnici de progmare�, �Lim-
baje formale s, i automate�, �Proiectarea compilatoarelor�, �Programarea funct, ional�a�
la Universitatea de Stat din Moldova s, i Universitatea Tehnic�a a Moldovei. Deseori o
bun�a parte din student, i nu aveau cunos,tint,ele de baz�a necesare, ne�ind familiarizat, i
cu not, iunile fundamantale ale matematicii discrete ceea ce provoca abateri pentru
unele recapitul�ari s, i explicat, ii suplimentare. Manualul prezent are drept scop li-
chidarea acestor goluri servind drept baz�a pentru un curs normativ la specialit�at, ile
informatice, dar s, i ca suport pentru autoinstruire. Subiecte abordate: mult, imi s, i
operat, ii asupra lor, relat, ii s, i funct, ii, logic�a matematic�a s, i algebr�a Boolean�a, grafuri,
elaborarea algoritmilor s, .a. Concomitent cu principalele concepte, de�nit, ii s, i metode,
manualul include exemple, probleme s, i exercit, ii pentru lucrul individual cu rezolv�ari
s, i solut, ii.

Manualul poate � recomandat at�at student, ilor, c�at s, i elevilor de liceu. Autorul
sper�a c�a manualul va constitui un suport e�cient pentru recapitularea materialului
s, i crearea abilit�at, ilor de baz�a pentru studierea disciplinelor informatice.
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Mult, imi, operat, ii asupra mult, imilor

***

1.1 Mult
,
imi, elemente, submult

,
imi

Vom considera c�a mult, imea este o colect, ie neordonat�a de obiecte arbitrare distincte,
care se mai numesc elemente ale mult, imii. Aceast�a �de�nit, ie� este una intuitiv�a,
naiv�a, dar su�cient�a pentru expunerea de mai departe. Mult, imile pot cont, ine un
num�ar �nit sau in�nit de elemente. Cea mai simpl�a metod�a de de�nire a unei mult, imi
este enumerarea elementelor separate prin virguli s, i cuprinse ��ntre �{� s, i �}�. Vom
nota mult, imile prin litere mari A,B,C, . . ., posibil indexate.

Mult, imea nu trebuie s�a cont, in�a repet�ari de elemente. De exemplu, {1, a, 1, 2, b}
nu este o mult, ime corect�a, deoarece elementul "1" se repet�a. Faptul c�a elementul
x apart, ine mult, imii A ��l vom nota prin x ∈ A s, i vom citi: x apart, ine mult, imii A.
Prin A ∋ x vom nota faptul c�a mult, imea A cont, ine x, prin x /∈ A � x nu apart, ine
mult, imii A, iar prin A ̸∋ x � mult, imea A nu cont, ine x.

Astfel, pentru mult, imile din Exemplul 1.1.1: a ∈ A1, C1 ∋ 9, "gr�adina lui Ion" ∈
A1, 3 /∈ B1, B2 ̸∋ 8.

S�a ment, ion�am c�a ”gr�adina lui Ion” este un element distinct al mult, imii A1.

Exemplul 1.1.1.

A1 = {a, 2018, ”100011”, ”gr�adina lui Ion”, abcd,mult, ime},
A2 = {a, b, {2, 3}, d}, A3 = {1, {2, 3},∅, a}
B1 = {1, a, 2, b}, B2 = {1, 2, a, b},
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C1 = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}, C2 = {1, 2, 3}

LCV=

{

, ,

}

EMOTICON =
{

, , , , , ,

}

Mult, imile A s, i B sunt egale, dac�a cont, in exact aceleas, i elemente. Not�am aceasta
prin A = B. �In caz contrar A ̸= B s, i mult, imile se numesc disjuncte . De exemplu,
B1 = B2, C1 ̸= A1, C1 ̸= C2.

Mult, imea care nu cont, ine nici un element se nums,te mult
,
ime vid�a s, i se noteaz�a

prin ∅ sau {}. Dac�a toate elementele mult, imii A se cont, in ��n mult, imea B vom
spune c�a A este submult, ime a mult, imii B s, i vom nota aceasta prin A ⊆ B, ��n caz
contrar vom nota A ⊈ B. Dac�a avem A ⊆ B s, i B cont, ine cel put, in un element
care nu apart, ine mult, imii A, atunci A se numes,te submult

,
ime proprie a mult, imii B

s, i se noteaz�a prin A ⊂ B (sau B ⊃ A) . Faptul c�a A nu este submult, ime proprie a
mult, imii B ��l vom nota prin A ̸⊂ B (sau B ̸⊃ A).

De exemplu,
B1 ⊆ B2, B2 ⊆ B1 ,B1 ⊃ B2, B2 ⊃ B1, C2 ⊆ C1, C2 ⊂ C1, B1 ⊈ C2, B1 ̸⊂ C1.

Se poate a�rma c�a, dac�a A ⊆ B s, i B ⊆ A, atunci A = B s, i invers, dac�a A = B,
atunci A ⊆ B s, i B ⊆ A. Anume aceasta este tehnica principal�a de demonstrare a
egalit�at, ii mult, imilor. Deoarece elementele unei mult, imi sunt obiecte arbitrare, unele
elemente pot �, la r�andul lor, mult, imi. De exemplu,

A2 = {a, b, {2, 3}, d}, A3 = {1, {2, 3},∅, a}

Astfel, {2, 3} ∈ A2, {2, 3} ⊈ A2,∅ ∈ A3,∅ ⊆ A3.
Conform de�nit, iei submult, imii, orice mult, ime este s, i submult, ime pentru ea��nses, i.

Astfel, A ⊆ A, pentru orice mult, ime A. S�a nu confund�am "⊆" cu "∈"! Vom
considera ��n continuare (prin de�nit, ie) c�a mult, imea vid�a ∅ este submult, ime pentru
orice mult, ime, adic�a ∅ ⊆ A, ∅ ⊆ ∅ (dar ∅ /∈ ∅).

Num�arul de elemente ale mult, imii A este o caracteristic�a important�a a mult, imii,
se numes,te num�ar cardinal (cardinalitate, putere) s, i se noteaz�a prin card(A). Astfel,
card(A2) = 4, card(A3) = 4, card(A1) = 6, card(∅) = 0. Deseori card(A) se noteaz�a
prin |A|.

Mult, imile A s, i ∅ se numesc submult
,
imi improprii ale mult, imii A. Toate celelalte

submult, imi ale mult, imii A vor � submult, imi proprii.
Oper�and cu aplicat, ii ale mult, imilor pentru un domeniu concret uneori este co-

mod s�a se considere c�a exist�a o mult, ime �mare�, care cont, ine ca submult, imi toate
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mult, imile folosite��n aceast�a aplicat, ie. De obicei, aceast�a mult, ime se numes,te mult, ime
universal�a s, i se noteaz�a prin U .

Dup�a cum s-a relatat mai sus, mult, imea nu poate s�a cont, in�a repet�ari de elemente.
�Ins�a, ��n unele situat, ii, este comod s�a se admit�a repet�ari de elemente. De exemplu,
mult, imea divizorilor primi ai num�arului 504 este comod s�a se scrie ca {2,2,2,3,3,7}.
Mult, imile care admit repet�ari de elemente se numesc multiseturi. La fel ca s, i ��n cazul
mult, imilor, ordinea elementelor nu este relevant�a. Astfel, {2,2,2,3,3,7}={2,3,7,2,3,2}.
Num�arul de repet�ari ale elementului ��n multiset se numes,te multiplicitate a acestui
element. Astfel, 2 are multiplicitatea 3, 3 � multiplicitatea 2, 7 � multiplicitatea 1.

1.2 Moduri de de�nire a mult
,
imilor

Prin enumerare
Dac�a mult, imea cont, ine un num�ar �nit de elemente, atunci ea se de�nes,te simplu

prin enumerarea elementelor: A1, A2, A3, 2
C2 . Prin enumerare putem de�ni s, i mult, imi

in�nite ��n cazul c�and este clar�a legitatea form�arii elementelor. De exemplu, mult, imile
folosite frecvent ��n matematic�a:

� N = {1, 2, . . .} � mult, imea numerelor naturale;

� N0 = {0, 1, 2, . . .} � mult, imea numerelor naturale plus 0;

� Z = {0, -1, 1, -2, 2, -3, 3, . . .} � mult, imea numerelor ��ntregi;

� Q = {m
n
| m ∈ Z, n ∈ N} � mult, imea numerelor rat, ionale (de exemplu, 2

3
, -23
11
) ;

� R � mult, imea numerelor reale (de exemplu, 5, 2
3
, 3.14,

√
2, π);

� N ⊂ N0 ⊂ Z ⊂ Q ⊂ R;
� A = {1, 1

2
, 1
3
, . . .} � seria armonic�a.

Prin proprietatea caracteristic�a
Mult, imea poate � de�nit�a s, i cu ajutorul unei propriet�at, i (funct, ii) caracteristice.

Fie p(x) un predicat care �ind aplicat asupra lui x ��ntoarce ca rezultat valoarea fals

sau adev�ar (0 sau 1). �In as,a caz mult, imea A poate � de�nit�a ca mult, imea tuturor
elementelor x pentru care p(x) este adev�arat. Se noteaz�a prin

A = {x | p(x)}
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Exemplul 1.2.1.

� A7 = {n | n ∈ N0, n ≤ 7} = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7}.
� A2k = {n | n = 2k, k ∈ Z} = {0, 2, -2, 4, -4, . . .} � mult, imea numerelor
pare.

� A3k = {m |m = 3q, q ∈ Z}={0, 3, -3, 6, -6, . . .}.
� Ar = {x |x ∈ Z, 2x3 + x2 − x = 0}={−1, 0}.

Prin generare
�In acest caz se de�nes,te un algoritm, care genereaz�a elementele mult, imii. S�a

construim algoritmul care genereaz�a toate numerele Fibonacci mai mici ca n, n ≥ 2.

Algoritmul 1.2.1 Generarea numerelor Fibonacci

0. start

1. i := 0, F := {ai} = {0}
2. i := 1, F := F ∪ {ai} = {0, 1}
3. i := i+ 1

4. F := F ∪ {ai−2 + ai−1}
5. if i ≤ n goto 3

6. return F

7. stop

Prin recursie (recurent
,
�a)

S�a examin�am ��n continuare funct, ia Ackermann, folosit�a ��n teoria calculabilit�at, ii.
De�nit, ia funct, iei este urm�atoarea:

A(m,n) =





n+ 1, dac�a m = 0;

A(m− 1, 1), dac�a m > 0, n = 0;

A(m− 1, A(m,n− 1)), dac�a m > 0, n > 0.

Folosind aceast�a de�nit, ie putem construi, de exemplu, mult, imea tuturor valorilor
funct, iei Ackermann pentru 2 ≤ m ≤ 3, 3 ≤ n ≤ 12. Dac�a vom nota elementele
mult, imii prin (m,n,A(m,n)) vom obt, ine:
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Amn = {
(2, 3, 9), (2, 8, 19), (3, 3, 61), (3, 8, 2045),
(2, 4, 11), (2, 9, 21), (3, 4, 125), (3, 9, 4093),
(2, 5, 13), (2, 10, 23), (3, 5, 253), (3, 10, 8189),
(2, 6, 15), (2, 11, 25), (3, 6, 509), (3, 11, 16381),
(2, 7, 17), (2, 12, 27), (3, 7, 1021), (3, 12, 32765) }

1.3 Cardinalitatea mult
,
imilor

C�ate submult, imi distincte poate avea o mult, ime �nit�a de elemente? Fie A =
{a1, a2, . . . , ak}, card(A) = k, k ≥ 1. Vom ar�ata c�a exist�a 2k submult, imi distincte
ale mult, imii A. Aceast�a a�rmat, ie poate � us,or demonstrat�a adres�andu-ne informa-
ticii. S�a examin�am toate secvent,ele posibile de cifre binare (0 sau 1) de lungimea
k. Secvent,a (0,0,...,0) sau mai simplu 00...0, va corespunde mult, imii ∅, iar secvent,a
11...1 - mult, imii A. Toate celelalte secvent,e vor de�ni submult, imi distince alc�atuite
dup�a regula: elementul ai se include ��n submult, ime, dac�a pozit, ia i a secvent,ei este 1.
Deoarece exist�a 2k secvent,e diferite (corespund reprezent�arilor binare ale numerelor
0, 1, 2, . . .,2k − 1), exist�a 2k submult, imi diferite.

De exemplu, A = {a, b, c}, k = 3. Secvent,ele binare de lungimea 3 sunt: 000,
001, 010, 011, 100, 101, 110, 111. Respectiv, obt, inem 23 = 8 submult, imi distincte:
∅, {c}, {b}, {c, b}, {a}, {a, c}, {a, b}, {a, b, c}.

Mult, imea tuturor submult, imilor mult, imii A se noteaz�a prin 2A. Astfel,

2C2 = {∅, {1}, {2}, {3}, {1, 2}, {1, 3}, {2, 3}, {1, 2, 3}}
2A3 = {∅, {1}, {{2, 3}},{∅},{a}, {1, {2, 3}}, {1,∅},{1, a},{{2, 3},

∅},{{2, 3}, a}, {∅, a}, {1, {2, 3}, ∅}, {1, {2, 3}, a}, {1,∅,
a}, {{2, 3},∅, a}, {1, {2, 3},∅, a}}

Dar cum se procedeaz�a ��n cazul mult, imilor in�nite? Care este cardinalitatea unei
astfel de mult, imi? S, i ��n acest caz exist�a in�nit �mai mic� s, i in�nit �mai mare�. Un
rol important aici revine mult, imii numerelor naturale N. Cardinalul mult, imii N se
noteaz�a prin ℵ0 s, i se cites,te �alef zero� (ℵ este prima liter�a a alfabetului ebraic).
Dou�a mult, imi se numesc echipotente , dac�a ele au acelas, i num�ar cardinal. Mult, imea
A se numes,te num�arabil�a, dac�a ea este echipotent�a cu orice submult, ime a mult, imii
N. Se poate spune c�a mult, imea este num�arabil�a dac�a elementele ei pot � enumerate:
e1, e2, . . . , en, . . . Rezult�a c�a orice mult, ime �nit�a este num�arabil�a. Mult, imile N0, Z, Q,
A4, A2k, A3k sunt mult, imi num�arabile, adic�a sunt echipotente cu mult, imea numerelor
naturale. Mult, imile num�arabile se mai numesc discrete.
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Mult, imea R nu mai este num�arabil�a. Este su�cient s�a se demonstreze c�a nu este
num�arabil�a mult, imea numerelor reale de pe segmentul [0, 1] (teorema lui Cantor,
metoda diagonaliz�arii). Aceast�a teorem�a se demonstreaz�a simplu prin reducere la
absurd.

S�a presupunem c�a mult, imea numerelor reale de pe segmentul [0, 1] este num�arabil�a.
Astfel, toate numerele reale de pe segmentul [0, 1] pot � enumerate: a1, a2, . . . , ai, . . .
As,a cum 0 < ai < 1, ai poate � reprezentat ca ai = 0, αi1, αi2, . . . , αii, . . . Aici
αi1, αi2, . . . , αii, . . . sunt cifrele din reprezentarea zecimal�a a num�arului ai. Aceste
numere pot � reprezentate ��ntr-0 tabel�a (Tabela 1.3.1), unde au fost evident, iate ele-
mentele de pe diagonal�a - αii. Construim un num�ar nou, a = 0, α1α2 . . . αi . . . ��n

a1 α11 α12 α13 α14 α15 . . .

a2 α21 α22 α23 α24 α25 . . .

a3 α31 α32 α33 α34 α35 . . .

a4 α41 α42 α43 α44 α45 . . .

a5 α51 α52 α53 α44 α55 . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
a α1 α2 α3 α4 α5 . . .

Tabela 1.3.1: Metoda diagonaliz�arii Cantor

modul urm�ator: dac�a αii = 0, atunci αi = 1, ��n caz contrar, αi = 0. Num�arul
astfel construit nu poate � ��nt�alnit ��n tabela noastr�a: a ̸= a1, deoarece α11 ̸= α1,
a ̸= a2, deoarece α22 ̸= α2 s, .a.m.d. Acest rat, ionament ne demonstreaz�a c�a numere
reale pe segmentul [0, 1] sunt mai multe de c�at putem enumera. Concluzia general�a:
mult, imea numerelor reale de pe segmentul [0, 1] este nenum�arabil�a.

S�a ment, ion�am c�a putem obt, ine mult mai multe numere care nu vor � incluse ��n
tabel�a. De exemplu, drept αi putem lua orice cifr�a care nu coincide cu αii. �In aceast�a
demonstrare este important faptul c�a mult, imea acestor numere, dar s, i reprezentarea

lor, de exemplu
1

3
= 0, 333 . . . sau

1

2
= 0, 500 . . . sunt in�nite.

Cardinalitatea mult, imii R se noteaz�a prin card(R) = ℵ1 s, i se mai numes,te �pu-
terea continuului�.

1.4 Operat
,
ii asupra mult

,
imilor

Asupra mult, imilor se de�nesc urm�atoarele operat, ii:
� Reuniunea . A ∪B = {x | x ∈ A sau x ∈ B};
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� Intersect
,
ia . A ∩B = {x | x ∈ A s, i x ∈ B};

� Diferent
,
a . A \B (sau A−B) = {x | x ∈ A s, i x /∈ B};

� Diferent
,
a simetric�a . A △ B = (A \ B) ∪ (B \ A). Diferent,a simetric�a a

mult, imilorA s, iB include toate elementele care apart, in doar uneia din mult, imile
A sau B. Evident A△B = B △ A, A△∅ = A, A△ A = ∅.

� Complementara . Fie U o mult, ime universal�a s, i A ⊂ U . Complementara

mult, imii A ��n raport cu mult, imea U (se noteaz�a A) se de�nes,te ��n modul

urm�ator: A = U \ A;
� Produsul cartezian . A × B = {(x, y)| x ∈ A, y ∈ B} � mult, imea tuturor
perechilor ordonate (x, y), x ∈ A, y ∈ B. �In general, produsul cartezian nu
este comutativ, A×B ̸= B × A.

Exemplul 1.4.1.

Fie
A2 = {a, b, {2, 3}, d}, A3 = {1, {2, 3},∅, a},
B1 = {1, a, 2, b}, B2 = {1, 2, a, b},
C1 = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}, C2 = {1, 2, 3}.
Obt, inem:
B1 ∪ C2 = {1, a, 2, b, 3}, C1 ∪ C2 = C1,
A2 ∪ A3 = {a, b, {2, 3}, d, 1,∅},
B1 ∩ C2 = {1, 2}, A2 ∩ A3 = {a, {2, 3}} C1 ∩ C2 = C2, B1 \ B2 = ∅,
B1 \ C2 = {a, b}, C1 \ C2 = {0, 4, 5, 6, 7, 8, 9},
A2 \ A3 = {b, d}, A3 \ A2 = {1,∅},
A2 △ A3 = A3 △ A2 = {b, d, 1,∅}.

Dac�a C1 este mult, ime universal�a, atunci
C2 = {0, 4, 5, 6, 7, 8, 9} = C1 \ C2.
B1 × C2 = {(1, 1), (1, 2), (1, 3), (a, 1), (a, 2), (a, 3), (2, 1), (2, 2),

(2, 3), (b, 1), (b, 2), (b, 3)},
C2 ×B1 = {(1, 1), (1, a), (1, 2), (1, b), (2, 1), (2, a), (2, 2), (2, b),

(3, 1), (3, a), (3, 2), (3, b)}.
Observ�am c�a B1 × C2 ̸= C2 ×B1.

Operat, iile reuniune, intersect, ie s, i produs cartezian pot � extinse asupra unui
num�ar arbitrar de mult, imi A1, A2, . . . An, n ∈ N, n > 2 :

� A1 ∪ A2 ∪ . . . ∪ An =
n⋃

i=1

Ai
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� A1 ∩ A2 ∩ . . . ∩ An =
n⋂

i=1

Ai

� A1 × A2 × . . . × An = {(x1, x2, . . . xn) | xi ∈ Ai, i ∈ {1, 2, . . . n}}. Elementul
ordonat (x1, x2, . . . xn) se mai numes,te tuplu . Dac�a A1 = A2 = . . . = An = A,
atunci vom nota A1 × A2 × . . .× An = An.

1.5 Partit
,
ionarea mult

,
imilor

De�nit
,
ia 1.5.1.

Mult, imile M1 s, i M2 se numesc disjuncte, dac�a M1 ∩M2 = ∅.

De�nit
,
ia 1.5.2.

Fie A o mult, ime arbitrar�a. Mult, imile M1,M2, . . .Mk alc�atuiesc o partit, ie
pentru mult, imea A, dac�a

• Mi ̸= ∅, 1 ≤ i ≤ k.
• orice dou�a mult, imi Mi,Mj sunt disjuncte, i ̸= j, 1 ≥ i, j ≤ k
• M1 ∪M2 ∪ . . . ∪Mk = A

M1 = {b, c, 6}

M2 = {a, 2, 3}

M3 = {d, f, 1, 7}

M4 = {e, g}
M5 = {4, 5}

Figura 1.5.1: Partit, ia mult, imii A = {a, b, c, d, e, f, g, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7}.
A = M1 ∪M2 ∪M3 ∪M4 ∪M5

Din de�nit, ie este evident c�a M1,M2, . . .Mk sunt submult, imi ale mult, imii A.
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Exemplul 1.5.1.

Fie A = {a, b, 2, 3, d}. Atunci:
a) M1 = {a}, M2 = {3, d}, M3 = {b} - nu este partit, ie, deoarece M1 ∪M2 ∪

M3= {a, 3, d, b} ̸= A.
b) M1 = {a}, M2 = {3, d}, M3 = {a, b, 2} - nu este partit, ie, deoarece M1 s, i

M2 nu sunt disjuncte, M1 ∩M2= {a}, cu toate c�a M1 ∪M2 ∪M3 = A.
c) M1 = {a, d}, M2 = {b, 3}, M3 = {2} - este partit, ie.

�In Figura 1.5.1 prezent�am schematic not, iunea de partit, ie.

Exemplul 1.5.2.

S�a se construiasc�a toate partit, iile posibile pentru mult, imea A = {a, b, c}.
M1 = {{a}, {b}, {c}}
M2 = {{a, b}, {c}}
M3 = {{a, c}, {b}}
M4 = {{a}, {b, c}}
M5 = {{a, b, c}}

1.6 Propriet�at
,
i. Diagrame Venn

S�a formul�am c�ateva propriet�at, i ale operat, iilor de�nite mai sus. Fie A,B,C � mult, imi
arbitrare, iar U - mult, ime universal�a, A ⊆ U,B ⊆ U,C ⊆ U . Tabela 1.6.2. Evitarea
ambiguit�at, ilor la efectuarea operat, iilor se asigur�a cu ajutorul parantezelor. Pentru
ilustrarea (demonstrarea) operat, iilor s, i propriet�at, ilor se utilizeaz�a diagramele Venn,
�gura 1.6.2. Suprafat,a has,urat�a corespunde rezultatului �nal.
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Proprietatea Denumirea

∅∪A=A, ∅ ∩A=∅ Legea contradict, iei

A∪U=U , A∩U=A Legea tert,ului exclus

A ∪A=U , A∩A=∅ Complementaritate

A=A Legea involut, iei

A\∅=A, A\A=∅, A \B=A ∩B Diferent,a

Dac�a A⊆B, iar B⊆C, atunci A⊆C Tranzitivitate

Dac�a A⊆C, atunci
A∪(B∩C)=(A∪B)∩C Modularitate

A∪A=A, A∩A=A Idempotent,�a

A∩(A∪B)=A, A∪(A∩B)=A Absorbt, ie

A∪B=B∪A, A∩B=B∩A Comutativitate

(A∪B)∪C=A∪(B∪C),
(A∩B)∩C=A∩(B∩C)

Asociativitate

A∩(B∪C)=(A∩B)∪(A∩C),
A∪(B∩C)=(A∪B)∩(A∪C)

Distributivitate

A∪B=A∩B, A∩B=A∪B Legile lui De Morgan

Tabela 1.6.2: Operat, ii asupra mult, imilor. Properiet�at, i

Exemplul 1.6.1.

S�a demonstr�am proprietatea diferent,ei: A\B=A∩B.
Demonstrare analitic�a.
(i) A\B⊆A∩B.

Fie x ∈ A\B. Rezult�a c�a x ∈ A, dar x /∈ B, adic�a x ∈ A s, i x ∈ B, de unde

rezult�a c�a x ∈ A∩B.

(ii) A∩B ⊆ A\B.

Fie x ∈ A∩B. Rezult�a c�a x ∈ A s, i x ∈ B sau x ∈ A s, i x /∈ B. As,adar, x ∈ A\B.
Demonstrare prin diagrame Venn.
Este sufucient s�a compar�am �gura 1.6.3 (b) cu �gura 1.6.2 (d).
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U

A B

(a) A ∪B

U

A B

(b) A ∩B

U

A

(c) A

U

A B

(d) A \B

U

A B

(e) (A \B) ∪ (B \A = A△B

U

A B

(f) (A \B) ∪ (B \A)

Figura 1.6.2: Diagrame Venn

U

A B

(a) B

U

A B

(b) A ∩B

Figura 1.6.3: Diagrame Venn. Proprietatea diferent,ei
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Exemplul 1.6.2.

S�a demonstr�am distributivitatea diferent,ei:
A\(B ∩ C)=(A\B) ∪ (A\C).

A\(B∩C)=A∩ (B ∩ C)=A∩ (B ∪C)=(A∩B)∪ (A∩C)=(A\B)∪(A\C).
Am aplicat proprietatea diferent,ei, legea lui De Morgan s, i distributivitatea inter-
sect, iei. �In Figura 1.6.4 prezent�am diagramele Venn care ilustreaz�a aceast�a iden-
titate.

U

B C

(a) B ∩ C

U
A

B C

(b) (A\(B∩C)

U
A

B

(c) A \B

U
A

C

(d) A \ C

U
A

B C

(e) (A\B)∪(A\C)

Figura 1.6.4: Diagrame Venn pentru A\(B∩C)=(A\B)∪(A\C)

Exemplul 1.6.3.

La o competit, ie sportiv�a la proba s�arituri ��n lungime s-au ��nregistrat 15 per-
soane (mult, imea A), la proba s�arituri ��n ��n�alt, ime � 20 de persoane (mult, imea
B), iar 8 persoane din cei ��nregistrat, i vor participa la ambele probe (mult, imea
C).

a) c�ate persoane vor participa doar la s�arituri ��n lungime
b) c�ate persoane vor participa doar la s�arituri ��n ��n�alt, ime
c) c�ate persoane vor participa cel put, in la o prob�a
d) c�ate persoane vor participa exact la una din cele dou�a probe.
S�a ment, ion�am mai ��nt�ai c�a C ⊆ A, C ⊆ B, C = A ∩B.
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a) La s�arituri ��n lungime s-au ��nregistrat 15 persoane, 8 dintre care vor par-
ticipa s, i la s�arituri ��n ��n�alt, ime. Astfel, 15-8=7 persoane vor participa doar la
s�arituri ��n lungime. Aceasta va � mult, imea A \ C.

b) Analogic, exclusiv la s�arituri ��n ��n�alt, ime vor participa doar 20-8=12 per-
soane. Aceasta va � mult, imea B \ C.

c) Aici vom include persoanele care particip�a la o singur�a prob�a, dar s, i per-
soanele care particip�a la ambele probe. Astfel vom calcula reuniunea: (A \C)∪
(B \C)∪C. �In total vom avea 7+12+8=27 persoane. Este exact num�arul total
al participant, ilor la competit, ie.

d) Am calculat deja num�arul persoanelor care particip�a exact la o prob�a:
7 � la s�arituri ��n lungime s, i 12 � la s�arituri ��n ��n�alt, ime. Asadar, exact la una
din probe vor participa 7+12=19 persoane. Observ�am c�a aceasta corespunde
diferent,ei simetrice a mult, imilor A s, i B, A△B = (A \B) ∪ (B \ A).

Deoarece C = A ∩B, se poate demonstra c�a A△B = (A \ C) ∪ (B \ C).

1.7 Programarea operat
,
iilor asupra mult

,
imilor

Spre deosebire de matematic�a unde mult, imile reprezint�a un instrument concep-
tual foarte important, ��n informatic�a, ��n mod special ��n limbajele de programare,
mult, imile privite ca structuri de date sunt mai put, in utilizate. Ment, ion�am doar lim-
bajul specializat SETL [1] (SET Language) care a ap�arut ��n 1986 s, i prezent,a tipului
prede�nit de date �mult

,
ime� ��n c�ateva limbaje de programare, de exemplu, Pascal,

Python, C++.
�In realitate este recunoscut faptul c�a utilizarea tipului de date �mult

,
ime� s, i a

operat, iilor masive asupra acestora ar constitui o caracteristic�a valoroas�a a limbajelor
de programare de nivel ��nalt. Aceasta ar��mbun�at�at, i semni�cativ viteza s, i productivi-
tatea program�arii, claritatea s, i lizibilitatea programelor, dar ar provoca s, i o anumit�a
pierdere de e�cient,�a. Cu certitudine aceasta este principala cauz�a care limiteaz�a
utilizarea mult, imilor ��n limbajele de programare. Pe de alt�a parte, prezent,a acestor
facilit�at, i ar � un motiv pentru a considera aceste limbaje nu ca instrumente pentru
programare efectiv�a, dar ca instrumente pentru elaborarea operativ�a a prototipurilor
programelor s, i algoritmilor, unde e�cient,a nu este o cerint,�a primordial�a.

Cu toate acestea, practic toate limbajele de programare includ posibilit�at, i de codi-
�care a mult, imilor ca structuri de date s, i de realizare a operat, iilor asupra mult, imilor.
Astfel, mult, imile pot � reprezentate cu ajutorul vectorilor (tablourilor unidimensio-
nale), listelor, secvent,elor (tuplurilor), s, irurilor. Am v�azut mai sus c�a mult, imile
pot � reprezentete prin secvent,e binare. De exemplu, dac�a este dat�a mult, imea uni-
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∨ 1 1 0 1 0 0 1 0
1 0 1 0 0 1 1 1
1 1 1 1 0 1 1 1

(a) A01 ∨B01

(A ∪B)

∧ 1 1 0 1 0 0 1 0
1 0 1 0 0 1 1 1
1 0 0 0 0 0 1 0

(b) A01 ∧B01

(A ∩B)

⊕ 1 1 0 1 0 0 1 0
1 0 1 0 0 1 1 1
0 1 1 1 0 1 0 1

(c) A01 ⊕B01

(A△B)

∧ 1 1 0 1 0 0 1 0
0 1 0 1 1 0 0 0
0 1 0 1 0 0 0 0

(d) A01 ∧ ¬B01

(A \B)

Figura 1.7.5: Operat, ii asupra mult, imilor

versal�a U = {a, b, c, d, e, f, g, h}, atunci orice submult, ime a mult, imii U poate � re-
prezentat�a ca o secvent,�a binar�a de lungimea 8, 8=card(A). De exemplu, pentru
A = {a, b, d, g} secvent,a binar�a va � A01 = 11010010, pentru B = {a, c, f, g, h} �
B01 = 10100111. �In acest caz operat, iile asupra mult, imilor pot � redise la operat, ii
logice asupra secvent,elor binare consider�and 1 � "adev�ar", iar 0 � "fals". Astfel, pen-
tru a calcula complementara unei mult, imi calcul�am negat, ia secvent,ei binare cores-
punz�atoare. Astfel, ¬A01 = ¬11010010=00101101, ¬B01 = ¬10100111=01011000,

respectiv, A = {c, e, f, h}, B = {b, d, e}.
Operat, iile reuniune (∪), intersect, ie (∩) s, i diferent,�a simetric�a (△) se programeaz�a

prin disjunct, ie (∨), conjunct, ie (∧) s, i disjunct, ie exclusiv�a (⊕). Sc�aderea mult, imilor

(\) se asociaz�a prin proprietatea sc�aderii A \B=A ∩B cu A01 ∧ ¬B01.
Din �gura 1.7.5 observ�am c�a: A∪B = {a, b, c, d, f, g, h}, A∩B = {a, g}, A△B =

{b, c, d, f, h}, A \B = {b, d}.
Dac�a nu suntem presat, i de e�cient,�a, putem utiliza pentru programarea mult, imilor

un limbaj funct, ional, mult, imile �ind reprezentate prin liste. De exemplu, ��n limbajul
Common Lisp avem reprezentarea: A = (a b d g), B = (a c f g h). Aceast�a codi-
�care poate � aplicat�a s, i pentru multiseturi. De exemplu, M = (a b c c g a b c e).
Deoarece ordinea elementelor este irelevant�a, putem scrie M = (a a b b c c c e g),
respect�and ordinea elementelor din mult, imea universal�a. �In acest caz multiseturile
pot � reprezentate, prin analogie cu secvent,ele binare, prin secvent,a (lista) multipli-
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cit�at, ilor elementelor. Pentru exemplul nostru obt, inem Mm = (2 2 3 0 0 0 1 0).
Mai ment, ion�am c�a ��n Common Lisp este de�nit�a construct, ia iterativ�a

(DOLIST (X M)
operat, ii cu X

)
care este comod�a pentru parcurgerea elementelor (X) listei (mult, imii) M , dar s, i un
set de operat, ii prede�nite asupra mult, imilor:

� (MEMBER X M) � predicat, veri�c�a apartenent,a elementului X mult, imii
M ;

� (ADJOIN X M) � insereaz�a elementul X ��n mult, imea M ;

� (UNION M1 M2) � calculeaz�a M1 ∪M2;

� (INTERSECTION M1 M2) � calculeaz�a M1 ∩M2;

� (SET−DIFFERENCE M1 M2) � calculeaz�a M1 \M2;

� (SET−EXCLUSIV E−OR M1 M2) � calculeaz�a M1△M2;

� (SUBSETP M1 M2) � predicat, veri�c�a M1 ⊆ M2;
.

1.8 Exercit
,
ii s

,
i probleme

1. Diferent
,
a mult

,
imilor.

S�a se demonstreze identit�at, ile:

1.a) A \(B ∪ C)=(A\B)\C
1.b) (A∩B)\C=A∩(B\C)

1.c) (A∪B) \C =(A\C)∪(B\C), (A∩B) \C =(A\C)∩(B\C).

2. Diferent
,
a simetric�a.

S�a se demonstreze identit�at, ile:

2.a) A△B = (A ∩B) ∪ (A ∩B)

2.b) A△B = (A ∪B) ∩ (A ∪B)

2.c) A△B = (A ∪B) \ (A ∩B)

2.d) (A△B) = (A ∪B) ∩ (B ∩ A)

2.e) A ∩ (B △ C) = (A ∩B)△ (A ∩ C)

2.f) A△ (B △ C) = (A△B)△ C. Asociativitatea diferent,ei simetrice.
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2.g) A△ (A△B) = B

3. Cardinalitatea mult
,
imilor.

�In �nalul unui concurs pentru cei 2 �nalis,ti (A s, i B), juriul (mult, imea J) a
votat ��n modul urm�ator:

• 1
2
din membrii juriului au votat pentru A (mult, imea JA),

• 2
3
� pentru B (mult, imea JB),

• 4 membri au votat pentru ambii �nalis,ti (mult, imea J4), iar

• 2 voturi au fost nevalabile (mult, imea J2).

C�ate persoane au fost ��n juriu?

4. Produsul cartezian.

S�a se demonstreze identit�at, ile:

4.a) (A ∪B)× C = (A× C) ∪ (B × C), A× (B ∪ C) = (A×B) ∪ (A× C),
(A ∩B)× C = (A× C) ∩ (B × C), A× (B ∩ C) = (A×B) ∩ (A× C),
(A \ B) × C = (A × C) \ (B × C), A × (B \ C) = (A × B) \ (A × C).
Distributivitatea produsului cartezian.

4.b) (A ∪B)× (C ∪D) = (A× C) ∪ (B × C) ∪ (A×D) ∪ (B ×D).

4.c) (A×B) ∩ (C ×D) = (A ∩ C)× (B ∩D).

4.d) (A×B) ∩ (C ×D) = (A×B) ∩ (C ×B) ∩ (A×D) ∩ (C ×D).

4.e) (A×B) = (A×B) ∩ (A×B) ∩ (A×B).

4.f) S�a se construasc�a A×B × C pentru
A = {1, 2, 3}, B = {a, b}, C = {c, d}.

1.9 Solut
,
ii

1. Diferent
,
a mult

,
imilor.

1.a) A \(B∪C)=(A\B)\C.
S�a transform�am mai ��nt�ai partea st�ang�a a identit�at, ii aplic�and proprieta-
tea diferent,ei s, i legea lui De Morgan. Obt, inem:

(st) A \(B∪C)= A ∩ (B ∪ C) = A ∩ (B ∩ C).
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Pentru partea dreapt�a aplic�am proprietatea diferent,ei (de dou�a ori) s, i pro-
prietatea de asociativitate:

(dr) (A\B)\C = (A ∩B) \ C= (A ∩B) ∩ C= A ∩ (B ∩ C).

1.b) (A∩B)\C=A∩(B\C).

(st) (A∩B)\C= (A∩B)∩ C= A∩B∩ C.

(dr) A∩(B\C) = A∩(B∩ C) = A∩B∩ C.
Am folosit proprietatea diferent,ei s, i asociativitatea intersect, iei.

1.c) (A∪B) \C =(A\C)∪(B\C), (A∩B) \C =(A\C)∩(B\C).

(A∪B) \C =(A∪B)∩C = (A∩C)∪(B ∩C)). Am aplicat proprietatea
diferent,ei, comutativitatea s, i distributivitatea intersect, iei.

(A∩B) \C =(A ∩B) ∩ C = A ∩ (B ∩ C) = A ∩ (B\C).
Am aplicat proprietatea diferent,ei s, i asociativitatea intersect, iei.

2. Diferent
,
a simetric�a..

2.a) A△B = (A ∩B) ∪ (A ∩B)

A △ B = (A \ B) ∪ (B \ A) = (A ∩ B) ∪ (A ∩ B). Am aplicat de�nit, ia
diferent,ei simetrice s, i proprietatea diferent,ei.

2.b) A△B = (A ∪B) ∩ (A ∪B)
Transform�am partea dreapt�a a identit�at, ii aplic�and identitatea 2.a) de-
monstrat�a mai sus, distributivitatea reuniunii s, i a intersect, iei.

(A ∪B) ∩ (A ∪B) = (A ∩ (A ∪B)) ∪ (B ∩ (A ∪B))=

(A ∩ A) ∪ (A ∩B) ∪ (B ∩ A) ∪ (B ∩B) = ∅ ∪ (A ∩B) ∪ (B ∩ A) ∪∅=
(A \B) ∪ (B \ A) = A△B.

2.c) A△B = (A ∪B) \ (A ∩B)
Transform�am partea dreapt�a a identit�at, ii aplic�and proprietatea diferent,ei,
legea lui De Morgan, distributivitatea reuniunii s, i a intersect, iei, identita-
tea 2.a).

(A ∪B) \ (A ∩B) = (A ∪B) ∩ (A ∩B) = (A ∪B) ∩ (A ∪B) =

(A ∩ (A ∪
nB)) ∪ (B ∩ (A ∪B))=(A ∩ A) ∪ (A ∩B) ∪ (B ∩ A) ∪ (B ∩B) =

∅ ∪ (A ∩B) ∪ (B ∩ A) ∪∅ = (A ∩B) ∪ (B ∩ A) = A△B.



Mult
,
imi, operat

,
ii asupra mult

,
imilor 21

2.d) (A△B) = (A ∪B) ∩ (A ∪B)
Aplic�am identitatea 2.a) s, i legea lui De Morgan.

(A△B)=((A ∩B) ∪ (A ∩B))=(A ∩B) ∩ (A ∩B)= (A ∪B) ∩ (A ∪B).

2.e) A ∩ (B △ C) = (A ∩ B) △ (A ∩ C) (distributiviatea intersect, iei fat,�a de
diferent,a simetric�a).
Transforn�am partea st�ang�a aplic�and identitatea 2.a), distributivitatea s, i
asociativitatea intersect, iei:

(st) A ∩ (B △ C)=A ∩ ((B ∩ C) ∪ (B ∩ C)) =

(A ∩ (B ∩ C)) ∪ (A ∩ (B ∩ C))= (A ∩B ∩ C) ∪ (A ∩B ∩ C).
Transforn�am partea dreapt�a aplic�and identitatea 2.a), legea lui De Mor-
gan, distributivitatea, comutativitatea s, i asociativitatea intersect, iei s, i re-
uniunii:

(dr) (A∩B)△ (A∩C)=((A∩B)∩ (A ∩ C))∪ ((A ∩B)∩ (A∩C))=

((A ∩B) ∩ (A ∪ C)) ∪ ((A ∪B) ∩ (A ∩ C)) =

((A ∩B ∩ A) ∪ (A ∩B ∩ C)) ∪ (A ∩ C ∩ A ∪ (A ∩ C ∩B)) =

∅ ∪ (A ∩B ∩ C) ∪∅ ∪ (A ∩B ∩ C) = (A ∩B ∩ C) ∪ (A ∩B ∩ C).
Rezult�a: (st)=(dr).

2.f) A△ (B △ C) = (A△B)△ C (asociativitatea).
Transforn�am partea st�ang�a aplic�and identit�at, ile 2.b), 2.d), distributivita-
tea, comutativitatea s, i asociativitatea intersect, iei s, i reuniunii:

(st) A△ (B △ C) = (A ∪ (B △ C)) ∩ (A ∪ (B △ C) =

(A ∪ ((B ∪ C) ∩ (B ∪ C))) ∩ (A ∩ ((B ∪ C) ∩ (C ∪B)) =

(A ∪B ∪ C) ∩ (A ∪B ∪ C) ∩ (A ∪ ((B ∪ C) ∩ (C ∪B))) =

(A ∪B ∪ C) ∩ (A ∪B ∪ C) ∩ (A ∪B ∪ C) ∩ (A ∪B ∪ C).
Transforn�am partea dreapt�a aplic�and identit�at, ile 2.a), 2.d), distributivi-
tatea, comutativitatea s, i asociativitatea intersect, iei s, i reuniunii:

(dr) A△ (B △ C = (A ∩ (B △ C)) ∪ (A ∩ (B △ C)) =

(A ∩ ((B ∪ C) ∩ (B ∪ C)) ∪ (A ∩ ((B ∩ C) ∪ (B ∩ C))) =

(A ∩ (((B ∪ C) ∩ C) ∪ ((B ∪ C) ∩B))) ∪ (A ∩B ∩ C) ∪ (A ∩B ∩ C) =

(A∩((B∩C)∪(C∩C)∪(B∩B)∪(B∩C)))∪(A∩B∩C)∪(A∩B∩C) =

(A∩B∩C)∪(A∩∅)∪(A∩∅)∪(A∩B∩C)∪(A∩B∩C)∪(A∩B∩C) =

(A ∪B ∪ C) ∩ (A ∪B ∪ C) ∩ (A ∪B ∪ C) ∩ (A ∪B ∪ C).
Rezult�a: (st)=(dr).
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2.g) A△ (A△B) = B.
Se demonstreaz�a simplu aplic�and asociativitatea diferent,ei simetrice (iden-
titatea 2.f)):
A△ (A△B) = (A△ A)△B = ∅△B = B.

3. Cardinalitatea mult
,
imilor.

Trebuie s�a calcul�am card(J). S�a observ�am c�a, exclusiv pentru A, au votat
JA \ J4 membri ai juriului, iar pentru B � exclusiv JB \ J4. Astfel, obt, inem
egalitatea:

(JA \ J4) ∪ (JB \ J4) ∪ J4 ∪ J2 = J

Dac�a not�am n = card(J), obt, inem ecuat, ia:

(
n

2
− 4) + (

2n

3
− 4) + 4 + 2 = n

Rezolv�and ecuat, ia obt, inem n = 12.

4. Produsul cartezian.

4.a) (A ∪B)× C = (A× C) ∪ (B × C), A× (B ∪ C) = (A×B) ∪ (A× C),
(A ∩B)× C = (A× C) ∩ (B × C), A× (B ∩ C) = (A×B) ∩ (A× C),
(A \ B) × C = (A × C) \ (B × C), A × (B \ C) = (A × B) \ (A × C)
Distributivitatea produsului cartezian.
S�a demonstr�am prima identitate. Celelalte se demonstreaz�a analogic.

(i) (A ∪B)× C ⊆ (A× C) ∪ (B × C).
Fie (x, y) ∈ (A ∪B)× C). Sunt posibile dou�a cazuri:
1) x ∈ A, y ∈ C. Rezult�a c�a (x, y) ∈ (A× C) sau
2) x ∈ B, y ∈ C, de unde rezult�a c�a (x, y) ∈ (B × C).

(ii) (A× C) ∪ (B × C) ⊆ (A ∪B)× C.
Fie (x, y) ∈ (A× C) ∪ (B × C). Sunt posibile dou�a cazuri:
1) (x, y) ∈ (A× C), rezult�a c�a (x, y) ∈ (A ∪B)× C sau
2) (x, y) ∈ (B × C), de unde rezult�a c�a (x, y) ∈ (A ∪B)× C. Astfel,
(x, y) ∈ (A ∪B)× C

4.b) (A ∪B)× (C ∪D) = (A× C) ∪ (B × C) ∪ (A×D) ∪ (B ×D).
Vom aplica identit�at, ile 4.a).
(A ∪B)× (C ∪D) = ((A ∪B)× C) ∪ ((A ∪B)×D) =
((A× C) ∪ (B × C) ∪ (A×D) ∪ (B ×D).
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4.c) (A×B) ∩ (C ×D) = (A ∩ C)× (B ∩D).

(i) (A×B) ∩ (C ×D) ⊆ (A ∩ C)× (B ∩D).
Fie (x, y) ∈ (A×B)∩(C×D), deci (x, y) ∈ (A×B) s, i (x, y) ∈ (C×D).
Rezult�a c�a x ∈ A, y ∈ B, x ∈ C, y ∈ D sau x ∈ A ∩ C, y ∈ B ∩ D.
Prin urmare, (x, y) ∈ (A ∩ C)× (B ∩D).

(ii) (A ∩ C)× (B ∩D) ⊆ (A×B) ∩ (C ×D).
Fie (x, y) ∈ (A∩C)×(B∩D). Rezult�a c�a x ∈ A, x ∈ C, y ∈ B, y ∈ D
sau (x, y) ∈ (A×B) s, i (x, y) ∈ (C ×D).
Astfel, (x, y) ∈ (A×B) ∩ (C ×D).

4.d) (A×B) ∩ (C ×D) = (A×B) ∩ (C ×B) ∩ (A×D) ∩ (C ×D).
Identitatea 4.c) stabiles,te (A×B) ∩ (C ×D) = (A ∩ C)× (B ∩D).
S�a transform�am ��n continuare partea dreapt�a aplic�and identit�at, ile de dis-
tributivitate 4.a).
(A ∩ C)× (B ∩D) = ((A ∩ C)×B) ∩ ((A ∩ C)×D)=
(A×B) ∩ (C ×B) ∩ (A×D) ∩ (C ×D).

1ac 1ad 1bc 1bd 2ac 2ad 2bc 2bd 3ac 3ad 3bc 3bd3bd

c d c d c d c d c d c dd

a b a b a b

1 2 3

Figura 4.1: Produsul cartezian A×B×C

4.e) (A×B) = (A×B) ∩ (A×B) ∩ (A×B).

Conform de�nit, iei complementarei, (A×B) = (U × U) \ (A × B). As,a

cum U = A ∪ A (sau U = B ∪B) obt, inem:

(A×B) = ((A ∪ A) × (B ∪ B)) \ (A × B). �In continuare transform�am
partea dreapt�a aplic�and distributivitatea produsului cartezian, asociativi-
tatea reuniunii s, i proprietatea (A ∪B) \B = A. Obt, inem:

((A∪A)×(B∪B))\(A×B) = ((A∪A)×B)∪((A∪A)×B))\(A×B) =

((A×B) ∪ (A×B) ∪ (A×B) ∪ (A×B)) \ (A×B) =

(A×B) ∩ (A×B) ∩ (A×B).

Sunt adev�arate s, i egalit�at, ile: (A×B) = ((A ∪ A) × (A ∪ A)) \ (A × B),
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(A×B) = ((B ∪B)× (B ∪B)) \ (A×B).

4.f) S�a se construasc�a A×B × C pentru
A = {1, 2, 3}, B = {a, b}, C = {c, d}.
A×B×C={1ac, 1ad, 1bc, 1bd, 2ac, 2ad, 2bc, 2bd, 3ac, 3ad, 3bc, 3bd} Metoda
aplicat�a la generarea produsului cartezian este expus�a ��n Figura 4.1. Ob-
serv�am c�a |A×B×C| = |A| · |B| · |C| = 3 · 2 · 2 = 12.

1.10 Notit
,
e bibliogra�ce

Materialul expus mai sus t, ine de asa-numita teorie �naiv�a� a mult, imilor, propus�a
de matematicianul german Georg Cantor (1845 � 1918). Denumirea �naiv�a� a fost
atribuit�a datorit�a faptului c�a ea poate genera o serie de situat, ii contradictorii (pa-
radoxuri) bazate pe lipsa unor de�nit, ii formale a not, iunii de mult, ime s, i a modurilor
de construire a mult, imilor.

Cel mai cunoscut rezultat care vine s�a con�rme acest lucru este paradoxul ma-
tematicianului britanic Bertrand Russell (1872 � 1970). Pentru a demonstra c�a
teoria �naiv�a� a mult, imilor enunt,at�a de Cantor este inconsistent�a, Russell a propus
o mult, ime special�a, de�nit�a ��n modul urm�ator. Fie R mult, imea tuturor mult, imilor
A pentru care A /∈ A, adic�a mult, imea A nu se cont, ine ca element ��n A. Deoarece R
este o mult, ime, exist�a dou�a posibilit�at, i pentru R: R ∈ R sau R /∈ R. S�a examin�am
ambele situat, ii

� R ∈ R. Conform de�nit, iei mult, imii R, R poate � inclus�a ��n R doar dac�a
R /∈ R. �In cazul nostru R ∈ R, prin urmare avem o contradict, ie.

� R /∈ R. Conform de�nit, iei, deoarece este datR /∈ R, ar trebui s�a se��ndeplineasc�a
R ∈ R, dar nu se ��ndeplines,te � iar�as, i contradict, ie.

Rezult�a c�a mult, imea R nu poate exista.
Iat�a s, i o formulare mai haioas�a a paradoxului. �In t,ara lui Papur�a Vod�a a fost

decretat�a legea: niciun primar nu poate s�a locuiasc�a ��n oras,ul sau natal, tot, i primarii
vor locui ��n Oras,ul Primarilor. As,a cum Oras,ul Primarilor are s, i el un primar, apare
��ntrebarea: unde va locui primarul Oras,ului Primarilor?



2

C
a
p
it
o
l
u
l

Relat, ii s, i funct, ii

***

2.1 Not
,
iuni generale

Dup�a cum am v�azut, mult, imea este o colect, ie neordonat�a de obiecte arbitrare dis-
tincte. Aspecte foarte importante ale oric�arei mult, imi sunt relat, iile dintre aceste
obiecte. De exemplu, pentru o mult, ime de numere este important s�a se stabileasc�a
urm�atoarele relat, ii: numerele sunt naturale, ��ntregi, rat, ionale, num�arul m este mai
mic ca num�arul n, n este multiplu al lui m etc. Un obiect poate � mai greu, altul
mai us,or, unul poate � ros,u, altul verde. Pentru relat, iile de familie � tat�a, �u, sor�a,
bunic etc. Alt exemplu: cuv�antul ½abracadabra� este ��n dict, ionar, iar cuv�anul ½ar-
bacadabra� nu este. Cuv�antul ½abraziv� este ��n dict, ionar s, i e situat mai jos dec�at
½abracadabra�.

Unele relat, ii sunt re�exive, de exemplu ½n este egal cu n�, pot � simetrice. De
exemplu, dac�a ½Ion este cons�atean cu Vasile�, atunci s, i ½Vasile este cons�atean cu Ion�.
Relat, iile pot � s, i tranzitive, de exemplu, dac�a x ≥ y s, i y ≥ z, atunci s, i x ≥ z.

2.2 Abordare formal�a

Ca de obicei, matematica propune abord�ari formale, care vin s�a precizeze not, iunile
intuitive, s�a stabileasc�a nis,te propriet�at, i generice, nis,te clasi�c�ari. Se numes,te relat,ie
n-ar�a orice submult, ime R a produsului cartezian A1 × A2 × . . . × An. Dac�a tuplul
(a1, a2, . . . an) ∈ R, vom zice c�a a1, a2, . . . an sunt ��n relat, ia R. Dac�a R ⊆ An, atunci
R se numes,te relat

,
ie n-ar�a omogen�a. Un interes deosebit prezint�a cazul n = 2. �In
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acest caz R ⊆ A1 × A2 s, i se numes,te relat
,
ie binar�a. A1 se numes,te domeniu, iar A2

� codomeniu.
Dac�a R = A1×A2, atunci relat, ia R se numes,te relat,ie universal�a, iar dac�a R = ∅

� relat
,
ie vid�a .

Exemplul 2.2.1.

A = {1, 2, 3}, B = {a, b, c, d}, R = {(1, a), (1, b), (1, c), (2, a), (2, c), (3, d)},
R ⊆ A×B.

Exemplul 2.2.2.

Relat, ia binar�a R≤ se de�nes,te pe produsul cartezian N × N s, i include toate
perechile ordonate (m,n),m ≤ n. Astfel, (5, 8) ∈ R≤, (1, 123) ∈ R≤, (3, 7) /∈ R≤,
(8, 5) /∈ R≤. Uneori pentru relat, ia binar�a R ��n loc de (a, b) ∈ R vom scrie aRb.
Pentru exemplul nostru, aR≤b sau simplu a ≤ b.

2.3 Propriet�at
,
i. Moduri de reprezentare

Deoarece orice relat, ie este o mult, ime, relat, iile pot � de�nite la fel ca s, i mult, imile,
asupra relat, iilor pot � aplicate toate operat, iile de�nite pentru mult, imi. Exist�a s, i
moduri de reprezentare care t, in cont de speci�cul relat, iilor ca submult, imi ale unor
produse carteziene.

Modul de reprezentare a relat, iilor din Exemplele 2.2.1 s, i 2.2.2 ��l vom numi mod
analitic. �In Figura 2.3.2 expunem s, i alte moduri de reprezentare: diagram�a, tabel,
matrice.

1

2

3

A

a

b

c

d

B

(a) diagram�a

A B

1 a

1 b

1 c

2 a

2 c

3 d

(b) tabel

a b c d

1 1 1 1 0

2 1 0 1 0

3 0 0 0 1

(c) matrice

Figura 2.3.1: Reprezent�ari gra�ce pentru relat, ia de ordine part, ial�a.
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Relat, iile de�nite pe produsul cartezian R×R pot � reprezentate sub forma unor
gra�ce. De exemplu, Rsin = {(x, y)|x, y ∈ R, 0 ≤ x ≤ 2π, y = sinx}, Rcerc =
{(x, y)|x, y, r ∈ R, x2 + y2 = r2}.

�In Figura 2.3.2 sunt perzrntate gra�cele relat, iilor y = sin(x) pe segmentul [0, 2π]
s, i cercul cu originea ��n (2.5,1.5) s, i raza 1, adic�a (x− 2.5)2 + (y − 1.5)2 = 1.

0 π
2

π 3
2
π 2π

−1

0

1

(a) y = sin(x)

0 1 2 3 4 5

1

2

3

(b) x2 + y2 = r2

Figura 2.3.2: Reprezentarea gra�c�a a relat, iilor.

Vom considera ��n continuare doar relat, ii binare omogene, adic�a R ⊆ A × A s, i
vom spune c�a relat, ia R este de�nit�a pe mult, imea A.

S�a de�nim c�ateva propriet�at, i ale relat, iei R:

De�nit
,
ia 2.3.1.

Relat, ia binar�a R este:
• re�exiv�a , dac�a (x, x) ∈ R pentru orice x ∈ A.
• ire�exiv�a , dac�a (x, x) /∈ R pentru orice x ∈ A.
• simetric�a , dac�a din (x, y) ∈ R ��ntotdeauna rezult�a

(y, x) ∈ R.
• antisimetric�a , dac�a din (x, y) ∈ R s, i (y, x) ∈ R ��ntotdeauna rezult�a

x = y.
• asimetric�a , dac�a (x, y) ∈ R, atunci (y, x) /∈ R.
• tranzitiv�a , dac�a din (x, y) ∈ R s, i (y, z) ∈ R ��ntotdeauna

rezult�a (x, z) ∈ R.

Observat, ie referitor la de�nit, ia relat, iilor de antisimetrie s, i asimetrie. Ea poate
� formulat�a s, i ��n modul urm�ator: pentru tot, i x, y ∈ A, x ̸= y, numai unul, sau
niciunul, din elementele (x, y), (y, x) poate s�a apart, in�a relat, iei R. Prezent,a (absent,a)
elementelor (x, x) nu afecteaz�a antisimetria.
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�In cazul relat, iei de asimetrie prezent,a elementului (x, y) ��ntotdeauna exclude
prezent,a elementului (y, x) s, i invers, chiar dac�a x = y. Astfel, in cazul relat, iei
asimetrice nu mai sunt admise elemente de tipul (x, x).

Exemplul 2.3.1.

Fie A = {1, 2, 3, 4}. S�a examin�am relat, iile:
• R1 = {(1, 1), (1, 2), (2, 2), (2, 3), (3, 3), (3, 4), (4, 4)}
• R2 = {(1, 1), (1, 2), (2, 1), (2, 3), (3, 3), (3, 2)}
• R3 = {(1, 1), (1, 2), (1, 3), (1, 4), (2, 3), (4, 3)}
• R4 = {(1,1),(1,2),(2,1),(2,2),(3,3),(3,4),(4,3),(4,4)}

� Relat, ia R1 este re�exiv�a, dar nu este simetric�a, deoarece (1, 2) ∈ R1, iar
(2, 1) /∈ R1; este antisimetric�a, dar nu este asimetric�a, deoarece (1,1),(2,2), (3,3),
(4,4) ∈ R1 s, i nu este tranzitiv�a, deoarece (1,2),(2,3) ∈ R1, iar (1, 3) /∈ R1.

� Relat, ia R2 este simetric�a, dar nu este re�exiv�a, deoarece (2, 2) /∈ R2; nu
este tranzitiv�a, deoarece (2, 3), (3, 2) ∈ R2, iar (2, 2) /∈ R2. Nu este antisimetric�a,
nu este asimetric�a.

� Relat, ia R3 este tranzitiv�a, dar nu este re�exiv�a, (2, 2) /∈ R3, s, i nu este
simetric�a, (1, 2) ∈ R3, iar (2, 1) /∈ R3. Este antisimetric�a, dar nu s, i asimetric�a
((1, 1), (2, 2), (3, 3), (4, 4) ∈ R3).

� Relat, ia R4 este re�exiv�a, simetric�a s, i tranzitiv�a. Nu este antisimetric�a, nu
este asimetric�a.

Relat, iile binare omogene pot � reprezentate s, i sub form�a de graf orientat. �In
Figura 2.3.3 vedem reprezent�arile sub form�a de graf pentru relat, iile R1, R2, R3 s, i R4

din Exemplul 2.3.1.

1

3

2

(a) R1

1

3

2

(b) R2

1

4 3

2

(c) R3

1

4 3

2

(d) R4

Figura 2.3.3: Reprezentarea relat, iilor binare prin grafuri orientate
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S�a aducem s, i un exemplu ½gustos� (Exemplul 2.3.2).

Exemplul 2.3.2. Receta ½Pl�acinte moldovenes
,
ti�

1. Se preg�atesc ingredientele pentru aluat (f�ain�a, ap�a, ulei, sare).

2. Se preg�atesc ingredientele pentru umplutura cu br�anz�a (br�anz�a, ou�a. m�arar,
ceap�a verde).

3. Se preg�atesc ingredientele pentru umplutura cu varz�a (varz�a, ceap�a, ulei).

4. Se preg�ates,te aluatul.

5. Se preg�ates,te umplutura cu br�anz�a.

6. Se preg�ates,te umplutura cu varz�a.

7. Se ��ntind foile.

8. Se preg�atesc pl�acintele.

9. Se preg�ates,te (��nc�alzes,te) cuptorul.

10. Se coc pl�acintele.

Procesul de coacere a pl�acintelor const�a din 10 pas, i. Fie A={1, 2, 3, 4, 5, 6,
7, 8, 9, 10 }. Dac�a vom urma aces,ti pas, i ��n ordinea expus�a ��n recet�a, vom putea
coace pl�acinte. Dar s�a observ�am c�a preg�atirea aluatului s, i preg�atirea umpluturi-
lor pot � efectuate ��n paralel, poate chiar de persoane diferite. As,a situat, ii sunt
mai multe. Exist�a ��ns�a pas, i care trebuie executat, i strict ��n ordinea indicat�a.
De exemplu, nu putem ��ntinde foile ��nainte de a preg�ati aluatul. Astfel vom
stabili nis,te relat, ii de consecutivitate ��ntre pas, i, le vom nota prin Rp. Perechea
de pas, i (i, j) ∈ Rp, dac�a pasul i trebuie ��ndeplinit ��naintea pasului j. Obt, inem:
Rp = {(1, 4), (4, 7), (7, 8), (2, 5), (5, 8), (3, 6), (6, 8), (9, 10), (8, 10)},
Rp ⊆ A× A.

Aceast�a relat, ie este:
� evident re�exiv�a, (i, i) ∈ Rp;
� antisimetric�a, deoarece nu se pot ��ndeplini concomitent s, i (i, j) ∈ Rp, s, i

(j, i) ∈ RP ;
� tranzitiv�a, deoarece, dac�a (i, j) ∈ Rp s, i (j, k) ∈ Rp, atunci s, i (i, k) ∈ Rp.

De exemplu, (1, 4), (4, 7) ∈ Rp, deci s, i (1, 7) trebuie s�a apart, in�a lui Rp. Adic�a,
nu putem ��ntinde foile neav�and ingrediente pentru aluat.

�In de�nit, ia de mai sus a relat, iei Rp nu au fost incluse relat, iile de re�exivitate
s, i tranzitivitate, ele put�and � oric�and restabilite.

S�a observ�am c�a exist�a perechi de pas, i care nu se includ ��n Rp. De exemplu,
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(2, 4), (5, 7). Anume acest fapt determin�a existent,a mai multor secvent,e de pas, i
posibile la executarea recetei.

�In Figura 2.8.9 prezent�am graful redus s, i diagrama Hasse pentru aceast�a
relat, ie.

2.4 Compozit
,
ia relat

,
iilor

Fie R s, i S dou�a relat, ii peste mult, imea A. Compozit, ia relat, iilor R s, i S, o vom nota
prin R◦S sau simplu RS, se de�nes,te ca

R◦S = {(a, c) | (a, b) ∈ R, (b, c) ∈ S}.
Compozit, ia relat, iilor nu este comutativ�a, adic�a R◦S ̸= S◦R, Exemplul 2.4.1. Evident,
putem construi compozit, ia R ◦ R, pe care o vom nota prin R2, R2 = R ◦ R. Este
comod s�a not�am R1 = R. Putem continua acest proces construind R3 = R ◦ R ◦ R.
Se poate veri�ca c�a R3 = (R ◦ R) ◦ R = R ◦ (R ◦ R) sau R3 = R2 ◦ R1 = R1 ◦ R2.
Aceast�a proprietate poate � extins�a: Rj+k = Rj ◦ Rk. Dac�a nu apar ambiguit�at, i,
semnul �◦� poate � omis, adic�a R3 = R2R, Rj◦Rk = RjRk.

Exemplul 2.4.1.

Fie A = {1, 2, 3, 4}, R1 = {(1, 1), (1, 2), (2, 2), (2, 3), (3, 3), (3, 4)}, R2 = {(1, 1),
(1, 2), (2, 1), (2, 3), (3, 2), (3, 3)} (Figura 2.3.3).
Obt, inem:
R1 ◦ R2 = {(1, 1), (1, 2), (1, 3), (2, 1), (2, 2), (2, 3), (3, 2), (3, 3)},
R2 ◦ R1 = {(1, 1), (1, 2), (1, 3), (2, 1), (2, 2), (2, 3), (2, 4), (3, 2), (3, 3), (3, 4 }.
Este clar c�a R1◦R2 ̸= R2◦R1.
Construim ��n continuare:
R2

1 = {(1, 1), (1, 2), (1, 3), (2, 2), (2, 3), (2, 4), (3, 3), (3, 4)},
R4

1 = {(1, 1), (1, 2), (1, 3), (1, 4), (2, 2), (2, 3), (2, 4), (3, 3), (3, 4) }.
�In Figura 2.4.4 vedem reprezent�arile gra�ce pentru R1◦R2, R2◦R1, R

2
1, R

3
1.

Din exemplul de mai sus observ�am c�a R1 ⊆ R2
1, R

2
1 ⊆ R3

1, iar Ri
1 = R3

1 pentru
orice i ∈ N, i ≥ 3. Relat, ia R3

1 ��n acest caz se numes,te ��nchidere tranzitiv�a a relat, iei
R1 s, i o vom nota prin R∗

1.
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1

3

2

(a) R1◦R2

1 2

34

(b) R2 ◦R1

1 2

34

(c) R2
1

1 2

34

(d) R3
1

Figura 2.4.4: Compozit, ia relat, iilor binare

2.5 �Inchiderea relat
,
iilor

S�a formul�am ��n continuare c�ateva de�nit, ii referitoare la ��nchiderea relat, iilor binare.
Fie R o relat, ie binar�a arbitrar�a peste mult, imea A.

�
�Inchiderea tranzitiv�a a relat, iei R va � relat, ia R∗ care satisface propriet�at, ile:

1. R∗ este tranzitiv�a;

2. R ⊆ R∗;

3. Dac�a S este o relat, ie tranzitiv�a arbitrar�a care cont, ine relat, ia R, R ⊆ S,
atunci S va cont, ine s, i R∗, R∗ ⊆ S.
Cu alte cuvinte, R∗ este cea mai mic�a relat, ie tranzitiv�a care cont, ine relat, ia
R.

�
�Inchiderea re�exiv�a a relat, iei R va � relat, ia R∗ = R ∪ {(x, x)|x ∈ A}.

�
�Inchiderea simetric�a a relat, iei R va � relat, ia
R∗ = R ∪ {(x, z)|(x, y) ∈ R s, i (y, z) ∈ R}.

Pentru a evita ambiguit�at, ile legate de notat, ia R∗, de �ecare dat�a vom speci�ca
tipul ��nchiderii. Cu at�at mai mult c�a o ��nchidere poate � ��n acelas, i timp s, i re�exiv�a,
s, i simetric�a, s, i tranzitiv�a. �Inchiderile re�exiv�a s, i simetric�a pot � us,or construite
reies, ind din de�nit, ii.

�Inchiderea tranzitiv�a se construies,te mai di�cil. S�a revenim la de�nit, ia compozi-
t, iei R◦R = R2. Dac�a elementul (a, c) /∈ R2, dar exist�a (a, b) ∈ R s, i (b, c) ∈ R,
atunci (a, c) se include ��n R2. Dac�a ne vom referi la reprezentarea sub form�a de graf
a relat, iei R putem spune c�a ��n acest caz exist�a un drum de lungime mai mic�a sau
egal�a cu 2 din a ��n c. Aceast�a observat, ie poate � formulat�a pentru orice relat, ie Ri,
i ∈ N, i ≥ 2: (a, c) se include ��n Ri, dac�a exist�a un drum de lungime mai mic�a sau
egal�a cu i din a ��n c. C�at de lung poate � un drum ��n graful a relat, iei R ? Fie R
o relat, ie binar�a arbitrar�a pe mult, imea A s, i card(A) = n. A�rm�am c�a, dac�a exist�a
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drum ��n R din a ��n c, atunci ��ntotdeauna exist�a un astfel de drum de lungime mai
mic�a sau egal�a cu n. S�a presupunem c�a nu exist�a as,a un drum, adic�a cel mai scurt
drum de la a la c este de lungimeam > n, adic�a a → b1 → b2 → . . . → bm−1 → c. As,a
cum acest drum cont, ine (m+1) > (n+1) noduri, conform principiului porumbeilor
(Capitolul XXX), cel put, in 2 noduri ��n acest drum se repet�a. Fie a → b1 . . . →
bi−1 → bi → . . . → bj → . . . → bm−1 → c s, i bi = bj. �In acest caz exist�a drumul
a → b1 . . . → bi−1 → bj → . . . → bm−1 → c, care este mai scurt dec�at drumul init, ial.
Obt, inem o contradict, ie.

Cele expuse mai sus argumenteaz�a ideea metodei de construire a ��nchiderii tranzi-
tive:

R∗ =
∞⋃

i=1

Ri

Pentru relat, ii �nite n = card(R) formula va �

R∗ =
n⋃

i=1

Ri

Construirea ��nchiderii ar putea s�a se termine ��n mai put, in de n pas, i, dac�a Ri+1 = Ri,
i < n.

S�a ar�at�am c�a R∗ intr-adev�ar este ��nchiderea tranzitiv�a a relat, iei R.

1. R∗ este tranzitiv�a. S�a ne convingem c�a dac�a (a, b) ∈ R∗, (b, c) ∈ R∗, atunci s, i
(a, c) ∈ R∗. Fie (a, b) ∈ Rj, (b, c) ∈ Rk. Exist�a un drum de lungime cel mult j
din a ��n b, un drum de lungimea cel mult k din b ��n c, respectiv exist�a un drum
de lungime cel mult j + k din a ��n c. Astfel (a, c) ∈ Rj+k ⊆ R∗.

2. R ⊆ R∗. Evident, deoarece R = R1.

3. R∗ este relat
,
ia tranzitiv�a minimal�a care cont

,
ine R. Fie S o relat, ie tranzitiv�a

arbitrar�a care cont, ine R. S�a ar�at�am c�a Ri ⊆ S pentru tot, i i ≥ 1. Pentru i = 1
evident R1 = R ⊆ S. Dac�a Ri ⊆ S, atunci s, i Ri+1 ∈ S, conform de�nit, iei s, i
faptului c�a S este tranzitiv�a. Rezult�a c�a R∗ ⊆ S s, i, prin urmare, R∗ se cont, ine
��n orice alt�a relat, ie tranzitiv�a care cont, ine relat, ia R.

Relat, ia invers�a pentru R se de�nes,te ca

R−1 = {(y, x)|(x, y) ∈ R}

Este us,or dr observat c�a (R−1)−1 = R.
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2.6 Clase de echivalent
,
�a

S�a mai de�nim o not, iune important�a pentru expunerea ulterioar�a.

De�nit
,
ia 2.6.1.

Relat, ia binar�a R se numes,te relat
,
ie de echivalent

,
�a , dac�a este re�exiv�a, si-

metric�a s, i tranzitiv�a.

Schematic putem scrie:

echivalent,�a = re�exivitate + simetrie + tranzitivitate

De exemplu, relat, ia R4 din Figura 2.3.1 este o relat, ie de echivalent,�a.

Exemplul 2.6.1.

Fie m,n ∈ N, k ∈ N, k ≥ 2. m este congruent cu n modulo k, se noteaz�a

n≡m(mod k) sau n
k
≡ m, dac�a (n−m) se ��mparte f�ar�a rest la k, adic�a (n − m) =

qk, q ∈ Z. S�a ar�at�am c�a aceast�a relat, ie este o relat, ie de echivalent,�a pe mult, imea
N. Fie k = 3.

1. Relat, ia m
3
≡ n este re�exiv�a.

Pentru orice m ∈ N, m 3
≡ m, deoarece (m−m) = 0·3.

2. Relat, ia m
3
≡ n este tranzitiv�a.

Fie m
3
≡ l s, i l

3
≡ n, adic�a (m − l) = q1 ·3, (l − n) = q2 ·3, (m − n) =

q1·3+ l−q2·3− l=(q1−q2)·3. Rezult�a c�a m 3
≡ n, deoarece q1, q2, (q1−q2) ∈ Z.

3. Relat, ia m
3
≡ n este simetric�a.

Fie m
3
≡ n, (m − n) = q ·3. Atunci (n − m) = −q ·3. As,a cum −q ∈ Z,

rezult�a c�a n
3
≡ m.

Alte exemple de relat, ii de echivalent,�a. Congruent,a �gurilor geometrice. Se ve-
ri�c�a us,or c�a relat, ia ½a � congruent� este o relat, ie de echivalent,�a. La fel, relat, ia de
paralelism a dreptelor.

Dar nu doar ��n matematic�a ��nt�alnim relat, ii de echivalent,�a. Relat, iile ½a locui ��n
acelas, i oras, �, ½a � student la aceias, i facultate�, ½a � de culoare ros, ie� etc. � toate
sunt relat, ii de echivalent,�a.
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Teorema 2.6.1.

Dac�a relat, ia R este relat, ie de echivalent,�a, atunci s, i relat, ia R−1 este relat, ie
de echivalent,�a.

Demonstrare.
Trebuie s�a demonstr�am c�a relat, ia R−1 este re�exiv�a, simetric�a s, i tranzitiv�a.
Re�exivitate.
S�a demonstr�am c�a pentru orice x ∈ A, (x, x) ∈ R−1. As,a cum R este relat, ie de

echivalent,�a, pentru orice x ∈ A, (x, x) ∈ R, iar conform de�nit, iei relat, iei inverse,
(x, x) apart, ine relat, iei R−1.

Simetrie.
Fie (x, y) ∈ R−1. S�a ar�atam c�a s, i (y, x) ∈ R−1. Dac�a (x, y) ∈ R−1, atunci

(y, x) ∈ R s, i, deoarece R este simetric�a, (x, y) ∈ R, iar, conform de�nit, iei relat, iei
inverse (y, x) ∈ R−1.

Tranzitivitate.
Fie (x, y), (y, z) ∈ R−1. S�a ne convingem c�a (x, z) ∈ R−1. Avem (y, x), (z, y) ∈ R.

Deoarece R este tranzitiv�a, (z, x) ∈ R. Rezult�a c�a (x, z) ∈ R−1. ■

S�a ment, ion�am ��n continuare o aplicat, ie important�a a relat, iilor de echivalent,�a.

De�nit
,
ia 2.6.2.

Fie R o relat, ie de echivalent,�a arbitrar�a pe mult, imea A. Se numes,te clas�a de

echivalent
,
�a a elementului a ∈ A mult, imea Ra = {b|(a, b) ∈ R}.

Mult, imea tuturor claselor de echivalent,�a ale mult, imii A ��n raport cu relat, ia E
formeaz�a o partit, ie a mult, imii A s, i invers, orice partit, ie a mult, imii A corespunde
unei relat, ii de echivalent,�a peste A. Are loc

Teorema 2.6.2.

Relat, ia R ⊆ A×A genereaz�a o partit, ie a mult, imii A atunci s, i numai atunci,
c�and R este o relat, ie de echivalent,�a.

Demonstrare.

(i) Fie M1,M2, . . . ,Mk o partit, ie arbitrar�a a mult, imii A.
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• Mi ̸= ∅, 1 ≤ i ≤ k.

• orice dou�a mult, imi Mi,Mj sunt disjuncte, i ̸= j, 1 ≥ i, j ≤ k.

• M1 ∪M2 ∪ . . . ∪Mk = A.

S�a ar�at�am c�a exist�a o relat, ie de echivalent,�a peste A care genereaz�a partit, ia
M1,M2, . . . ,Mk. Aceast�a relat, ie se de�nes,te ��n modul urm�ator: (a, b) ∈ R, dac�a
a ∈ Mi s, i b ∈ Mi. Relat, ia poate � formulat�a ca ½a � elemente din aceeas, i mult, ime
Mi�. Aceast�a relat, ie evident este re�exiv�a, simetric�a s, i tranzitiv�a, deci, relat, ie de
echivalent,�a.

(ii) Fie R o relat, ie de echivalent,�a arbitrar�a peste A. Vom ar�ata c�a aceast�a relat, ie de-
termin�a o partit, ie a mult, imii A. Pentru toate elementele a ∈ A construim mult, imea
(clasa) Ra = {b | (a, b) ∈ R}. S�a ne convingem mai ��nt�ai c�a pentru orice a ∈ A,
a ∈ Ra. Deoarece relat, ia R este re�exiv�a, (a, a) ∈ R. Rezult�a c�a a ∈ Ra.
�In continuare vom ar�ata c�a, dac�a b ∈ Ra, atunci Rb = Ra. S�a observ�am mai ��nt�ai c�a,
deoarece b ∈ Ra, avem (a, b) ∈ R s, i, din considerente de simetrie � (b, a) ∈ R.

(a) Rb ⊆ Ra. Fie x ∈ Rb. Rezult�a c�a (b, x) ∈ R. T, in�and cont de tranzitivitatea
relat, iei R, dac�a (a, b) ∈ R s, i (b, x) ∈ R, rezult�a c�a (a, x) ∈ R. Astfel, x ∈ Ra.

(b) Ra ⊆ Rb. Fie x ∈ Ra, adic�a (a, x) ∈ R. As,a cum (b, a) ∈ R, iar�as, i, din
tranzitivitatea relat, iei R, deoarece (b, a) ∈ R s, i (a, x) ∈ R, rezult�a c�a x ∈ Rb.

Astfel, pentru toate elementele a ∈ A se vor construi mult, imile Ra, Ra ̸= ∅.
Select�am doar mult, imile disjuncte (cele care au elemente comune coincid) s, i le not�am
prin R1, R2, . . . , Rk, k ≥ 1. Deoarece orice element a ∈ A se cont, ine ��n una din
mult, imile R1, R2, . . . , Rk, obt, inem

A =
k⋃

i=1

Ri

As,adar, R1, R2, . . . , Rk este o partit, ie pentru A. ■

Exemplul 2.6.2.

Pentru relat, ia R4 din Figura 2.3.1 clasele de echivalent,�a vor � submult, imile:
R1 = {1, 2} s, i R3 = {3, 4}. De ment, ionat c�a R1 = R2, R3 = R4.
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Exemplul 2.6.3.

Pentru relat, ia n
3
≡ m avem:

R0={0, 3, 6, 9, . . . }
R1={1, 4, 7, 10, . . . }
R2={2, 5, 8, 11, . . . }

Clasa R0 va cont, ine toate numerele care se ��mpart f�ar�a rest la 3, R1 - toate
numerele care ��mp�art, ite la 3 dau rest 1 s, i R2 - toate numerele care ��mp�art, ite
la 3 dau rest 2. S�a observ�am c�a R0,R1,R2 constituie o partit, ie a mult, imii N,
R0 ∪R1 ∪R2=N,

R0=R3=R6=. . . , R1=R4=R7= . . . , R2=R5=R8=. . .

Exemplul 2.6.4.

S�a se construiasc�a toate relat, iile de echivalent,�a posibile peste mult, imea A =
{a, b, c}. Ne vom orienta la Exemplul 1.5.2. Exist�a 5 relat, ii: R1 = {(a, a), (b, b), (c, c)}

R2 = {(a, a), (a, b), (b, a), (b, b), (c, c)}
R3 = {(a, a), (a, c), (c, a), (c, c), (b, b)}
R4 = {(a, a), (b, b), (b, c), (c, b), (c, c)}}
R5 = {(a, a), (a, b), (b, a), (a, c), (c, a), (b, b), (b, c), (c, b), (c, c)}.
Gra�c aceste relat, ii sunt prezentate ��n Figura 2.6.5a, 2.6.5b, 2.6.5c, 2.6.5d,

2.6.5e.
S�a ment, ion�am c�a relat, ia
Rne = {(a, a), (a, b), (b, a), (a, c), (c, a), (b, b), (c, c)}

nu este o relat, ie de echivalent,�a, deoarece nu se��ndeplines,te tranzitivitatea. Avem
(b, a) ∈ Rne, (a, c) ∈ Rne, dar (b, c) /∈ Rne, Figura 2.6.5f.

Sa mai ment, ion�am o aplicat, ie a relat, iilor de echivalent,�a frecvent utilizat�a ��n in-
formatic�a. Ne vom referi la relat, ii de tipul: savant, i ce activeaz�a ��n acelas, i domeniu,
clasi�carea operelor literare dup�a genuri (epic, fantastic, polit, ist etc), clasi�carea
persoanelor dup�a locul de trai, activitate etc. Este clar, astfel de relat, ii sunt relat, ii
de echivalent,�a. Deseori este util s�a se construiasc�a clasele de echivalent,�a cores-
punz�atoare. Exist�a un algoritm simplu care rezolv�a aceast�a problem�a - algoritmul
�caut�a�contopes

,
te�.
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a

b c

(a) R1

a

b c

(b) R2

a

b c

(c) R3

a

b c

(d) R4

a

b c

(e) R5

a

b c

(f) Rne

Figura 2.6.5: Relat, ii de echivalent,�a peste A = {a, b, c}

Algoritmul 2.6.1 (Caut�a�contopes
,
te)

0. start

1. Este dat�a relat, ia de echivalent,�a R peste mult, imea A,
card(A) = n.
\∗ Vom construi pentru aceast�a relat, ie clasele de echivalent,�a
M1,M2, . . . ,Mk, care formeaz�a o partit, ie a mult, imii A ∗\.

2. Init, ial, pentru toate elementele xi ∈ A, 1 ≤ i ≤ n, de�nim
mult, imea Mi = {xi} s, i PARTIT, IE={M1,M2, . . . ,Mn}.

3. Pentru toate elementele (x, y) ∈ R, x ̸= y:
\∗ Pentru x = y partit, ia nu se va modi�ca ∗\.

3.1. C�aut�am mult, imile Mi ∋ x s, i Mj ∋ y.

3.2. Dac�a Mi ̸= Mj, contopim Mi cu Mj, �e Mi := Mi ∪Mj.
Elimin�am Mj din PARTIT, IE.
\∗ Pentru Mi = Mj partit, ia nu se va modi�ca ∗\.

4. Return�am PARTIT, IE.

5. stop
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Exemplul 2.6.5.

Fie dat�a o mult, ime de persoane A = {a, b, c, d, e, f, g, h} caracterizate prin
relat, ia �x este cons�atean cu y�.

R = {(a, a), (a, d), (a, e), (b, b), (b, g), (c, c), (c, f), (d, d), (d, a),
(d, e), (e, e), (e, a), (e, d), (f, f), (f, c), (g, g), (g, b), (h, h)}.

Aplic�and algoritmul Caut�a�contopes
,
te s�a se construiasc�a partit, ia acestei mult, imi,

care, de fapt, va aduna ��n aceeas, i submult, ine tot, i cons�atenii din A.
Rezultatele algoritmului este comod s�a �e prezentate sub forma unui tabel

(Tabelul 2.6.1), ignor�and relat, iile (x, x).

Relat, ia Partit, ia curent�a

{a}, {b}, {c}, {d}, {e}, {f}, {g}, {h}
(a, d) {a, d}, {b}, {c}, {e}, {f}, {g}, {h}
(a, e) {a, d, e}, {b}, {c}, {f}, {g}, {h}
(b, g) {a, d, e}, {b, g}, {c}, {f}, {h}
(c, f) {a, d, e}, {b, g}, {c, f}, {h}
(d, a) {a, d, e}, {b, g}, {c, f}, {h}
(d, e) {a, d, e}, {b, g}, {c, f}, {h}
(e, a) {a, d, e}, {b, g}, {c, f}, {h}
(e, d) {a, d, e}, {b, g}, {c, f}, {h}
(g, b) {a, d, e}, {b, g}, {c, f}, {h}
(f, c) {a, d, e}, {b, g}, {c, f}, {h}
(g, b) {a, d, e}, {b, g}, {c, f}, {h}

Tabela 2.6.1: Algoritmul Caut�a�contopes
,
te

2.7 Relat
,
ii de ordine part

,
ial�a

Zilnic suntem impus, i s�a compar�am, s�a ordon�am ceva (pret,uri, temperaturi, v�arste).
Un num�ar poate � mai mare, altul mai mic, un obiect poate � mai greu, altul mai
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us,or, unul poate � ros,u, altul verde, o persoan�a poate � mai ��n v�arst�a, alta mai
t�an�ar�a etc. Aceste relat, ii ��ntre obicte se numesc relat, ii de ordine.

Intuitiv, relat, iile de ordine permit ordonarea elementelor mult, imii. Not, iunile
de�nite mai sus ne permit s�a formul�am precis astfel de relat, ii.

De�nit
,
ia 2.7.1.

Relat, ia binar�a R ⊆ A × A se numes,te relat
,
ie de ordine part

,
ial�a, dac�a este

re�exiv�a, tranzitiv�a s, i antisimetric�a.
Mult, imea A ��n acest caz se numes,te mult

,
ime part

,
ial ordonat�a.

Cuv�antul ½part, ial� apare ��n de�nit, ia de mai sus deoarece nu neap�arat toate pe-
rechile (x, y) din A×A apart, in relat, iei. �In caz dac�a (x, y) /∈ R, elementele x, y se
numesc incomparabile. De exemplu, pentru relat, ia �X este submult, ime pentru Y �
din Exemplul 2.7.3 , elementele ({a}, {b}) s, i ({a, b}, {a, c}) apart, in mult, imii 2A×2A,
dar nu apart, in relat, iei. La fel, (2, 4), (5, 7) nu apart, in relat, iei Rp din Exemplul 2.3.2
(receta ½Pl�acint�a moldoveneasc�a�).

Schematic putem scrie:

ordine part, ial�a = re�exivitate + antisimetrie + tranzitivitate

Exemplul 2.7.1.

Exemplul standard de relat, ie part, ial ordonat�a este relat, ia �x ≤ y� de�nt�a pe
mult, imea numerelor reale R. Aceast�a relat, ie este:
� re�exiv�a, x ≤ x,
� antisimetric�a, deoarece din x ≤ y s, i y ≤ x rezult�a x = y,
� tranzitiv�a, deoarece, dac�a x ≤ y s, i y ≤ z, atunci x ≤ z, pentru orice x, y, z ∈ R.

T, in�and cont de propriet�at, ile speci�ce relat, iei de ordine part, ial�a putem simpli�ca
graful relat, iilor elimin�and arcele redundante.

� Deoarece relat, ia R este re�exiv�a, pentru toate elementele x ∈ A vom omite
buclele (x, x). Ele oric�and pot � restabilite.

� Deoarece R este tranzitiv�a, pentru toate relat, iile (x, y), (y, z), (x, z) ∈ R, arcul
(x, z) pote � eliminat; el poate � restabilit oric�and.
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a b c d

(a) Relat, ia de ordine part, ial�a
Re.

a b c d

(b) Graful relat, iei Re f�ar�a bucle.

a b

c

d

(c) Graful redus al relat, iei
Re.

dc

b

a

(d) Diagrama Hasse
pentru relat, ia Re.

Figura 2.7.6: Reprezent�ari gra�ce pentru relat, ia de ordine part, ial�a.

Exemplul 2.7.2.

Fie A = {(a, b, c), Re ⊆ A × A, Re = {(a,a), (b,b), (c,c), (d,d),(a,b), (a,c),
(a,d), (b,c), (b,d)}. Us,or se veri�c�a c�a Re este o relat, ie de ordine part, ial�a.
�In Figura 14)2a prezent�am graful relat, iei Re, ��n Figura 2.7.6b - graful Re f�ar�a
bucle, iar ��n Figura 2.7.6c - graful redus al relat, iei Re.

Exemplul 2.7.3.

Fie dat�a mult, imea A = {a, b, c}. S�a de�nim relat, ia R ⊆ 2A×2A, R = {(X, Y )
| X ⊆ Y }. Aceast�a relat, ie este:
� re�exiv�a, orice subult, ime este submult, ime pentru ea ��nses, i,
� antisimetric�a, deoarece, dac�a X ⊆ Y s, i Y ⊆ X rezult�a X = Y ,
� tranzitiv�a, deoarece, dac�a X ⊆ Y s, i Y ⊆ Z, atunci X ⊆ Z, pentru orice
X, Y, Z ∈ 2A.

Graful redus al relat, iei este prezentat ��n Figura 2.7.7.
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Exemplul 2.7.4.

Fie dat�a mult, imea A = {a, b, c}. S�a de�nim relat, ia R ⊆ 2A×2A, R = {(X, Y )
| card(X)≤ card(Y )}.

Aceast�a relat, ie este:
� evident re�exiv�a,
� tranzitiv�a, deoarece, dac�a card(X)≤ card(Y ) s, i
card(Y )≤ card(Z), atunci card(X)≤ card(Z),
� nu este antisimetric�a; de exemplu, pentru X = {a, b}, Y = {b, c}, (X, Y ) ∈ R,
(Y,X) ∈ R, dar X ̸= Y .
Astfel, relat, ia R nu este o relat, ie de ordine part, ial�a.

{a, b, c}

{a, c}

∅

{b}

{a, b} {a} {c} {b, c}

Figura 2.7.7: Relat, ia de ordine part, ial�a
�X este submult, ime pentru Y �.

Pentru relat, iile de ordine part, ial�a sunt importante urm�atoarele not, iuni:

De�nit
,
ia 2.7.2.

Fie R ⊆ A× A relat, ie de ordine part, ial�a. Elementul x ∈ A se numes,te:
� element maximal, dac�a pentru tot, i y ∈ A (y, x) ∈ R sau y este incompatibil cu
x;
� element minimal, dac�a pentru tot, i y ∈ A (x, y) ∈ R sau y este incompatibil
cu x;
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� cel mai mare element, dac�a pentru tot, i y ∈ A (y, x) ∈ R;
� cel mai mic element, dac�a pentru tot, i y ∈ A (x, y) ∈ R;

Pentru relat, ia ½X este submult, ime pentru Y �, Exemplul 2.7.3, {a, b,c} este unicul
element maximal s, i cel mai mare element, iar ∅ este unicul element minimal s, i cel
mai mic element.

Pentru Exemplul 2.3.2 avem 4 elemente minimale {1,2,3,9} (cel mai mic element
nu exist�a) s, i un singur element maximal {10} care este s, i cel mai mare element.
Aceasta se determin�a simplu consult�and diagrama Hasse din Figura 2.8.9.

2.8 Diagrame Hasse

Reprezentarea relat, iilor de ordine part, ial�a prin grafuri reduse este comod�a, intuitiv
clar�a. Faptul c�a graful redus nu cont, ine bucle s, i cicluri permite de a reprezenta aceste
relat, ii prin diagrame speciale numite Diagrame Hasse. Diagrama Hasse se obt, ine din
graful redus ��n modul urm�ator:

� se rearanjaz�a ndurile grafului astfel ca orientarea tuturor arcelor s�a �e de jos ��n
sus; aceasta este posibil ��ntotdeauna, deoarece graful redus nu cont, ine cicluri

� se substituie toate arcele din graf prin laturi simple (drepte sau curbe),
Aducem o de�nit, ie formal�a pentru aceste diagrame.

De�nit
,
ia 2.8.1.

Vom spune c�a elementul y acoper�a elementul x, dac�a (x, y) ∈ R s, i nu exist�a
z pentru care (x, z) ∈ R s, i (z, y) ∈ R.

De�nit
,
ia 2.8.2.

Diagrama Hasse pentru o relat, ie de ordine part, ial�a R ∈ A×A, (A � mult, ime
�nit�a) prezint�a elementele din A desenate planar, elementul y �ind desenat mai
jos dec�at x s, i conectat cu x printr-o latur�a (dreapt�a sau curb�a), dac�a s, i numai
dac�a y acoper�a x.

De exemplu, pentru relat, ia Re din Exemplul 2.7.2 diagrama Hasse este prezentat�a
��n Figura 14)2b.

�In Figura 2.8.8 prezent�am diagrama Hasse pentru relat, ia �X este submult, ime
pentru Y �.
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∅

{a} {b} {c}

{a, b} {a, c} {b, c}

{a, b, c}

Figura 2.8.8: Diagrama Hasse pentru relat, ia
�X este submult, ime pentru Y �.

Dup�a cum am v�azut ��n Exemplul 2.3.2, relat, ia Rp este o relat, ie de ordine part, ial�a.
�In Figura 2.8.9 prezent�am graful redus s, i diagrama Hasse pentru aceast�a relat, ie.

2.9 Relat
,
ii de ordine total�a

Dup�a cum am v�azut, relat, ia de ordine part, ial�a R nu neap�arat este de�nit�a pentru
toate perechile (x, y) ∈ A×A, adic�a pot exista s, i elemente incomparabile. Dac�a toate
elementele unei relat, ii part, ial ordonate sunt comparabile, atunci aceast�a relat, ie este
o relat, ie de ordine total�a.

De�nit
,
ia 2.9.1.

Relat, ia de ordine part, ial�a R ⊆ A×A se numes,te relat,ie de ordine total�a sau
relat

,
ie de ordine liniar�a, dac�a pentru toate elementele (x, y) din R se ��ndeplines,te

exact una din condit, iile:
1) (x, y) ∈ R, sau
2) (y, x) ∈ R, sau
3) x = y.

Aceast�a regul�a se mai numes,te principiul trihotomiei.
Mult, imea A ��n acest caz se numes,te mult

,
ime total ordonat�a.

Schematic putem scrie:

ordine total�a = ordine part, ial�a + trihotomie
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5

89

10

7 6

4

1

2 3

(a) Graful redus.

1 2 3 9

4 5 6

7

8

10

(b) Diagrama Hasse.

Figura 2.8.9: Reprezent�ari gra�ce pentru receta
�Pl�acinte moldovenes,ti�.

Exemple tradit, ionale de relat, ii de ordine total�a sunt relat, iilele ≤,≥ de�nite pe
mult, imea numerelor naturale, ordinea intr�arilor ��ntr-un dict, ionar (ordinea lexicogra-
�c�a).

Exemplul 2.9.1.

S�a consider�am relat, ia Rmn � m este multiplu al lui n � peste mult, imea N,
m = kn, k ∈ N. Aceast�a relat, ie este o relat, ie de ordine part, ial�a. �Intr-adev�ar, ea
este:
� re�exiv�a; (m,m) ∈ Rmn, deoarece m = 1 ·m;
� antisimetric�a, deoarece, din (m,n), (n,m) ∈ Rmn rezult�a c�a m = kn, n =
lm, (k, l ∈ N), m = klm, k = l = 1 s, i m = n.
� tranzitiv�a, deoarece, dac�a (m,n), (n, q) ∈ Rmn, obt, inem m = kn, n = lq,
(k, l ∈ N), m = klq, kl ∈ N, rezult�a c�a (m, q) ∈ Rmn.

Rmn nu este o relat, ie de ordine total�a, deoarece, de exemplu, (2,3), (7,5)
/∈ Rmn.

Dac�a vom considera relat, ia Rmn peste mult, imea A = {1,2,4, 8}, Rmn =
{(1,1), (2,1),(4,1),(8,1),(2,2),(4,2),(8,2),(4,4), (8,4), (8,8)}, putem us,or veri�ca
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c�a ��n acest caz Rmn este o relat, ie de ordine total�a.
Se veri�c�a us,or c�a relat, ia asem�an�atoare

R2mn = {(2m, 2n) | 2m este multiplu al lui 2n, m,n ∈ N}
este relat, ie de ordine total�a peste N.

2.10 Ordinea lexicogra�c�a

O aplicat, ie important�a a relat, iilor de ordine este ordinea lexicogra�c�a (ordinea al-
fabetic�a, ordinea dict, ionarului). Este dat un alfabet arbitrar (rom�an, latin, binar,
mult, imea cifrelor zecimale, codi�carea ASCII etc) s, i este de�nit�a o relat, ie de ordine
total�a peste elementele acestui alfabet. S�a notam aceast�a relat, ie prin R≺ s, i vom
spune c�a elementul (litera, simbolul) ai precede elemenul aj, adic�a ai ��ntotdeauna se
va situa mai la st�anga (��n dict, ionar mai sus) de aj. Vom nota aceasta prin ai ≺ aj
sau (ai, aj) ∈ R≺.

Pentru alfabetul limbii rom�ane, de exemplu, a ≺ �a≺ �a≺ b ≺ c . . ..
�In mod obis,nuit, prin concatenare, din simboluri se alc�atuiesc cuvinte (s, iruri).

De exemplu, x = a1a2 . . . am, y = b1, b2, . . . , bn. S�a extindem relat, ia R≺ asupra
cuvintelor av�and grij�a s�a r�am�an�a o rlat, ie de ordine total�a. Adic�a, oricare n-ar �
s, irurile x, y ��ntotdeauna se ��ndeplines,te exact una din condit, iile:
1) x ≺ y, 2) y ≺ x sau 3) x = y (principiul trihotomiei).

Ideea compar�arii este simpl�a: compar�am cuvintele simbol cu simbol p�an�a la prima
necoincident,�a, ai ̸= bi. Dac�a ai ≺ bi, atunci x ≺ y, ��n caz contrar, y ≺ x. Dac�a tot, i
ai = bi, atunci x = y. Dar cum proced�am ��n cazul c�and primul cuv�ant este pre�x
pentru al doilea cuv�ant, adic�a se compar�a cuvintele x s, i xy? ��n acest caz se consider�a
x ≺ xy. Explicat, ia este urm�atoarea. Cuv�antul mai scurt se completeaz�a p�an�a la
lungimea cuv�antului mai lung cu un simbol special, �e simbolul vid, de obicei notat
prin ½ε�, �e cu spat, ii notate prin ½ �. Prin de�nit, ie acest simbol se consider�a ½mai
mic� dec�at orice alt simbol din alfabet, adic�a, ε ≺ a,  ≺ a pentru orice a ∈ A. Astfel,
la comparare putem considera ambele cuvinte de aceeas, i lungime.

De�nit
,
ia 2.10.1.

Fie x, y cuvinte arbitrare peste alfabetul A, x = a1a2 . . . am, y = b1, b2, . . . , bm,
m > 1.

1. x = y, dac�a ai = bi, 1 ≤ i ≤ m, sau

2. x ≺ y, dac�a exist�a i, 1 ≤ i ≤ m − 1, pentru care ai = bi, iar ai+1 ≺ bi+1,
sau
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3. y ≺ x ��n caz contrar.

S�a observ�am c�a pentru m = 1 ordinea cuvintelor coincide cu ordinea impus�a
alfabetului.

Exemplul 2.10.1.

Urm�atoarele cuvinte au fost extrase din DEXonline ��n ordinea ��n care ur-
meaz�a: par≺ para≺ paralel≺ paralelogram≺ par�a≺ parc≺ parcare≺ parcat≺
parfum≺ p�ar≺ p�ar�ator

Cuv�antul par precede toate cuvintele pentru care este pre�x, paralel≺parc,
deoarece prima necoincident,�a este a ̸=c s, i a≺c. Din aceleas, i considerente par-

fum≺p�ar�ator, dar s, i mare≺mic.

Exemplul 2.10.2.

Uneori s-ar putea confunda ordinea lexicogra�c�a cu ordinea numeric�a. �In
mod obis,nuit 23<2245. Dac�a, ��ns�a, oper�am cu s, iruri de cifre cu relat, ia 0≺1 ≺ 2
≺ . . . ≺9, atunci 2245≺ 23.

Ordinea lexicogra�c�a se ��nt�alnes,te la enumerarea capitolelor, subcapitolelor, �gu-
rilor, tabelelor��ntr-o publicat, ie. De exemplu, 1, 1.1, 1.1.1, 1.1.2, 1.2, 2.10.2 (exemplul
de mai sus).

�In informatic�a ordinea lexicogra�c�a se aplic�a frecvent la generarea tuturor per-
mut�arilor posibile, la parcurgerea arborilor, grafurilor, la codi�care/decodi�care, op-
timizare discret�a, luarea deciziilor.

S�a formul�am mai jos c�ateva probleme care apar la elaborarea aplicat, iilor bazate
pe ordonarea lexicogra�c�a:

1. Av�and o mult, ime arbitrar�a de cuvinte (s, iruri) s�a se ordoneze ��n ordine lexico-
gra�c�a (problema sort�arii).

2. �Intr-o mult, ime ordonat�a lexicogra�c s�a se caute un element cu anumite pro-
priet�at, i (problema c�aut�arii).

3. Elaborarea modurilor de reprezentare a mult, imilor lexicogra�c ordonate.

2.11 Sortare topologic�a

Dup�a cum am v�azut, toate elementele unei mult, imi total ordonate pot � aranjate
��ntr-o ordine strict�a, �ecare element av�and o pozit, ie bine determinat�a. Se poate face
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acelas, i lucru cu o mult, ime part, ial ordonat�a? Invoc�and anumite restrict, ii, aceasta este
posibil. Ideea sort�arii este urm�atoarea. Se aranjeaz�a toate elementele mult, imii astfel
ca ��ntre oricare dou�a elemente comparabile s�a se ment, in�a relat, ia de ordine part, ial�a.
�Intre elementele incomparabile vom considera c�a exist�a o relat, ie �ctiv�a, doar pentru
a completa relat, ia de ordine total�a. Desigur, astfel de ordon�ari pot exista mai multe.
S�a de�nim fomal aceste construct, ii.

De�nit
,
ia 2.11.1.

Relat, ia R1 este compatibil�a cu relat, ia R2, dac�a pentru orice (x, y) ∈ R1 avem
s, i (x, y) ∈ R2.

De�nit
,
ia 2.11.2.

Relat, ia de ordine total�a R1 se numes,te sortare topologic�a, pentrua relat, ia de
ordine part, ial�a R2, dac�a R1 este compatibil�a cu R2.

Pentru orice relat, ie de ordine part, ial�a se poate construi o relat, ie de ordine total�a
echivalent�a, adic�a orice mult, ime part, ial ordonat�a poate � sortat�a topologic. Algorit-
mul de sortare topologic�a se bazeaz�a pe propriet�at, ile:

1. Orice relat, ie nevid�a de ordine part, ial�a are cel put, in un element minimal.

2. Orice submult, ime a unei mult, imi part, ial ordonate este part, ial ordonat�a.
Sortarea topologic�a este frecvent utilizat�a la sortarea (linearizarea) grafurilor

orientate at, iclice.

2.12 Funct
,
ii

S�a de�nim ��n continuare cu ajutorul rela�tiilor binare o no�tiune fundamental�a a ma-
tematicii s, i informaticii - not, iunea de funct,ie. Fie X, Y dou�a mul�timi. Relat, ia binar�a
f ⊆ X × Y se numes,te funct

,
ie (rela�tie func�tional�a , aplicat

,
ie), dac�a se ��ndeplinesc

condit, iile:

(1) Pentru orice x ∈ X exist�a y ∈ Y s, i (x, y) ∈ f (existent,a)

(2) Dac�a (x, y1), (x, y2) ∈ f atunci y1 = y2 (unicitatea)
Mult, imea X se numes,te domeniu de de�nit

,
ie, iar mult, imea Y � domeniu de

valori sau codomeniu. De obicei, funct, ia se noteaz�a prin f : X → Y , iar faptul c�a
(x, y) ∈ f se va nota prin y = f(x). Funct, ia f : X1×X2× . . .×XN → Y se numes,te
funct

,
ie n-ar�a. Funct, ia poate � de�nit�a s, i reprezentat�a ca s, i relat, ia. Mai mult ca
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at�at, funct, ia poate � reprezentat�a s, i prin gra�cul ei. Se numes,te gra�c al funct
,
iei f

mult, imea Γ = {(x, f(x))|x ∈ X}.
Funct, iile astefel de�nite se mai numesc funct

,
ii totale sau funct

,
ii total de�nite.

�In informatic�a un interes deosebit prezint�a funct, iile pentru care condit, iile (1), (2)
sunt modi�cate. Astfel, dac�a nu se ��ndeplines,te condit, ia (1), adic�a nu pentru tot, i
x ∈ X exist�a (x, y) ∈ f , atunci funct, ia se numes,te part

,
ial de�nit�a.

Dac�a nu se ��ndeplines,te condit, ia (2), adic�a pentru careva x ∈ X exist�a y1, y2, . . . ,
yn ∈ Y, n ≥ 2, pentru care (x, y1), (x, y2), . . . , (x, yn) ∈ f , adic�a f(x) = {y1, y2, . . . ,
yn}), funct, ia se numes,te funct

,
ie multivaluat�a sau funct

,
ie nedeterminist�a. �In acest

caz vom considera c�a se extinde codomeniul funct, iei. Astfel, f : X → 2Y . Trebuie
s�a ment, ion�am c�a not, iunea de nedeterminism este o not, iune foarte des ��nt�alnit�a ��n
teoria limbajelor formale s, i a automatelor.

Deseori unele aplicat, ii funct, ioneaz�a doar pentru funct, ii total de�nite. �In acest
caz putem��n mod arti�cial s�a extindem funct, ia part, ial�a (determinist�a sau nedetermi-
nist�a) transform�and-o ��n funct, ie total�a. De exemplu, �e ϕ un simbol ce nu apart, ine
mult, imii Y . Funct, ia f extins�a se de�nes,te ��n modul urm�ator:

f(x) =

{
{y1, y2, . . . , yn}, dac�a f(x) = {y1, y2, . . . , yn}
ϕ, dac�a f(x) nu este de�nit�a

Funct, ia total de�nit�a f se numes,te:
- injectiv�a , dac�a pentru orice x1 ̸= x2, x1, x2 ∈ X, f(x1) ̸= f(x2);
- surjectiv�a, dac�a pentru orice y ∈ Y exist�a cel put, in un x ∈ X astfel ��nc�at
f(x) = y.
- bijectiv�a, biunivoc�a , dac�a ea este s, i injectiv�a, s, i surjectiv�a.
Toate aceste not, iuni pot � ilustrate gra�c cu ajutorul diagramelor, Figura 2.12.11
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(a) total�a injectiv�a,
dar nu surjectiv�a

x1

x2

x3

x4

x5

X

y1
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y4

Y

(b) total�a surjectiva,
dar nu injectiv�a

x1

x2

x3

x4

x5

X
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(c) total�a bijectiv�a

x1

x2

x3

x4

x5

X

y1

y2

y3

y4

y5

Y

(d) part, ial�a s, i
nedeterminist�a

Figura 2.12.10: Reprezentarea schematic�a a funct, iilor (relat, iilor funct, ionale)

S�a de�nim ��n continuare cu ajutorul rela�tiilor binare o no�tiune fundamental�a a
matematicii s, i informaticii - not, iunea de funct

,
ie. Fie X, Y dou�a mul�timi. Relat, ia

binar�a f ⊆ X × Y se numes,te funct
,
ie (rela�tie func�tional�a , aplicat

,
ie), dac�a se

��ndeplinesc condit, iile:

(1) Pentru orice x ∈ X exist�a y ∈ Y s, i (x, y) ∈ f (existent,a)

(2) Dac�a (x, y1), (x, y2) ∈ f atunci y1 = y2 (unicitatea)

Mult, imea X se numes,te domeniu de de�nit
,
ie, iar mult, imea Y � domeniu de

valori sau codomeniu. De obicei, funct, ia se noteaz�a prin f : X → Y , iar faptul c�a
(x, y) ∈ f se va nota prin y = f(x). Funct, ia f : X1×X2× . . .×XN → Y se numes,te
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funct
,
ie n-ar�a. Funct, ia poate � de�nit�a s, i reprezentat�a ca s, i relat, ia. Mai mult ca

at�at, funct, ia poate � reprezentat�a s, i prin gra�cul ei. Se numes,te gra�c al funct
,
iei f

mult, imea Γ = {(x, f(x))|x ∈ X}.
Funct, iile astefel de�nite se mai numesc funct

,
ii totale sau funct

,
ii total de�nite.

�In informatic�a un interes deosebit prezint�a funct, iile pentru care condit, iile (1), (2)
sunt modi�cate. Astfel, dac�a nu se ��ndeplines,te condit, ia (1), adic�a nu pentru tot, i
x ∈ X exist�a (x, y) ∈ f , atunci funct, ia se numes,te part

,
ial de�nit�a.

Dac�a nu se ��ndeplines,te condit, ia (2), adic�a pentru careva x ∈ X exist�a y1, y2, . . . ,
yn ∈ Y, n ≥ 2, pentru care (x, y1), (x, y2), . . . , (x, yn) ∈ f , adic�a f(x) = {y1, y2, . . . ,
yn}), funct, ia se numes,te funct

,
ie multivaluat�a sau funct

,
ie nedeterminist�a. �In acest

caz vom considera c�a se extinde codomeniul funct, iei. Astfel, f : X → 2Y . Trebuie
s�a ment, ion�am c�a not, iunea de nedeterminism este o not, iune foarte des ��nt�alnit�a ��n
teoria limbajelor formale s, i a automatelor.

Deseori unele aplicat, ii funct, ioneaz�a doar pentru funct, ii total de�nite. �In acest
caz putem��n mod arti�cial s�a extindem funct, ia part, ial�a (determinist�a sau nedetermi-
nist�a) transform�and-o ��n funct, ie total�a. De exemplu, �e ϕ un simbol ce nu apart, ine
mult, imii Y . Funct, ia f extins�a se de�nes,te ��n modul urm�ator:

f(x) =

{
{y1, y2, . . . , yn}, dac�a f(x) = {y1, y2, . . . , yn}
ϕ, dac�a f(x) nu este de�nit�a

Funct, ia total de�nit�a f se numes,te:
- injectiv�a , dac�a pentru orice x1 ̸= x2, x1, x2 ∈ X, f(x1) ̸= f(x2);
- surjectiv�a, dac�a pentru orice y ∈ Y exist�a cel put, in un x ∈ X astfel ��nc�at
f(x) = y.
- bijectiv�a, biunivoc�a , dac�a ea este s, i injectiv�a, s, i surjectiv�a.

Toate aceste not, iuni pot � ilustrate gra�c cu ajutorul diagramelor, Figura 2.12.11

2.13 Exercit
,
ii s

,
i probleme

1) S�a se demonstreze c�a (R1R2)
−1 = R−1

2 R−1
1 .

2) S�a se construiasc�a toate variantele posibile de funct, ii total de�nite cu domeniul
A = {1, 2, 3} s, i codomeniul B = {a, b}.
Dac�a card(A) = n, card(B) = m, c�ate variante de funct, ii total de�nite sunt
posibile pentru a) n > m, b) n = m, c) n < m.
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x1

x2

x3

x4

X

y1

y2

y3

y4

y5

Y

(a) total�a injectiv�a,
dar nu surjectiv�a

x1

x2

x3

x4

x5

X

y1

y2

y3

y4

Y

(b) total�a surjectiva,
dar nu injectiv�a

x1

x2

x3

x4

x5

X

y1

y2

y3

y4

y5

Y

(c) total�a bijectiv�a

x1

x2

x3

x4

x5

X

y1

y2

y3

y4

y5

Y

(d) part, ial�a s, i
nedeterminist�a

Figura 2.12.11: Reprezentarea schematic�a a funct, iilor (relat, iilor funct, ionale)

3) Fie A = {x1, x2, x3, x4} - domeniu, B = {1, 2, 3} - codomeniu. S�a se determine
care dintre funct, iile de mai jos sunt total de�nite:
(a) f1 = {(x1, 1), (x2, 2), (x2, 3), (x3, 3)};
(b) f2 = {(x1, 1), (x2, 2), (x2, 3), (x3, 3), (x4, 1)};
(c) f3 = {(x1, 3), (x2, 2), (x3, 1), (x4, 2)};
(d) f4 = {(x1, 1), (x2, 2), (x3, 1), (x1, 3), (x4, 2)};

4) Fie A = {1, 2, b, 3}, B = {a, b, c, d}, C = {2, 4, b}.
R1 ⊆ A×B, R1 = {(1, a), (2, c), (b, d), (3, b)},
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R2 ⊆ B × C, R2 = {(a, 4), (b, 2), (c, b), (d, 4)}.
S�a se construiasc�a compozit, ia R1◦R2.

5) Fie A = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 0}. S�a se construiasc�a relat, ia
R = {(x, y)|(x− y) este divizibil prin 3} s, i s�a se demostreze c�a R este o relat, ie
de echivalent,�a.

6) Fie A ⊆ Z× N. Relaia binar�a R ⊆ A se de�nes,te ca
R = {(x, y)|x = (x1, y1), y = (x2, y2), x1y2 = y1x2}.
De exemplu, (1, 3), (3, 9), (6, 18) ∈ R.
S�a se demonstreze c�a R este relat, ie de echivalent,�a. Care sunt clasele de
echivalent,�a?

7) S�a se demonstreze c�a dac�a R este relat, ie de echivalent,�a, atunci s, i R−1 tot va �
relat, ie de echivalent,�a.

8) Fie A = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}. S�a se construiasc�a relat, ia
R = {(x, y) |x = 3q1+r1, y = 3q1+r2, 0 ≤ r1, r2 < 3}.
Care sunt clasele de echivalent,�a?

9) Fie R = {(x, y)|x+ y − par, x, y ∈ N}
a) s�a se demonstreze c�a R este relat, ie de echivalent,�a;

b) s�a se construiasc�a clasele de echivalent,�a.

10).

Sunt date relat, iile:
a) R = {((a, b), (c, d)) | a, b, c, d ∈ N, a+ d = b+ c}
b) R = {((a, b), (c, d)) | a, b, c, d ∈ N, ad = bc}
S�a se demonstreze c�a aceste relat, ii sunt relat, ii de echivalent,�a.

11).
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De�nit
,
ia 2.13.1.

Relat, ia Rc se numes,te relat
,
ie circular�a, dac�a din

(a, b), (b, c) ∈ R ��ntotdeauna rezult�a c�a (c, a) ∈ R.

S�a se demonstreze

Teorema 2.13.1.

Dac�a relat, ia circular�aRc este re�exiv�a, atunciRc este o relat, ie de echivalent,�a.

12).

Este dat�a relat, ia R = {(x+ 2, 2x+ 1) | x ∈ N, 1 ≤ x ≤ 6}.
S�a se calculeze domeniul s, i codomeniul relat, iei R.

13).

Este dat�a relat, ia R = {(x, y) | 3x-2y=3, 2 ≤ x, y ≤ 8}.
S�a se calculeze domeniul s, i codomeniul relat, iei R.

14). Sunt date mult, imile A ={6, 11, 14, 15, 24} s, i B ={2, 3, 5, 6, 7}. Relat, ia R ⊆
A×B se de�nes,te ��n modul urm�ator:

R = {(x, y) |x este multiplu al lui y}
S�a se construiasc�a relat, ia R, s�a se demonstreze c�a R este relat, ie de ordine
part, ial�a, s�a se deseneze graful redus s, i diagrama Hasse pentru aceast�a relat, ie.

15). S�a se demonstreze c�a relat, ia

R = {(x, y) |x este multiplu al lui y}, R ∈ Z× Z

nu este o relat, ie de ordine part, ial�a.

16). Sunt date relat, iile R1, R2, R3 ⊆ Z× Z, R4 ⊆ N× N:
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� R1={(0, 0), (1, 1), (1,−1), (4, 2), (4,−2), (9, 3), (9,−3), . . .}
� R2={(1, 4), (2, 3), (3, 2), (4, 1), (5, 0), (6,−1), (7,−2)}
� R3={(0, 0), (1, 1), (−1, 1), (2, 2), (−2, 2), (3, 3), (−3, 3), . . .}
� R4={(2, 1), (3, 2), (1, 2), (4, 3), (2, 3), (5, 4), (3, 4), (6, 5), . . .}

S�a se de�neasc�a aceste relat, ii prin propriet�at, i caracteristice.

17). Este dat�a relat, ia R={(x, y) | (x+ 3y) este multiplu al lui 4}, R ⊆ N× N.
S�a se demonstreze c�a R este relat, ie de echivalent,�a.

18). Sunt date relat, iile:

� R1={(x, y) | x = y}, R1 ⊆ Z× Z.

� R2={(x, y) | |x| = |y|}, R2 ⊆ Z× Z.

� R3={(x, y) | x ̸= y}, R3 ⊆ Z× Z.

� R4={(x, y) | xy ≥ 0 sau xy < 0}, R4 ⊆ Z× Z.

� R5={(x, y) | xy ≥ 1}, R5 ⊆ Z× Z.

� R6={(x+ 1, x), (x− 1, x)}, R6 ⊆ N× N.

S�a se caracterizeze (re�exiv�a, simetric�a, antisimetric�a, tranzitiv�a) aceste relat, ii.

19). S�a consider�am relat, ia de divizibilitate pentru numerele naturale pe mult, imea
A = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12}. Num�arul n se��mparte f�ar�a rest la num�arul
m (n este divizibil prin m, n este multiplu al lui m), dac�a exist�a k ∈ N s, i
n = km. Fie R ⊆ A× A, R = {(n,m) | n este divizibil prin m}.
S�a se ar�ate c�a R este relat, ie de ordine part, ial�a s, i s�a se deseneze graful redus al
acestei relat, ii.

20). Fie A = {a, b, c, d}. S�a de�nim relat, ia R ⊆ 2A × 2A, R = {(X, Y ) | X ⊆ Y ,
card(X) � impar, card(Y ) � impar}.

S�a se ar�ate c�a R este relat, ie de ordine part, ial�a s, i s�a se deseneze graful acestei
relat, ii.
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2.14 Solutii

1) (i) (R1R2)
−1 ⊆ R−1

2 R−1
1 .

Fie (x, y) ∈ (R1R2)
−1. Conform de�nit, iei (y, x) ∈ R1R2 s, i exist�a z pentru

care (y, z) ∈ R1, (z, x) ∈ R2. Rezult�a c�a (x, z) ∈ R−1
2 , (z, y) ∈ R−1

1 . Prin
urmare, (x, y) ∈ R−1

2 R−1
1 .

(ii) R−1
2 R−1

1 ⊆ (R1R2)
−1.

Fie (x, y) ∈ R−1
2 R−1

1 . Exist�a z pentru care (x, z) ∈ R−1
2 , (z, y) ∈ R−1

1 .
Rezult�a c�a (z, x) ∈ R2, (y, z) ∈ R1 sau (y, x) ∈ R1R2.
Astfel, (x, y) ∈ (R1R2)

−1.

2) Pentru argumentul 1 se pot alege 2 valori, a s, i b. Pentru agumentul 2 se pot
alege c�ate 2 valori pentru �ecare valoare a argumentului 1, iar pentru argumen-
tul 3 pot � selectate c�ate 2 valori pentru �ecare valoare a argumentelor 1 s, i 2.
�In total vom obt, ine 23 = 8 variante de funt, ii total de�nite. Solut, ia problemei
este reprezentat�a ��n Tabela 2)1.

f1 f2 f3 f4 f5 f6 f7 f8
1 a a a a b b b b
2 a a b b a a b b
3 a b a b a b a b

Tabela 2)1: Reprezentarea
tabelar�a a funct, iilor

�In caz general, dac�a |A| = n, iar |B| = m, pot � construite mn funct, ii total
de�nite pentru n ≤ m. Dac�a n > m, atunci funct, ii total de�nite cu domeniul
A s, i codomeniul B nu exist�a. �In acest caz pot � construite doar funct, ii part, ial
de�nite s, i/sau nedeterministe.

3) Fie A = {x1, x2, x3, x4} - domeniu, B = {1, 2, 3} - codomeniu. S�a se determine
care dintre funct, iile de mai jos sunt total de�nite:
(a) f1 = {(x1, 1), (x2, 2), (x2, 3), (x3, 3)};
(b) f2 = {(x1, 1), (x2, 2), (x2, 3), (x3, 3), (x4, 1)};
(c) f3 = {(x1, 3), (x2, 2), (x3, 1), (x4, 2)};
(d) f4 = {(x1, 1), (x2, 2), (x3, 1), (x1, 3), (x4, 2)};
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(a) f1 nu este funct, ie total de�nit�a, deoarece nu este de�nit�a f1(x4). f1 este
part, ial de�nit�a.

(b) f2 nu este funct, ie total de�nit�a, deoarece f2(x1) = f2(x4) = 1.
Nu se ��ndeplines,te proprietatea de unicitate.

(c) f3 este funct, ie total de�nit�a.

(d) f4 nu este funct, ie total de�nit�a, deoarece f4(x1) = 1 s, i
f4(x1) = 3. f4 este nedeterminist�a.

4) Solut, ia problemei este reprezentat�a��n Figura 4)1. AnaliticR1◦R2 = {(1, 4), (2, 6), (b, 4), (3, 3)}.

1

2

b

3

A

a

b

c

d

B

R1

2

4

6

C

R2

(a) schema compozit, iei
relat, iilor R1 s, i R2

1

2

b

3

A

2

4

6

C

R1R2

(b) schema relat, iei
R1◦R2

Figura 4)1: Reprezentarea schematic�a a compozit, iei relat, iilor binare

5) Observ�am c�a R ⊆ A× A. S�a demonstr�am c�a R este relat, ie de echivalent,�a.

(a) Re�exivitatea. x− x = 0, 0 este divizibil prin 3.

(b) Simetria. Fie (x, y) ∈ R. Atunci x− y = 3k, iar y− x = 3(−k) - divizibil
prin 3.

(c) Tranzitivitatea. Fie (x, y), (y, z) ∈ R. x − y = 3k, y − z = 3r. x − z =
x− y + y − z= 3k + 3r = 3(k + r). Rezult�a c�a (x, z) ∈ R.
R = {(1, 1), (1, 4), (1, 7), (2, 2), (2, 5), (2, 8), (3, 0), (3, 3), (3, 6), (3, 9),
(4, 1), (4, 4), (4, 7), (5, 2), (5, 8), (6, 0), (6, 3), (6, 6), (6, 9), (7, 1), (7, 4),
(7, 7), (8, 2), (8, 5), (8, 8), (9, 0), (9, 3), (9, 6), (9, 9)}.

6) S�a demonstr�am c�a R este relat, ie de echivalent,�a.
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(a) Re�exivitatea. Fie x = (x1, y1). Deoarece x1y1 = y1x1, rezult�a c�a (x, x) =
((x1, y1), (x1, y1)) ∈ R.

(b) Simetria. Fie (x, y) ∈ R s, i x = (x1, y1), y = (x2, y2), x1y2 = y1x2. Rezult�a
c�a x2y1 = y2x1. Astfel, (y, x) ∈ R.

(c) Tranzitivitatea. Fie (x, y), (y, z) ∈ R, x = (x1, y1), y = (x2, y2), z =
(x3, y3), x1y2 = x2y1, x2y3 = y2x3. �Inmult, ind ultimele dou�a egalit�at, i parte
cu parte, obt, inem: x1y2x2y3 = x2y1y2x3. Dup�a simpli�care: x1y3 = y1x3.
As,adar, (x, z) ∈ R.

Este logic s�a not�am (x1, y1), (x2, y2), . . . prin
x1

y1
,
x2

y2
, . . . Observ�am c�a ori-

care n-ar � perechea
n

m
, n ∈ Z,m ∈ N, perechile

n

m
,
2n

2m
,
−2n

2m
,

3n

3m
,
−3n

3m
, . . . se vor include ��n aceias, i clas�a de echivalent,�a. De exemplu,

1

3
,
−1

3
,
2

6
,
−2

6
,
3

9
,
−3

9
, . . . Este clar, �ecare pereche din

aceast�a clas�a de�nes,te acelas, i num�ar rat, ional s, i invers, orice num�ar rat, ional
n

m
de�nes,te o clas�a de echivalent,�a ��n R.

7) S�a demonstr�am c�a R−1 este relat, ie de echivalent,�a.

(a) Re�exivitatea este evident�a.

(b) Simetria. Fie (a, b), (b, a) ∈ R. Atunci (b, a), (a, b) ∈ R−1.

(c) Tranzitivitatea. Fie (a, b), (b, c), (a, c) ∈ R. Rezult�a c�a
(c, b), (b, a), (c, a) ∈ R−1.

8) Din de�nit, ie (x, y) ∈ R dac�a��mp�art, ite la 3 s, i x, s, i y au acelas, i c�at. De exemplu,
3 s, i 5: 3 = 1 · 3 + 0, 5 = 1 · 3 + 2.
S�a demonstr�am c�a R este relat, ie de echivalent,�a.

(a) Re�exivitatea. Evident, (x, x) ∈ R.

(b) Simetria. Fie (x, y) ∈ R, x = q1 · 3 + r1, y = q1 · 3 + r2, 0 ≤ r1, r2 < 3.
Evident, (y, x) ∈ R.

(c) Tranzitivitatea. Fie (x, y), (y, z) ∈ R, x = q1 · 3 + r1, y = q1 · 3 + r2, z =
q1 · 3 + r3, 0 ≤ r1, r2, r3 < 3. �Imp�art, ite la 3 s, i x, s, i y, s, i z produc acelas, i
c�at - q1. Rezult�a c�a (x, z) ∈ R.

�In dependent,�a de c�atul ��mp�art, irii, clases,e de echivalent,�a se construiesc simplu:
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[0] = {1, 2}, [1] = {3, 4, 5}, [2] = {6, 7, 8}, [3] = {9}.

9).

a)
- Re�exivitatea este evident�a, deoarece x+ x este num�ar par pentru orice x;

- Simetria. Dac�a (x, y) ∈ R, atunci s, i (y, x) ∈ R, deoarece x+ y = y + x.

- Tranzitivitatea. Fie x + y = 2i, s, i y + z = 2j, i, j ∈ N. S�a ar�at�am c�a
x+ z = 2k, k ∈ N.
Deoarece 2i > y, 2j > y (x, z ∈ N), obt, inem x + z = (2i − y) + (2j − y) =
2i+ 2j − 2y = 2k, k ∈ N.
b)
S�a observ�am c�a oricare n-ar � 2 numere impare x, y, (x, y) ∈ R. Astfel,
mult, imea numerelor impare alc�atuiesc o clas�a de echivalent,�a:

K1 = {1, 3, 5, . . .}
Analogic, pentru numerele pare avem a doua clas�a de echivalent,�a.

K2 = {2, 4, 6, . . .}
10).

S�a demonstr�am relat, ia a).
- Re�exivitatea. ((a, b), (a, b)) ∈ R, deoarece a+ b = b+ a.

- Simetria. S�a ne convingem c�a, dac�a ((a, b), (c, d)) ∈ R, adic�a a + d = b + c,
atunci s, i ((c, d), (a, b)) ∈ R. Este adev�arat, deoarece c+ b = d+ a.

- Tranzitivitatea. Fie ((a, b), (c, d)) ∈ R s, i ((c, d), (e, f)) ∈ R. Avem a+d = b+c
s, i c+f = d+e. Adun�and aceste 2 egalit�at, i obt, inem a+d+c+f = b+c+d+e,
deci, a+ f = b+ e. Rezult�a c�a ((a, b), (e, f)) ∈ R.

Relat, ia b) se demonstreaz�a analogic.

11).

Fie relat, ia circular�a Rc relat, ie re�exiv�a. S�a ar�at�am c�a Rc este simetric�a s, i
tranzitiv�a.

- Simetria. S�a ne convingem c�a, dac�a (a, b) ∈ Rc, atunci s, i (b, a) ∈ Rc. Este
adev�arat, deoarece (b, b) ∈ Rc s, i prin circularitate (b, a) ∈ Rc.

- Tranzitivitatea. Fie (a, b), (b, c) ∈ Rc. S�a ar�at�am c�a (a, c) ∈ Rc. Din
(a, b), (b, c) ∈ Rc rezult�a c�a (c, a) ∈ Rc, iar prin simetrie s, i (a, c) ∈ Rc.
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12).

Substituind x = 1, 2, 3, 4, 5, 6 ��n (x+ 2, 2x+ 1) obt, inem:

R = {(3, 2), (4, 4), (5, 6), (6, 8), (7, 10), (8, 12)}
De aici rezult�a:
domeniu(R) = {3, 4, 5, 6, 7, 8},
codomeniu(R) = {3, 5, 7, 9, 11, 13}.

13).

R = {(3, 3), (5, 6)},
domeniu(R) = {3, 5},
codomeniu(R) = {5, 6}.

14).

R= {(6,6),(6,2),(6,3),(14,2),(14,7),(25,5), (24,2),

(24,3),(24,6)}

Nu exist�a nici o relat, ie pentru 11, adic�a nu exist�a y ∈ B pentru care (11, y) ar
putea � inclus ��n R.

S�a demonstr�am ��n continuare c�a R este relat, ie de ordine part, ial�a.

- Re�exivitatea. Evident, orice num�ar este multiplu pentru el ��nsus, i.

- Antisimetria. S�a ne convingem c�a, dac�a (x, y), (y, x) ∈ R, atunci rezult�a c�a
x = y. Avem x = ky, y = lx, k, l ∈ N, de unde x = ky = klx, ceea ce este
adev�arat doar pentru k = l = 1. Rezult�a x = y

- Tranzitivitatea. Fie (x, y), (y, z) ∈ R. S�a ar�at�am c�a s, i (x, z) ∈ R. Avem
x = ky, y = lz s, i x = ky = klz, deci x = mz s, i (x, z) ∈ R.

Reprezent�arile gra�ce sunt inserate ��n Figura 14)2.

15). S�a se demonstreze c�a relat, ia

R = {(x, y) |x este multiplu al lui y}, R ∈ Z× Z

nu este o relat, ie de ordine part, ial�a.

Ne convingem us,or c�a R este re�exiv�a s, i tranzitiv�a, dar nu este antisimetric�a.
�Intr-adev�ar, R nu este antisimetric�a, deoarece, din (2,−2), (−2, 2) ∈ R, adic�a
2 = (−1)(−2),−2 = (−1)2, rezult�a 2 ̸= −2.
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(b) Diagrama Hasse.

Figura 14)2: Reprezent�ari gra�ce pentru relat, ia
�x este multiplu al lui y�.

16).

� R1= {(x, y) | x = y2}
� R2={(x, y) | x+ y = 5, 1 ≤ x ≤ 7}
� R3={(x, y) | y = |x|}
� R4={(x+ 1, x), (x− 1, x)}

17).

- Re�exivitatea. Droarece x+ 3x = 4x este multiplu al lui 4, (x, x) ∈ R.

- Simetria. Fie (x, y) ∈ R, x + 3y = 4l. Pentru (y, x) obt, inem y + 3x =
y + 12l − 9y = 12l − 8y = 4(3l − 2y). Deci, (y, x) ∈ R.

- Tranzitivitatea. Fie (x, y), (y, z) ∈ R, x+ 3y = 4l, y+ 3z = 4m. Pentru (x, z)
obt, inem: x+ 3z = 4l − 3y + 4m− y = 4l + 4m− 4y = 4(l +m− y). Rezult�a
c�a (x, z) ∈ R.

18).

� R1={(x, y) | x = y}, R1 ⊆ Z× Z.
R1 este re�exiv�a, simetric�a, antisimetric�a, tranzitiv�a.
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� R2={(x, y) | |x| = |y|}, R2 ⊆ Z× Z.
R2 este re�exiv�a, simetric�a, tranzitiv�a. Nu este antisimetric�a, deoarece
din (x, y), (y, x) ∈ R2 nu ��ntotdeauna rezult�a x = y. De exemplu, (2,-2),(-
2,2)∈ R2, dar 2 ̸= −2.

� R3={(x, y) | x ̸= y}, R3 ⊆ Z× Z.
� nu este re�exiv�a, deoarece x = x,(x, x) /∈ R3;
� este simetric�a;
� nu este antisimetric�a, deoarece din x ̸= y, y ̸= x nu rezult�a x = y;
� nu este tranzitiv�a, deoarece, de exemplu, (5,3),(3,5)∈ R3, dar (5,5)/∈ R3.

� R4={(x, y) | xy ≥ 1}, R4 ⊆ Z× Z.
Deoarece x, y ∈ Z, avem x, y ≤ −1 sau x, y ≥ 1, adic�a x, y nu pot primi
valoarea 0.
Astfel, R4

� este re�exiv�a;
� este simetric�a;
� nu este antisimetric�a. Din xy ≥ 1 s, i yx ≥ 1 nu rezult�a x = y;
� este tranzitiv�a. Fie (x, y), (y, z) ∈ R4, xy ≥ 1 s, i yz ≥ 1. Sunt posibile 2
cazuri:

1) x ≥ 1, y ≥ 1. Din yz ≥ 1 rezult�a c�a z ≥ 1 s, i, respectiv xz ≥ 1.

2) x ≤ −1, y ≤ −1. Din yz ≥ 1 rezult�a c�a z ≤ −1 s, i, respectiv xz ≥ 1.

� R5={(x+ 1, x), (x− 1, x)}, R6 ⊆ N× N.
� nu este re�exiv�a, deoarece x ̸= x+ 1, x ̸= x− 1;
� este simetric�a. Dac�a (x, y), (y, x) ∈ R5, atunci sunt posibile 2 cazuri:

1) (x+1, x) ∈ R5, atunci pentru x = y−1 obt, inem (x, x+1) = (y−1, y) ∈
R5.

2) (x−1, x) ∈ R5, atunci pentru x = y+1 obt, inem (x, x−1) = (y+1, y) ∈
R5.

� nu este antisimetric�a. De exemplu, din (3,4),(4,3)∈ R5 nu rezult�a 4=3.
� nu este tranzitiv�a. De exemplu, (4,3),(3,2)∈ R5, iar (4,2)/∈ R5.

19).

� Re�exivitatea. Evident, (n, n) ∈ R.

� Tranzitivitatea. Fie n = k1m,m = k2l. Substituind m obt, inem: n = k1m =
k1k2l = kl, k = k1k2.
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Figura 19)3: Relat, ia �n este divizibil prin m�.

� Antisimetria. Fie (m,n), (n,m) ∈ R, adic�a n = k1m,m = k2n. Obt, inem
n = k1m = k1k2n. Deoarece k1, k2 ∈ N, rezult�a c�a k1 = k2 = 1, respectiv,
n = m.

Graful redus al relat, iei este prezentat ��n �gura 19)3.

20).

�In 2A exist�a 8 subult, imi cu card(X) impar. Acestea sunt:

{a}, {b}, {c}, {d},{a, b, c}, {a, b, d}, {a, c, d}, {b, c, d}.
De aici relat, ia R se construies,te simplu:
R={({a},{a}),({a},{a, b, c}),({a},{a, b, d}),({a},{a, c, d}),
({b}, {b}), ({b}, {a, b, c}), ({b}, {a, b, d}), ({b}, {b, c, d}),
({c}, {c}), ({c}, {a, c, d}), ({c}, {a, b, c}), ({c}, {b, c, d}),
({d}, {d}), ({a, b, c}, {a, b, c}), ({a, b, d}, {a, b, d}),
({a, c, d}, {a, c, d}), ({b, c, d}, {b, c, d})}.
Re�exivitatea, tranzitivitatea s, i antisimetria se demonstreaz�a
simplu.

Graful redus al relat, iei este prezentat ��n Figura 20)4.
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{a}

{a, b, d}{b}{a, b, c}

{d}{b, c, d} {a, c, d}

{c}

Figura 20)4: Relat, ia �X ⊆ Y , card(X) �
impar, card(Y ) � impar�.
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Metode de demonstrare

***

Ce este o teorem�a? Teorema reprezint�a o a�rmat, ie care poate � adev�arat�a sau fals�a,
ceea ce se stabiles,te prin demonstrat, ie. �In caz general o teorem�a poate � formu-
lat�a ca �q dac�a p� sau �dac�a p, atunci q�, unde p s, i q sunt nis,te propozit, ii, p se
numes,te �ipotez�a� (�premis�a�), iar q - �concluzie�. Vom numi aceast�a formulare teo-

rema direct�a. Schimb�and cu locul ipoteza cu concluzia vom obt, ine teorema reciproc�a

pentru teorema direct�a. Dac�a teorema direct�a este adev�arat�a, teorema reciproc�a nu
��ntotdeauna va � adev�arat�a.
De exemplu,

- teorema direct�a: �dac�a num�arul natural n este divizibil cu 9, atunci n este
divizibil s, i cu 3�.

- teorema reciproc�a: �dac�a num�arul natural n este divizibil cu 3, atunci n este
divizibil s, i cu 9� nu este adev�arat�a, de exemplu, pentru n = 24.

Ment, ion�am c�a �num�arul natural n este divizibil cu 9� este ipoteza teoremei directe,
iar �n este divizibil s, i cu 3� este concluzia teoremei directe. Pentru teorema reciproc�a
avem exact situat, ia invers�a.

�In unele cazuri ambele teoreme - direct�a s, i reciproc�a - sunt adev�arate. De exem-
plu,

- teorema direct�a: �dac�a triunghiul are 2 ��n�alt, imi congruente, atunci el este isos-
cel�.

- teorema reciproc�a: �dac�a triunghiul este isoscel, atunci el are 2 ��n�alt, imi con-
gruente�.

�In acest caz ambele teoreme pot � unite ��n una: �Triunghiul este isoscel atunci
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s, i numai atunci, c�and are 2 ��n�alt, imi congruente� sau �Triunghiul este isoscel dac�a s, i
numai dac�a are 2 ��n�alt, imi congruente�.

Pentru a demonstra veridicitatea unor astfel de teoreme trebuie de demonstrat
at�at teorema direct�a, c�at s, i cea reciproc�a.

�In continuare ne vom opri la c�ateva metode de demonstrare (cele mai r�asp�andite):
metoda induct, iei matematice, metoda reducerii la absurd s, i principiul porumbeilor.

3.1 Metoda induct
,
iei matematice

O metod�a foarte des folosit�a ��n matematic�a pentru demonstrarea a�rmat, iilor ce
depind de un numar natural este induct

,
ia matematic�a. Fie m ∈ N s, i P (n) o a�rmat, ie

care depinde de n (n ∈ N).
Dac�a

(1) P (m) este adev�arat�a s, i

(2) din faptul c�a P (k) este adev�arat�a ��ntotdeauna rezult�a
c�a s, i P (k + 1) este adev�arat�a pentru tot, i k ≥ m,

atunci P (n) este adev�arat�a pentru orice n ≥ m.
P (n) se mai numes,te ipoteza induct

,
iei , (1) - baza induct

,
iei , iar (2) � pasul induct

,
iei .

De obicei m = 0 sau m = 1.
Aducem mai jos c�ateva exemple.

Exemplul 3.1.1.

S�a se calculeze suma

S(n) = 1 + 3 + . . .+ (2n− 1), n ∈ N

Mai ��nt�ai s�a calcul�am:

S(1) = 1

S(2) = 1 + 3 = 4

S(3) = 1 + 3 + 5 = 9

S(4) = 1 + 3 + 5 + 7 = 16

. . .

Este logic s�a presupunem c�a, ��n caz general, S(n) = n2, aceasta �ind ipoteza

induct
,
iei.

(1) Baza induct
,
iei. Pentru k = 1 a�rmat, ia este adev�arat�a, deoarece

S(1) = 1 = 12

(2) Pasul induct
,
iei. Fie S(k) = k2 pentru k > 1. S�a calcul�am S(k + 1).
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S(k+1) = 1+3+. . .+(2k−1)+(2k+1)=S(k)+(2k+1)=k2+2k+1=(k+1)2

Rezult�a c�a S(n) = n2 pentru orice n ∈ N.

Exemplul 3.1.2.

S�a se demonstreze c�a

n− 3 <
n2 − n

15
, pentru orice n > 15 (ipoteza induct

,
iei)

(1) Baza induct
,
iei. Pentru k = 16 a�rmat, ia este adev�arat�a, deoarece

16− 3 = 13,
162 − 16

15
=

256− 16

15
=

240

15
= 16 s, i 13 < 16.

(2) Pasul induct
,
iei. Fie (a) k− 3 <

k2 − k

15
pentru orice k > 16. S�a ar�at�am c�a

(k+1)−3 <
(k + 1)2 − (k + 1)

15
. Observ�am c�a (b) 1 <

2k

15
, deoarece k > 16.

Dac�a adun�am inegalit�at, ile (a) s, i (b) obt, inem: (k − 3) + 1 <
k2 − k

15
+

2k

15
.

Urmeaz�a:

(k+1)−3 <
k2 − k + 2k

15
, (k+1)−3 <

k2 + 2k + 1− k − 1

15
, (k+1)−3 <

(k + 1)2 − (k + 1)

15
.

Rezult�a c�a n− 3 <
n2 − n

15
, pentru orice n > 15.

Principiul induct, iei matematice trebuie aplicat cu atent, ie. �In caz contrar putem
obt, ine �demonstrat, ii� absurde, cum ar �, de exemplu, �toate pisicile sunt negre�.

3.2 Metoda reducerii la absurd

Metoda reducerii la absurd este foarte des folosit�a ��n matematic�a s, i informatic�a. La
baza acestei metode st�a una din legile fundamentale ale logicii - legea tert,ului exclus.
Schema metodei este urm�atoarea. Fie dat�a o a�rmat, ie, s-o not�am prin A, pentru
care exist�a a�rmat, ia contradictorie, negat, ia a�rmat, iei A, s-o not�am prin ¬A (sau A).
Este foarte important s�a ne convingem, c�a nu exist�a o alt�a variant�a (tert,ul exclus
sau a treia variant�a). Dac�a asupra a�rmat, iilor A s, i ¬A aplic�am legea tert,ului exclus,
atunci este su�cient s�a se demonstreze c�a este adev�arat�a (fals�a) una din a�rmat, ii,
cealalt�a automat devine fals�a (adev�arat�a).
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�In mod obis,nuit se presupune provizoriu c�aA nu este adev�arat�a, dar este adev�arat�a
¬A. Invoc�and o serie de rat, ionamente, a�rmat, ii deja demonstrate, se ajunge la un
rezultat absurd, ceea ce ��nseamn�a c�a a�rmat, ia ¬A nu este adev�arat�a. Aplic�and legea
tert,ului exclus (negarea negat, iei) concludem c�a este adev�arat�a a�rmat, ia ¬(¬A). As,a
cum ¬(¬A) = A, concluzia �nal�a va �: a�rmat, ia A este adev�arat�a.
Aducem mai jos c�ateva exemple.

Exemplul 3.2.1.

S�a se demonstreze c�a num�arul natural n este par dac�a s, i numai dac�a n2 este
par.

- dac�a: �e n2 par. S�a ar�at�am c�a s, i n este par. Presupunem contrariul, adic�a
n este impar, n = 2k+ 1 , k ∈ N. Calcul�am n2 = (2k+ 1)2 = 4k2 + 4k+ 1
= 2(2k2 + 2k) + 1 = 2k1 + 1, k1 = 2k2 + 2k, k1 ∈ N. Rezult�a c�a s, i n2 este
impar. Absurd, deoarece n2 este dat par.

- numai dac�a: �e n par. Atunci n = 2k, k ∈ N. Calculam n2 = 4k2 =
2(2k2) = 2k2, k2 ∈ N. Rezult�a c�a s, i n2 este par.

Exemplul 3.2.2.

S�a se demonstreze c�a nu exist�a num�ar rat, ional x cu proprietatea x2 = 2
(teorema lui Pitagora).

S�a presupunem contrariul, adic�a exist�a un num�ar rat, ional x =
m

n
, x2 = 2,

m ∈ N, n ∈ Z, iar fract, ia
m

n
este ireductibil�a (m s, i n nu au divizori comuni).

As,a cum x2 = 2,
m2

n2
= 2 sau m2 = 2n2. De aici rezult�a c�a m2 este num�ar par.

Am demonstrat mai sus c�a patratul unui num�ar este par atunci s, i numai atunci,
c�and acest num�ar este par. As,adar, exist�a k ∈ N s, i m = 2k. Substituind ��n
egalitatea de mai sus obt, inem: 4k2 = 2n2 sau 2k2 = n2. Rezult�a c�a n tot este
par. Absurd, deoarece m s, i n nu au divizori comuni.
Concluzia �nal�a: nu exist�a num�ar rat, ional x cu proprietatea x2 = 2.

Exemplul 3.2.3.

S�a se demonstreze c�a mult, imea numerelor reale de pe segmentul [0, 1] nu este
num�arabil�a (teorema lui Cantor, metoda diagonaliz�arii). Demonstrarea a fost
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expus�a ��n subcapitolul 1.3.

3.3 Principiul porumbeilor

Ideea principiului porumbeilor (principiul Dirichlet, principiul cutiilor) este simpl�a:
dac�a, de exemplu, avem 9 c�asut,e pentru porumbei dar trebuie �cazat, i� 10 porumbei,
atunci cel put, in o c�asut,�a va �g�azdui� doi sau mai mult, i porumbei (Figura 3.3.1).

f f f
f f f
f f f

f f f
f f ff
f f f

f
?!

Figura 01: Principiul porumbeilor

S�a formul�am principiul un pic mai general. Dac�a avem m cutii, m ≥ 1, ��n care
trebuie s�a plas�am n obiecte, n > m, atunci cel put, in ��ntr-o cutie vom plasa mai mult
de un obiect. Des, i formularea principiului este foarte simpl�a, exist�a multe a�rmat, ii
(probleme) care pot � demonstrate (solut, ionate) aplic�and acest principiu.

Exemplul 3.3.1.

Fie dat�a mult, imea A = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8} (�porumbeii�). Orice submult, ime
arbitrar�a de 5 elemente din mult, imea A va cont, ine cel put, in 2 numere suma
c�arora va � 9.

Solut
,
ie

S�a observ�am c�a (1, 8), (2, 7), (3, 6), (4, 5) sunt toate perechile posibile suma c�arora
este 9, acestea �ind �c�asut,ele�. Astfel, numere desperecheate pot � alese cel mult
4. De exemplu, {1, 7, 3, 4}. Al cincilea num�ar obligatoriu va � perechea unui
numar deja inclus ��n submult, imea selectat�a.

Exemplul 3.3.2.

Cinci �lozo� cineaz�a zilnic la o mas�a rotund�a �ecare av�and farfuria proprie
(Figura 02). Fotoliile s, i farfuriile sunt amplasate simetric ��n jurul mesei. �Intr-o
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zi, gr�abindu-se (sau �ind un pic distrat, i), �lozo�i s-au as,ezat la mas�a �ecare
av�and ��n fat,�a o farfurie str�ain�a.

Dar masa poate � rotit�a schimb�and pozit, ia farfuriilor. S�a se demonstreze c�a
exist�a, prin rotat, ii, o pozit, ie ��n care cel put, in 2 �lozo� vor avea ��n fat,�a farfuria
proprie.

Solut
,
ie

Pozit, ia init, ial�a este prezentat�a ��n Figura 03a (Figura 02). �In rezultatul rotat, iilor
total sunt posibile 5 pozit, ii. Vedem aceste pozit, ii (pozit, iile 0-4) ��n Figura 03b.

As,a cum pozit, ia 0, conform condit, iei, nu poate � solut, ie, o excludem din list�a.
Obt, inem 4 pozit, ii (pozit, iile 1-4 Figura 03c) care vor � examinate ��n continuare.
Astfel avem 4 pozit, ii (�c�asut,e�) la care trebuie s�a aliniem 5 �lozo� (�porumbei�).
Doar cel mult 4 �lozo� pot � aliniat, i la pozit, ii diferite. Al cincilea �lozof se va
alinia cu una din pozit, iile la care s-a aliniat deja cel put, in un �lozof. Vedem
schema solut, iei ��n tabelul �nal, Figura 03d.

Problema poate � generalizat�a simplu pentru n �lozo�, n ≥ 2.

1

2

3

4

5

5

4

1

3

2

Figura 02: Cina celor cinci �lozo�
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f1 f2 f3 f4 f5
0 5 4 1 3 2
1
2
3
4

(a) pozit, ia init, ial�a

f1 f2 f3 f4 f5
0 5 4 1 3 2
1 4 1 3 2 5
2 1 3 2 5 4
3 3 2 5 4 1
4 2 5 4 1 3

(b) toate pozit, iile posibile

f1 f2 f3 f4 f5
0
1 4 1 3 2 5
2 1 3 2 5 4
3 3 2 5 4 1
4 2 5 4 1 3

(c) pozit, ii spre examinare

f1 f2 f3 f4 f5
0
1 4 1 3 2 5
2 1 3 2 5 4
3 3 2 5 4 1
4 2 5 4 1 3

(d) rezultatul �nal

Figura 03: Cina celor cinci �lozo�. Solut, ia
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Logic�a matematic�a s, i algebr�a

Boolean�a

***

Logic�a matematic�a s, i algebr�a Boolean�a
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Grafuri s, i arbori
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Elaborarea algoritmilor

***

Not, iunea de algoritm este una central�a ��n informatic�a s, i matematic�a. La fel ca ��n
cazul mult, imilor studierea algoritmilor ��ncepe cu not, iuni s, i formul�ari intuitive. Prin
algoritm se ��nt,elege o secvent,�a �nit�a s, i ordonat�a de pas, i (reguli) ce determin�a un
proces de calcul care pornind de la o mult, ime �nit�a de date init, iale, urm�and pas, ii
formulat, i, construies,te dup�a un num�ar �nit de pas, i, posibil cu repet�ari, o mult, ime
�nit�a de rezultate.
Propriet�at, ile principale ele algoritmului:

Finitudine . Algoritmul ��ntotdeauna se va opri dup�a efectuarea unui num�ar �nit
de pas, i.

Determinism . Pas, ii algoritmului trebuie s�a �e de�nit, i precis, f�ar�a posibilit�at, i
de inerpretare ambigue.

Intr�ari . Algoritmul poate avea zero sau o mult, ime �nit�a de date care se speci�c�a
la init, ierea algoritmului sau ��n mod dinamic pe parcursul execut�arii.

Ies
,
iri . La �nal algoritmul returneaz�a una sau mai multe valori care au o relat, ie

speci�c�a cu intr�arile s, i reprezint�a solut, ia problemei.

E�cacitate . Deoarece o problem�a poate � solut, ionat�a prin mai multe metode
(algoritmi), este logic s�a se aleag�a metoda care foloses,te c�at mai put, in timp s, i c�at
mai put, ine resurse. Uneori aceste criterii sunt antagoniste. �In acest caz se alege
raportul optimal.

Au fost propuse s, i de�nit, ii formale pentru not, iunea de algoritm (mas, ina Turing,
funct, iile recursive, mas, ina Post, algoritmul normal Markov), dar s-a demonstrat c�a
toate aceste modele sunt echivalente (teza Turing-Church).
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Proprietatea algoritmului de a avea o secvent,�a ordonat�a de pas, i se realizeaz�a
atribuind �ec�arui pas o etichet�a unic�a. De obicei aceste etichete sunt alfanumerice.
Structura general�a a unui agoritm este urm�atoarea:

0. Start

1. Pasul 1

2. Pasul 2

. . . . . .

n-1. Pasul n-1

n. Stop

Un pas ��n descrierea algoritmului poate �:

◦ Instruct, iune Start (init, ierea algoritmului)

◦ Instruct, iune Stop (terminarea algoritmului)

◦ Instruct, iune de intrare (speci�carea datelor de intrare)

◦ Instruct, iune de ies, ire (extragerea rezultatelor)

◦ Secvent,�a liniar�a de calcule (atribuiri, operat, ii matematice etc.)

◦ Instruct, iune decizional�a (if-then-else, goto, loop, do-while etc.)

◦ Comentariu (o explicat, ie, o constatare, care nu in�uent,eaz�a executarea al-
goritmului)

Deoarece problemele propuse spre rezolvare pot � mai simple, mai complicate,
foarte complicate, dar s, i din considerente c�a pentru una s, i aceeas, i problem�a pot exista
mai multe metode (algoritmi) de solut, ionare, au fost inventate mai multe tehnici de
elaborare a algoritmilor. Ne vom opri ��n continuare la c�ateva, cele mai r�asp�andite,
astfel de tehnici.

6.1 Tehnica fort
,
ei brute

Este o abordare direct�a care rezolv�a problema prin analiza exhaustiv�a a tuturor
solut, iilor posibile. Este calea cea mai simpl�a, cea mai intuitiv�a de a rezolva problema.
Algoritmii proiectat, i cu aplicarea fort,ei brute nu sunt ��ntotdeauna e�cient, i. Dac�a,
de exemplu, spat, iul solut, iilor posibile este foarte mare, algoritmul ar putea necesita
zile sau chiar ani pentru rezolvarea problemei.

Exemple de algoritmi care ilustreaz�a tehnica fort,ei brute:

◦ C�autare liniar�a (secvent, ial�a)

◦ C�autarea elementului maximal (minimal)

◦ �Inmult, irea matricelor prin de�nit, ie

◦ C�autarea celor mai apropiate dou�a puncte ��n plan
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◦ C�autarea unui subs, ir ��ntr-un s, ir

◦ Sortare prin metoda bulelor (bubble sorting)

Exemplul 6.1.1.

Fie dat�a o list�a de numere l = (l1, l2, . . . , ln), n ≥ 1, s, i un num�ar x numit cheia
de c�autare. Se cere s�a se veri�ce dac�a x se a��a ��n aceast�a list�a. Cu alte cuvinte,
s�a se g�aseasc�a (dac�a exist�a) 1 ≤ i ≤ n pentru care x = li. Ideea algoritmului este
simpl�a: veri�c�am pe r�and, ��ncep�and cu primul, elementele din list�a p�an�a c�and
g�asim elementul c�autat.

Algoritmul 6.1.1 C�autare liniara (l, x)

0. start

1. l := (l0, l1, . . . , ln−1)

2. for i := 0 to n− 1

3. if x = li then

4. return �x apart, ine listei l, x = li �

5. stop

6. endif

7. endfor

8. return �x nu apart, ine listei l �

9. stop

Exemplul 6.1.2.

Sortarea prin metoda buleleor presupune parcurgerea listei de la st�anga la
dreapta compar�and �ecare element cu succesorul s�au. Daca aceste elemente nu
sunt in ordine cresc�atoare, ele se interschimb�a. Astfel, la parcurgeri multiple
elementele mai mari se vor deplasa spre dreapta, iar cele mai mici - spre st�anga.
Daca lista este deja ordonat�a, toate perechile de elemente vecine sunt in ordine
cresc�atoare s, i algoritmul se opres,te.

Un exemplu de aplicare a algoritmului este prezentat ��n Figura 01.
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Algoritmul 6.1.2 Sortare prin metoda bulelor (l)

0. start

1. l := (0, l1, . . . , ln−1)

2. ord := true

3. loop while ord

4. ord := false

5. for i := 0 to n− 2

6. x := li
7. when x > li+1

8. li := li+1; li+1 := x; ord := true

9. end when

10. endfor

11. endwhile

12. return l

13. stop



Elaborarea algoritmilor 77

Lista init, ial�a l = (l0 l1 l2 l3 l4 l5 l6 l7) = (15 43 6 10 31 6 17 4)
Iterat, ia 0

15 43 6 10 31 6 17 4 i=1

15 6 43 10 31 6 17 4 i=2

15 6 10 43 31 6 17 4 i=3

15 6 10 31 43 6 17 4 i=4

15 6 10 31 6 43 17 4 i=5

15 6 10 31 6 17 43 4 i=6

Iterat, ia 1

15 6 10 31 6 17 4 43 i=0

6 15 10 31 6 17 4 43 i=1

6 10 15 31 6 17 4 43 i=3

6 10 15 6 31 17 4 43 i=4

6 10 15 6 17 31 4 43 i=5

Iterat, ia 2

6 10 15 6 17 4 31 43 i=2

6 10 6 15 17 4 31 43 i=4

Iterat, ia 3

6 10 6 15 4 17 31 43 i=1

6 6 10 15 4 17 31 43 i=3

Iterat, ia 4

6 6 10 4 15 17 31 43 i=2

Iterat, ia 5

6 6 4 10 15 17 31 43 i=1

Iterat, ia 6

6 4 6 10 15 17 31 43 i=0

Iterat, ia 7

4 6 6 10 15 17 31 43

Lista �nal�a l = (l0 l1 l2 l3 l4 l5 l6 l7) = (4 6 6 10 15 17 31 43)

Figura 01: Sortare prin metoda bulelor
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Exemplul 6.1.3.

Fie date n puncte pe plan l = (l0, l1, . . . , ln−1) speci�cate prin coordonatele
lor, li = (xi, yi). S�a se determine dou�a cele mai apropiate puncte.

Ideea algoritmului este simpl�a: se calculeaz�a distant,ele ��ntre toate perechile
posibile de puncte (li, lj), li ̸= lj, t, in�and cont de faptul c�a distant,a ��ntre (li, lj)
este egal�a cu distant,a ��ntre (lj, li) (pentru a evita calculele redundante).

Un exemplu de aplicare a algoritmului este prezentat ��n Figura 02. Date
init, iale: lista punctelor l = (n0, n1, . . . , n10)=((0.5, 0.5), (1.0, 4.0), (2.5, 5.5),
(2.5, 3.5), (6.0, 5.0, (5.0, 6.0), (4.5, 4.0), (5.5, 3.5), (5.0, 2.0), (3.5, 2.5), (6.0,
1.0), (2.5, 1.5)).

Rezultatul obt, inut: n6=(4.5, 4.0), n7=(5.5, 3.5), d(n6, n7)=1.118.

Algoritmul 6.1.3 Distant
,
a minimal�a ��ntre dou�a puncte (l)

0. start

1. l := ((x0, y0)(x1, y1), . . . , (xn−1, yn−1))

/*Introducem coordonatele punctelor.*/

2. x :=
√

(x1 − x0)2 + ((y1 − y0)2

/*Presupunem c�a distant,a dintre n0 s, i n1 este distant,a minimal�a.*/

3. for i := 0 to n− 2

4. for j := i+ 1 to n− 1

5. d :=
√
(xj − xi)2 + ((yj − yi)2

6. when d < x

7. x := d; imin := i; jmin := j;

8. endwhen

9. endfor

10. endfor

11. return ((ximin, yimin), (xjmin, yjmin), x)

12. stop
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Figura 02: Distant,a minimal�a ��ntre dou�a puncte

6.2 Algoritmi recursivi

6.3 Divide et impera

6.4 Backtracking

6.5 Algoritmi �greedy�

6.6 Programare dinamic�a
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