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Capitolul        2
ALGEBRA RELAŢIONALĂ

Algebra relaţională deseori e concepută ca un limbaj abstract de formulare a 
interpelărilor (cererilor) sau ca o colecţie de operaţii pe relaţii având drept operanzi una 
sau mai multe relaţii şi producând ca rezultat altă relaţie. Operaţiile algebrei relaţionale 
pot fi divizate în două grupuri: operaţiile tradiţionale pe mulţimi (vezi fig.2.1) ce 
consideră relaţiile ca mulţimi de tupluri şi operaţiile relaţionale native (fig.2.2). 

Denumire Simbol 
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Fig. 2.1. Operaţiile tradiţionale pe mulţimi 
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θ - joncţiunea 
Semijoncţiunea 
Diviziunea 

π
σ

|x| 
|x|F

|x  
÷

Fig.2.2. Operaţiile relaţionale native 

2.1. Operaţiile tradiţionale 

2.1.1. Scheme relaţionale compatibile 
Operaţiile binare asupra relaţiilor: uniunea, intersecţia şi diferenţa, necesită ca 

operanzii (relaţiile) să fie definiţi pe scheme compatibile. Compatibilitatea schemelor se 
defineşte în felul următor. 

Definiţia 2.1. Vom spune că două relaţii r(R) şi s(S) sunt compatibile (sau au 
scheme compatibile), dacă între R şi S există o corespondenţă biunivocă f: pentru orice 
atribut A din R, există un atribut B în S încât dom(A)=dom(B), B=f(A) şi A=f-1(B), 
unde f-1 este funcţia inversă funcţiei f. 

Remarcă. Două relaţii cu aceeaşi schemă sunt compatibile. 

vânzări FIRMĂ ARTICOL  articole ARTICOL CULOARE 
f1 a1 a1 c1
f1 a2 a1 c2
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f2 a1 a1 c3
f3 a1 a3 c2

a2 c1

furnizori ARTICOL FURNIZOR 
a1 f1
a1 f3
a2 f1
a3 f3

Fig.2.3. 

Exemplul 2.1. Fie baza de date din fig.2.3 ce constă din trei relaţii: 
vânzări(FIRMĂ ARTICOL), articole(ARTICOL CULOARE), furnizori(ARTICOL 
FURNIZOR). Schemele relaţiilor vânzări şi articole nu sunt compatibile, în timp ce 
schemele relaţiilor vânzări şi furnizori sunt compatibile. Ultimele relaţii sunt definite pe 
atribute ce primesc valori din aceleaşi domenii. Valorile active sunt totuşi diferite, 
fiindcă un furnizor poate să nu fie firmă şi viceversa. 

2.1.2. Uniunea 
Uniunea a două relaţii presupune că schemele lor sunt compatibile. 

r A B C s A B C
a1 b1 c1 a1 b1 c1
a1 b2 c3 a1 b1 c2
a2 b1 c2 a1 b2 c3

a3 b2 c3

Fig.2.4. Relaţiile r(A B C) şi s(A B C) 

q A B C
a1 b1 c1
a1 b1 c2
a1 b2 c3
a2 b1 c2
a3 b2 c3

Fig.2.5. Relaţia q = r ∪ s

Definiţia 2.2. Uniunea a două relaţii compatibile r(R) şi s(S), notată cu r ∪ s, e o 
relaţie definită pe schema R sau S şi constă din tuplurile ce aparţin relaţiilor r sau s, 
adică

r ∪ s = {t | t ∈ r � t ∈ s}.

Exemplul 2.2. Fie relaţiile r(A B C) şi s(A B C) din fig.2.4. Relaţia din fig.2.5 
este q = r ∪ s. 
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Operaţia uniunea are două proprietăţi. Ea e comutativă, adică r ∪ s = s ∪ r. Ea 
este şi asociativă, adică (r ∪ s) ∪ q = r∪(s ∪ q) pentru relaţiile mutual compatibile r, s 
şi q. Prin urmare, în expresiile ce conţin o cascadă de operaţii uniunea, parantezele pot fi 
omise fără a provoca ambiguităţi. Deci, dacă avem k relaţii compatibile r1,r2,…,rk,
uniunea acestor relaţii poate fi notată cu ∪(r1, r2,…, rk). 

Operaţia uniunea are două cazuri speciale. Pentru orice relaţie r(R) au loc: r ∪ ∅
= r şi r ∪ s = s, dacă r ⊆ s. 

2.1.3. Intersecţia 
Similar uniunii, intersecţia a două relaţii cere ca operanzii să fie relaţii cu scheme 

compatibile. 

Definiţia 2.3. Intersecţia a două relaţii compatibile r(R) şi s(S), notată cu r ∩ s, 
este o relaţie definită pe schema R sau S şi constă din tuplurile ce aparţin concomitent 
relaţiilor r şi s, adică

r ∩ s = {t | t ∈ r & t ∈ s}.

Exemplul 2.3. Fie relaţiile r(A B C) şi s(A B C) din fig.2.4. Relaţia q = r ∩ s este 
prezentată în fig.2.6. 

q A B C
a1 b1 c1
a1 b2 c3

Fig.2.6 

2.1.4. Diferenţa
Operaţia diferenţa presupune că operanzii sunt relaţii cu scheme compatibile. 

Definiţia 2.4. Diferenţa a două relaţii compatibile r(R) şi s(S), notată cu r \ s, este 
o relaţie definită pe mulţimea de atribute R sau S şi are în calitate de tupluri, toate 
tuplurile din relaţia r ce nu sunt în s, adică

r \ s = {t | t ∈ r & t ∉ s}.

Exemplul 2.4. Fie relaţiile r(A B C) şi s(A B C) din fig.2.4. Relaţiile q1 = r \ s, şi
q2 = s \ r sunt prezentate în fig.2.7. 

q1 A B C q2 A B C
a2 b1 c2 a1 b1 c2

a3 b2 c3

Fig.2.7. 

Din exemplul de mai sus observăm că diferenţa nu se bucură de proprietatea 
comutativă, adică r \ s ≠ s \ r. Totodată, nu e nici asociativă, adică (r \ s) \ q ≠ r \ (s \ q), 
fiindcă (r \ s) \ q = r \ (s ∪ q) pentru orice relaţii mutual compatibile r, s, şi q.
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tup A B C  r A B C
a1 b1 c1 a1 b1 c2
a1 b1 c2 a1 b1 c3
a1 b1 c3 a1 b2 c1
a1 b2 c1 a1 b2 c2
a1 b2 c2 a2 b1 c1
a1 b2 c3 a2 b1 c3
a2 b1 c1 a2 b2 c1
a2 b1 c2 a2 b2 c2
a2 b1 c3 a2 b2 c3
a2 b2 c1 a3 b1 c1
a2 b2 c2 a3 b1 c2
a2 b2 c3 a3 b1 c3
a3 b1 c1 a3 b2 c1
a3 b1 c2 a3 b2 c2
a3 b1 c3 a3 b2 c3
a3 b2 c1
a3 b2 c2
a3 b2 c3

Fig.2.8. 
Diferenţa a două relaţii are patru cazuri speciale. Un caz este ∅ \ r = ∅; altul e r \ 

∅ = r pentru orice relaţie r(R). Celelalte cazuri le vom examina în următoarele două
secţiuni. 

2.1.5. Complementul 
Definiţia 2.5. Fie relaţia r(R). Notăm prin tup(R) mulţimea tuturor tuplurilor 

asupra atributelor schemei R şi a domeniilor lor. Complementul relaţiei r, notat cu r, 
este  

r = tup(R) \ r. 

Exemplul 2.5. Fie relaţia r(A B C) din fig.2.4 şi fie dom(A) = {a1,a2,a3}, dom(B) 
= {b1,b2}, dom(C) = {c1,c2,c3}. Atunci tup(A B C) şi r sunt cele din fig.2.8. 

Este clar că, dacă pentru un atribut A din R domeniul dom(A) este infinit, atunci şi
r va fi infinită şi deci nu va fi o relaţie conform definiţiei noastre. Pentru lichidarea 
acestui dezavantaj se introduce noţiunea de complement activ. 

atup A B C  ~r A B C 
a1 b1 c1 a1 b1 c2
a1 b1 c2 a1 b1 c3
a1 b1 c3 a1 b2 c1
a1 b2 c1 a1 b2 c2
a1 b2 c2 a2 b1 c1
a1 b2 c3 a2 b1 c3
a2 b1 c1 a2 b2 c1



Capitolul 2. Algebra relaţională

5

a2 b1 c2 a2 b2 c2
a2 b1 c3 a2 b2 c3
a2 b2 c1
a2 b2 c2
a2 b2 c3

Fig.2.9. 

2.1.6. Complementul activ 

Versiunea modificată a complementului unei relaţii, complementul activ, 
întotdeauna va  produce o relaţie. 

Definiţia 2.6. Fie r o relaţie asupra schemei R, A∈R şi adom(A) = {a|a∈dom(A) 
&∃t∈r&t[A] =a}. Mulţimea de valori adom(A) se numeşte domeniul activ al atributului 
A. Notăm cu atup(R) mulţimea tuturor tuplurilor asupra atributelor schemei R şi a
domeniilor lor active. Atunci complementul activ, notat cu ~r, este   ~r = atup(R) \ r. 

Exemplul 2.6. Fie relaţia r(A B C) din fig.2.4. Atunci adom(A) = {a1,a2}, 
adom(B) = {b1,b2}, adom(C) = {c1,c2,c3}. Relaţiile atup(A B C) şi ~r sunt prezentate în 
fig.2.9. 

2.1.7. Produsul cartezian 
Definiţia 2.7. Produsul cartezian a două relaţii r(A1…An) şi s(B1…Bm), notat cu r ×

s, este o mulţime de tupluri (şi nu întotdeauna o relaţie) definite pe mulţimea de atribute 
A1…An B1…Bm. Tuplurile reprezintă toate posibilele asociaţii de tupluri din r şi s: dacă tr

∈ r şi ts∈ s, atunci concatenaţia trts este un tuplu în r × s; pentru orice pereche de tupluri 
tr şi ts din r şi s, respectiv, există un tuplu t în r × s încât t [Ai] = tr[Ai], 1≤i≤n şi
t[Bj]=ts[Bj], 1≤j≤m. 

r A B C s D E
a1 b1 c1 d1 e1
a1 b2 c3 d1 e2
a2 b1 c2

Fig.2.10. 

Exemplul 2.7. Fie relaţiile r(A B C) şi s(D E) din fig.2.10. Produsul cartezian q = 
r × s arată ca în fig.2.11.  

Produsul cartezian a două relaţii nevide nu întotdeauna produce o relaţie. 
Rezultatul e o relaţie, dacă ambii operanzi sunt relaţii cu scheme nevide şi disjuncte 
(vezi exemplul 2.7). Dacă, însă, relaţiile operanzi au scheme vide sau nondisjuncte, 
atunci produsul cartezian nu este o relaţie. Această problemă poate fi soluţionată cu 
ajutorul operaţiei atribuirea, care de fapt produce schimbarea numelor atributelor.  

q A B C D E
a1 b1 c1 d1 e1
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a1 b1 c1 d1 e2
a1 b2 c3 d1 e1
a1 b2 c3 d1 e2
a2 b1 c2 d1 e1
a2 b1 c2 d1 e2

Fig.2.11. 

Produsul cartezian nu este o operaţie comutativă. În schimb se bucură de 
proprietatea asociativă. Prin urmare, dacă avem o cascadă de produse carteziene r1 × ( r2
× (…rk)), ea poate fi reprezentată în formă de prefix × (r1,r2,…,rk). Schemele relaţiilor ri,
1 ≤ i ≤ k, trebuie să fie disjuncte două câte două. În caz contrar rezultatul nu va fi o 
relaţie. 

2.1.8. Atribuirea 
Fie r(R) şi s(S) două relaţii cu scheme compatibile şi R ≠ S. Pentru a aplica asupra 

lor operaţiile binare tradiţionale se face reatribuirea relaţiilor pentru a renumi diferenţa
de atribute R \ S sau S \ R. Atribuirea se utilizează şi pentru păstrarea rezultatelor 
intermediare. 

Definiţia 2.8. Fie r o relaţie cu schema A1…An şi {B1,…,Bn} o mulţime de 
atribute compatibile, adică dom(Bi) = dom(Ai), 1 ≤ i ≤ n. O nouă relaţie s(B1…Bn)
compatibilă cu r  se poate defini prin atribuirea: s(B1…Bn): = r (A1…An). Extensia 
relaţiei s este extensia relaţiei r: ts ∈ s atunci şi numai atunci, când ∃ tr ∈ r, unde ts[Bi] =
tr[Ai], 1 ≤ i ≤ n.

r A B C s A D C
a1 b1 c1 a1 b1 c1
a1 b2 c3 a1 b2 c3
a2 b1 c2 a2 b1 c2

Fig.2.12. 

Următorul exemplu ilustrează utilizarea operaţiei atribuirea pentru renumirea 
atributelor unei scheme. 

Exemplul 2.9. Fie relaţia r(A B C) din fig.2.12. Atunci, s(A D C): = r(A B C). 

r A B C s A B C q1 A B C
a1 b1 c1 a1 b1 c1 a1 b1 c1
a1 b2 c3 a1 b1 c2 a1 b1 c2
a2 b1 c2 a1 b2 c3 a1 b2 c3

a3 b2 c3 a2 b1 c2
a3 b2 c3

q2 A B C q A B C
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a1 b1 c1 a1 b1 c2
a1 b2 c3 a2 b1 c2

a3 b2 c3

Fig.2.13. 

În următorul exemplu, operaţia atribuirea se foloseşte pentru păstrarea rezultatelor 
intermediare. 

Exemplul 2.10. Fie relaţiile r(A B C) şi s(A B C) din fig.2.13. Atunci q : = (r ∪ s) 
\ (r ∩ s). Relaţia q s-a construit aplicând consecutivitatea de operaţii: q1 : = r ∪ s, q2: = r
∩ s, q= q1 \ q2.

2.2. Operaţiile relaţionale native 

2.2.1. Proiecţia 
Proiecţia e o operaţie unară.

Definiţia 2.9. Fie r o relaţie cu schema R şi X ⊆ R. Proiecţia relaţiei r asupra 
mulţimii de atribute X, notată cu πx(r), e o relaţie cu schema X ce constă din X-valorile 
tuturor tuplurilor din r: 

πx(r) = {t [X] | t ∈ r}.

Tupluri distincte din r pot deveni identice, când se proiectează pe o mulţime de 
atribute. Tuplurile duplicate în relaţia rezultat se elimină.

Exemplul 2.11. Fie relaţia r(A B C) din fig.2.14. Atunci s = πA,C(r). 

r A B C s A C
a 10 1 a 1
a 20 1 b 1
b 30 1 b 2
b 40 2     

Fig.2.14. 

Există două cazuri speciale: 
(1) X = R. Atunci πx(r) = r. 
(2) r = ∅. Atunci πx(r) = ∅.

Dacă mulţimea de atribute X = ∅, atunci proiecţia π∅ (r) este indefinită, fiindcă
schema unei relaţii nu poate fi o mulţime vidă. Schema unei relaţii, produsă de operaţia 
proiecţia, are cel puţin un atribut. 

Pentru cazul când R⊂X, operaţia proiecţia iarăşi este indefinită. Mulţimea asupra 
căreia se face proiecţia nu poate fi mai largă decât schema relaţiei iniţiale. 

Fie relaţia r(R) şi Y ⊆ X ⊆ R. Atunci πy (πx(r)) = πy(r). Dacă X = Y, atunci πx

(πy(r)) = πx(r) = πy(r). 
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2.2.2. Selecţia 
Selecţia este o operaţie unară. Pentru selectarea unor tupluri dintr-o relaţie e 

necesară specificarea condiţiilor de selectare. În rezultat se obţine o relaţie ce e o 
submulţime de tupluri a relaţiei iniţiale. Fie că condiţia de selecţie se notează prin 
formula calculului propoziţional, F, definită recursiv: 

(1) AθB şi Aθa sunt formule, unde A şi B sunt atribute compatibile şi
a∈dom(A), iar  θ∈{=, ≠, <, ≤, >, ≥}. Aceste formule sunt atomice. 

(2) Dacă G şi H sunt formule, atunci conjuncţia G&H, disjuncţia G∨H, 
negaţiile¬ G şi ¬H sunt formule. 

(3) Nimic altceva nu e formulă.

Definiţia 2.10. Vom spune că formula F e aplicabilă relaţiei r(R), dacă orice 
constantă c din F este în dom(R), şi orice atribut A din F este în R. O relaţie r satisface F 
(sau F e validă în r), dacă F e aplicabilă relaţiei r şi orice tuplu t∈r satisface formula F în 
sensul că formula G obţinută prin substituirea oricărui atribut A din F cu A-valoarea 
tuplului t are valoarea adevăr. 

Definiţia 2.11. Selecţia relaţiei r (R) conform formulei F, unde F e aplicabilă
relaţiei r(R), e o submulţime a relaţiei r(R), notată cu σF(r), ce constă din toate tuplurile 
t∈r ce satisfac F, adică

σF(r) = {t | t ∈ r & F(t)}.

Exemplul 2.12. Fie r(A B C D) din fig.2.15. Atunci s=σ((A = B) & (D>5))(r). 

r A B C D s A B C D
a a 1 7 a a 1 7
b b 5 5 b b 23 10 

b b 12 3
b b 23 10  

Fig.2.15. 

Există două cazuri speciale ale selecţiei. 
(1) Dacă F e o formulă ce nu e compusă nici dintr-o formulă atomică, adică e o

formulă nulă, atunci σF(r) = r. În acest caz asupra tuplurilor t∈r nu se 
impune nici o constrângere pentru selecţie. 

(2) Dacă r(R) = ∅, atunci σF(r) = ∅ pentru orice formulă F, fiindcă F e validă în 
orice relaţie vidă.

Este evident că σG(σF(r)) = σG&F(r). Întrucât conjuncţia este comutativă, adică σ
F&G(r) = σG&F(r), atunci şi compoziţia a două selecţii este comutativă. Deci σG (σF(r)) = 
σF(σG(r)). 

Operaţia selecţia este distributivă în raport cu operaţiile binare tradiţionale pe 
mulţimi. Fie r şi s două relaţii compatibile şi γ∈{∪,∩,\}, atunci σF (r γ s) = σF(r) γ σF (s). 
Să arătăm, de exemplu, că σF (r ∪ s) = σF(r) ∪ σF (s). Într-adevăr: 
σF (r ∪ s) = σF({t | t∈r ∨ t∈s}) =
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{t1 | t1∈{t | t∈r ∨ t∈s}& F(t1)} =
{t|t∈r& F(t)} ∪ {t|t∈s & F(t)}=σF(r) ∪ σF(s). 

Trebuie menţionat că selecţia nu comutează cu operaţia complement. Însă selecţia 
comutează cu proiecţia, dacă sunt respectate unele condiţii. Fie r o relaţie cu schema R, 
X⊆R, şi fie F o formulă ce e satisfăcută de tuplurile t[X]. Atunci πx (σF(r)) = σF(πx(r)). 
Într-adevăr: 
πx (σF(r)) = πx{t|t∈r& F(t)}= {t1 [X] | t1∈{t | t∈r& F(t)}}=
{t [X] | t∈r& F(t)}={t1 | t1∈{t [X] | t∈r}& F (t1)}=
{t1 | t1∈πx(r) & F (t1)}=σF(πx(r)). 

2.2.3. θ-joncţiunea 
Definiţia 2.12. Fie r(R) şi s(S) două relaţii, R∩S=∅, A∈R, B∈S şi fie θ un

element din mulţimea {=, ≠, <, ≤, >, ≥}. Presupunem că atributele A şi B sunt 
compatibile, adică dom(A) = dom(B). θ-joncţiunea relaţiilor r(R) şi s(S), notată cu 
r|x|AθBs , este o mulţime de tupluri concatenate de forma trts , unde tr∈r, ts∈s şi tr(A) θ
ts(B), adică:

r|x|AθBs = { trts | tr∈ r & ts∈ s & tr(A) θ ts(B)}. 

Condiţia R∩S=∅ în definiţie este necesară. Dacă R∩S≠∅, atunci θ-joncţiunea nu 
este o relaţie. În cazul când θ este "=", θ-joncţiunea se mai numeşte echijoncţiune.

r A B C s D E
a1 b1 4 3 e1
a1 b2 2 4 e1
a2 b1 6 1 e2

Fig.2.16. 

q A B C D E
a1 b1 4 1 e2
a1 b1 4 3 e1
a1 b2 2 1 e2
a2 b1 6 3 e1
a2 b1 6 4 e1
a2 b1 6 1 e2

Fig.2.17. 

Exemplul 2.13. Fie relaţiile r(A B C) şi s(D E) din fig.2.16, unde dom(C) = 
dom(D). În fig.2.17 relaţia r|x|C>Ds este prezentă.
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Operaţia θ-joncţiunea poate fi exprimată prin operaţiile produsul cartezian şi
selecţia. Rezultatul unei θ-joncţiuni este acelaşi cu rezultatul unei selecţii operate asupra 
unui produs cartezian, adică r|x|AθBs = σAθB(r × s). 

Să observăm că operaţia selecţia poate fi simulată prin operaţiile θ-joncţiunea şi
proiecţie. Fie relaţia r(R). Pentru a calcula σAθa(r) se construieşte o relaţie s definită pe
un singur atribut, A. Relaţia s conţine un singur tuplu componenta căruia are valoarea a 
pentru atributul A. Atunci σAθa(r) = πR(r |x|Aθas). 

2.2.4. Joncţiunea (Joncţiunea naturală)
Definiţia 2.13. Fie două relaţii r(R) şi s(S). Joncţiunea relaţiilor r şi s (notaţia 

uzuală r|x|s) este o relaţie cu schema RS. Tuplul t aparţine relaţiei rezultat, dacă există
tuplurile tr şi ts în r şi s, respectiv, şi satisfac t[R]=tr şi t[S]=ts, adică

r |x| s = {t | t[R] = tr & t[S] = ts & tr∈ r & ts∈ s}. 

Deci, fiecare tuplu din relaţia rezultat este o concatenare a unui tuplu din r cu un 
tuplu din s ce au (R∩S)-valori egale. Atributele cu acelaşi nume în schema relaţiei 
rezultat se iau o singură dată.

Exemplul 2.14. În fig.2.18 sunt afişate relaţiile r(A B C), s(B C D) şi q(A B C D), 
unde q = r |x| s. 

Dacă R şi S sunt disjuncte, R∩S=∅, atunci joncţiunea relaţiilor r şi s este identică
cu produsul cartezian al lor, adică r|x|s = r × s. 

Dacă R∩S ≠ ∅ şi |R ∩ S| = k, atunci joncţiunea poate fi redată prin operaţiile 
proiecţia, selecţia şi produsul cartezian: r|x|s = πRS (σF (r×s)), unde F = (r.A1 = s.A1) &
(r.A2 = s.A2) & … & (r.Ak = s.Ak) pentru Ai∈ R∩S, 1 ≤ i ≤ k.

Dacă R=S, atunci r|x|s = r∩s. Într-adevăr:  

πRS (σF (r×s)) = πR (σF (r×s)) = πR ((r∩s) × (r∩s)) = r∩s. 

Operaţia joncţiunea nu este comutativă. În schimb, ea se bucură de proprietatea 
asociativă. Prin urmare, o cascadă de joncţiuni (r1 |x|(r2 |x|(…rk )) poate fi prefixată,
adică |x|(r1,r2,…,rk).  

Din exemplul 2.14 se vede că nu toate tuplurile relaţiilor r şi s participă la 
joncţiune. 

r A B C s B C D
a1 b1 c1 b1 c1 d1
a1 b2 c1 b1 c1 d2
a2 b1 c2 b1 c2 d3

b2 c2 d4

q A B C D
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a1 b1 c1 d1
a1 b1 c1 d2
a2 b1 c2 d3

Fig.2.18. 

s1 A B s2 B C s3 A C
a1 b1 b1 c1 a1 c1

a2 b1 b1 c2 a2 c1

q A B C
a1 b1 c1

a2 b1 c2

Fig.2.19 

Definiţia 2.14. Fie relaţiile s1(S1),…, sk(Sk). Considerăm o consecutivitate de 
tupluri t1,…, tk , unde ti∈ si (Si), 1 ≤ i ≤ k. Tuplurile t1,…, tk se numesc joncţionabile,
dacă există un tuplu t definit pe mulţimea de atribute S1∪…∪Sk şi t[Si]=ti, 1 ≤ i ≤ k. În 
caz contrar se numesc nonjoncţionabile.

Exemplul 2.15. Fie relaţiile s1(A B), s2(B C), s3(A C) şi q(A B C ) din fig.2.19, 
unde q=s1|x|s2|x|s3. Tuplurile<a1, b1>, <b1, c1>, şi <a1, c1> sunt joncţionabile. De 
asemenea <a2, b1>, <b1, c2>, şi <a2, c1> sunt joncţionabile, dar tuplurile <a2, b1>, <b1,
c2>, şi <a1, c1> sunt nonjoncţionabile. 

Să examinăm acum legătura dintre joncţiune şi uniune. 

 Fie relaţiile r(R), r1(R) şi s(S). Atunci are loc  următoarea egalitate: 
(r1∪ r)|x|s = (r |x|s) ∪ (r1 |x|s). 

Într-adevăr, notăm părţile stânga şi dreapta cu q şi q1 respectiv. Fie t∈q. Atunci 
există în r1∪r şi s două tupluri joncţionabile tr şi ts pentru care t[R]=tr şi t[S]=ts. Dacă
tr∈r, atunci ts∈r|x|s; dacă, însă tr∈r1, atunci t∈r1|x|s. Deci t∈q1 şi prin urmare q⊆q1.

Acum presupunem că t∈q1. Atunci t∈r|x|s sau t∈r1|x|s. În ambele cazuri rezultă
că t∈(r1∪r)|x|s =q. Deci  q1⊆q. Prin urmare q = q1.

Să cercetăm acum legătura dintre proiecţie şi joncţiune. Fie două relaţii r(R) şi
s(S). Notăm q =r|x|s (din definiţia operaţiei joncţiunea schema relaţiei q este RS). 
Proiectăm relaţia q asupra mulţimii de atribute R: r1= πR(q). În ce corelaţie se află r1 şi r
? Răspuns: r1⊆r. Într-adevăr, fie t un tuplu arbitrar în q. Atunci conform definiţiei 
operaţiei proiecţia r1 = {t[R]|t∈q}. Dar, pe de altă parte (în virtutea definiţiei operaţiei 
joncţiunea ), t[R] trebuie să fie şi tuplu în r. 

Exemplul 2.16. Fie relaţiile r(A B) şi s(B C). Notăm q=r|x|s şi r1 = πAB(q). În 
urma operaţiilor, observăm că tuplurile relaţiei r1 constituie o submulţime proprie a 
relaţiei r (vezi fig.2.20.). 
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r A B s B C
a1 b1 b1 c1
a1 b2

q A B C r1 A B
a1 b1 c1 a1 b1

Fig.2.20. 

Exemplul 2.17. În acest exemplu r1 = r. Sunt date relaţiile r(R) şi s(S) cu 
extensiile ca în fig.2.21, q = r|x|s, şi r1 = πAB(q). Este evident că semnul dintre relaţiile 
r1 şi r este "=", dacă pentru orice tuplu tr din r există un tuplu ts în s ce satisfac egalitatea 
tr[R∩S] = ts[R∩S]. Cu alte cuvinte, dacă π R∩S (r) = π R∩S (s). 

r A B s B C
a1 b1 b1 c1

a2 b2 b2 c2

q A B C r1 A B
a1 b1 c1 a1 b1

a2 b2 c2 a2 b2

Fig.2.21. 

Să considerăm acum legătura dintre proiecţie şi joncţiune, schimbând ordinea de 
aplicare a acestor operaţii. 

Fie relaţia q e definită pe mulţimea de atribute RS. Notăm r = πR(q) şi s = πS(q). 
Fie q1 = r|x|s. Care e relaţia dintre q1 şi q ? Răspuns: q⊆q1. Într-adevăr, fie t un tuplu 
arbitrar al  relaţiei q. Atunci tuplurile t[R] şi t[S] vor fi în relaţiile r şi s, corespunzător. 
Tuplurile t[R] şi t[S] sunt joncţionabile cu rezultatul t. Deci tuplul t este şi în relaţia q1.

În cazul când q = q1, se spune că relaţia q se descompune fără pierderi pe 
mulţimile de atribute R şi S. 

Exemplul 2.18. Relaţia q din fig.2.22 se descompune fără pierderi pe mulţimile 
de atribute AB şi BC, fiindcă q = q1, unde r = π AB (q), s = π BC (q), q1 = r|x|s. 

q A B C r A B
a1 b1 c1 a1 b1

a1 b2 c1 a1 b2

s B C q1 A B C
b1 c1 a1 b1 c1

b2 c1 a1 b2 c1

Fig.2.22. 
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Să continuăm procesul de descompunere a relaţiei q1 de acum. Fie r1 = π R (q1), şi
s1 = πS (q1). Construim joncţiunea q11= r1|x|s1.

Care este corelaţia dintre q1 şi q11? Răspuns: q1 = q11. Într-adevăr, proiectând r = 
πR (q), şi s = πS (q) asupra mulţimii de atribute R∩S obţinem egalităţile: πR∩S (r) = πR∩S
(πR (q)) şi πR∩S (s) = πR∩S (π S (q)). Dar π R∩S (πR (q)) = πR∩S (q) şi πR∩S(πS (q)) = πR∩S
(q). 

Din aceste egalităţi rezultă că π R∩S (r) = π R∩S (s). Ceea ce înseamnă că r =r1 şi s =
s1, de unde urmează că q1 =q11.

Corelaţia dintre joncţiune şi alte operaţii se propun în calitate de exerciţii la 
sfârşitul acestui capitol. 

2.2.5. Diviziunea 
Definiţia 2.15. Fie r(R) şi s(S) două relaţii şi S⊆R. Notăm Q = R \ S. Diviziunea 

relaţiei r la relaţia s, notată cu r÷s, este o relaţie definită pe mulţimea de atribute Q: 
r÷s = {t| pentru ∀ts∈ s(S) ∃tr∈ r(R) ce satisface tr[Q]=t şi tr[S]=ts}. 

Remarcă. Operaţia diviziunea poate fi concepută drept operaţie inversă
produsului cartezian. Fie q=r÷s. Atunci q×s produce o relaţie cu schema R şi relaţia q va 
conţine numărul maximal de tupluri ce ar satisface expresia q×s⊆r. 

Teorema 2.1. Fie două relaţii q(Q) şi s(S). Dacă r=q×s, atunci q= r÷s. 
Demonstraţie. Relaţia r este definită pe schema QS. E suficient să demonstrăm că

q⊆ r÷s şi r÷s⊆ q. 
 Să arătăm că q⊆ r÷s. Fie w: = r÷s şi t e un tuplu în q. Fiindcă pentru orice tuplu ts

din s concatenarea tuplurilor t şi ts este în r = q×s, urmează (din definiţia operaţiei 
diviziunea) că tuplul t este în relaţia w. Deci q⊆ w. 

Să arătăm acum că r÷s⊆ q. Fie w:= r÷s şi tw e un tuplu arbitrar din w. Atunci, 
pentru orice tuplu ts din s (din definiţia operaţiei diviziunea), concatenarea tuplurilor tw

ts este un tuplu din r. Orice tuplu în q×s constă din concatenarea unui tuplu din q cu un 
tuplu din s. Prin urmare, există în q un tuplu t, încât t=tw. Deci tw∈q şi atunci w⊆q.

Exemplul 2.19. Fie relaţia r(A B C) din fig.2.23. În fig.2.24(a)-2.24(e) sunt 
prezentate relaţiile s şi q, unde q= r÷s. Să se observe că q×s⊆r şi că q conţine un număr
maximal de tupluri ce posedă această proprietate. 

r A B C
a1 b1 c1
a2 b1 c1
a1 b2 c1
a1 b2 c2
a2 b1 c2
a1 b2 c3
a1 b2 c4
a1 b1 c5
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Fig.2.23. 

 

s C q A B
c1 a1 b1

a2 b1
a1 b2

Fig.2.24(a). 

s C q A B
c1 a1 b2
c2 a2 b1

Fig.2.24(b). 

s C q A B
c1 a1 b2
c2
c3
c4

Fig.2.24(c). 

s B C q A
b1 c1 a1

a2

Fig.2.24(d). 

s B C q A
b1 c1 a1
b2 c1

Fig.2.24(e). 

Teorema 2.2. Operaţia diviziunea poate fi exprimată în termenii produsului 
cartezian, diferenţei şi proiecţiei: r÷s=πQ(r)\ πQ((πQ(r)×s)\r). 

Demonstraţie. Fie tuplul t∈πQ(r)\ πQ((πQ(r)×s)\r). Atunci t∈πQ(r) şi
t∉πQ((πQ(r)×s)\r). Presupunem că există în s un tuplu ts încât tuplul format prin 
concatenarea tuplurilor t şi ts, adică tts, nu este în relaţia r. Atunci tuplul t trebuie să
aparţină relaţiei πQ((πQ(r)×s)\r) ce e contrazicere. Prin urmare, tuplul tts este în r, adică
t∈r÷s. 
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Invers, dacă t este un tuplu în r÷s, atunci t este în πQ(r). Tuplul t nu poate aparţine 
relaţiei πQ((πQ(r)×s)\r), fiindcă atunci ar trebui să existe în s un tuplu ts, încât 
concatenaţia tts să fie în πQ(r)×s şi să nu fie relaţia r. 

Deci  t∈πQ(r) \ πQ((πQ(r)×s)\r). 

Să subliniem că operaţia diviziunea nu este nici comutativă, nici asociativă.

Din definiţia diviziunii şi remarcă urmează că, dacă relaţia r[R] este o submulţime 
proprie de tupluri a relaţiei s(S), atunci r÷s este o relaţie vidă.

Dacă S=∅ atunci r÷s este indefinită, fiindcă indefinită este s(∅). 

2.2.6. Semijoncţiunea 
Semijoncţiunea e o operaţie binară. Ea constă în construirea unei relaţii din cele 

două şi e formată numai din tuplurile unei singure relaţii ce participă la joncţiune. 

Definiţia 2.16. Fie două relaţii r(R) şi s(S). Semijoncţiunea relaţiei r şi s, notată cu 
r|x s, este o mulţime de tupluri determinată de expresia  r|x s = πR(r|x|s). 

Exemplul 2.20. Fie relaţiile r(A B), s(B C) şi q(A B) din fig.2.25. Relaţia q = 
r|xs. 

r A B s B C q A B
a1 b1 b1 c1 a1 b1
a1 b2 a2 b1
a2 b1

Fig.2.25. 

2.3. Expresii algebrice 
Uniunea, diferenţa, produsul cartezian, proiecţia, selecţia şi atribuirea sunt 

operaţiile de bază ale algebrei relaţionale. Celelalte operaţii, precum s-a văzut, se 
exprimă prin aceste şase. Dar un limbaj algebric de interpelări ce ar folosi numai 
operaţiile de bază e destul de neeficient. Prin urmare, sunt utile şi operaţiile adiţionale: 
intersecţia, θ-joncţiunea, joncţiunea, semijoncţiunea şi diviziunea. 

Definiţia 2.17. Fie U=A1…An mulţimea universală de atribute, dom(U) = 
{dom(Ai)| Ai∈U & 1≤i≤n} şi, fdom:U→dom(U), o funcţie ce pune în corespondenţă 
fiecărui atribut din U un singur domeniu (unele atribute pot avea aceleaşi domenii de 
valori). Fie Db = {R1,…,Rm} schema bazei de date asupra U, unde U = R1…Rm, şi db =
{r1,…,rm} o bază de date cu schema Db. Fie Θ={=, ≠, <, ≤, >, ≥} mulţimea de operaţii 
aritmetice de comparare asupra domeniilor din dom(U) şi fie O mulţimea de operaţii ce 
include cel puţin cele şase operaţii relaţionale de bază. Algebra relaţională asupra U, 
dom(U), fdom, Db, db, Θ şi O este tuplul A = (U, dom(U), fdom, Db, db, Θ, O). Expresie 
algebrică asupra A este orice expresie bine formată (în corespundere cu restricţiile 
impuse operaţiilor relaţionale) de relaţii din db şi relaţii constante cu scheme din Db 
legate cu operaţii din O. 
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În expresiile algebrice, se admit parantezele şi se presupune că operaţiile binare nu 
au prioritate una faţă de alta, cu excepţia priorităţii operaţiei ∩ faţă de ∪. Într-o 
consecutivitate de relaţii legate cu aceeaşi operaţie parantezele pot fi omise, dacă,
bineînţeles, operaţia este asociativă. Numele de relaţii r1,…,rm servesc drept variabile, 
unde ri parcurge mulţimea de relaţii cu schema Ri, 1≤i≤m. Să nu luăm în seamă
ambiguitatea că ri denotă atât numele unei relaţii, cât şi o instanţă curentă a unei relaţii 
cu schema Ri.

Exemplul 2.21. Fie relaţiile articole(ART_ID ART_NUME ORAŞ BUCĂŢI
PREŢ), clienţi(CL_ID, CL_NUME, CL_ORAŞ, REDUCERE), agenţi(AG_ID, 
AG_NUME, AG_ORAŞ, COMISION), comenzi(LUNĂ, CL_ID, AG_ID, ART_ID, 
BUCĂŢI, SUMĂ). Expresiile algebrei relaţionale ce corespund unor interpelări puse la 
baza de date db = (articole, clienţi, agenţi, comenzi) sunt redate mai jos.

(a) Să se găsească numele clienţilor ce au comandat cel puţin un articol la preţul
0.50 lei. 
πCL_NUME ((πART_ID (σPREŢ=0.50 (articole)) |x| comenzi)|x| clienţi)

(b) Să se găsească numele clienţilor ce n-au dat nici o comandă prin agentul a03. 
πCL_NUME (clienţi |x| (πCL_ID (clienţi)\ πCL_ID (σAG_ID="a03" (comenzi)))) 

(c) Să se găsească clienţii ce-şi plasează comenzile numai prin agentul a03. 
πCL_ID (clienţi) \ πCL_ID (σAG_ID≠"a03" (comenzi)) 

(d) Să se găsească articolele ce nu au fost comandate de vreun client din Chişinău
printr-un agent cu sediul la Bălţi. 
πART_ID (articole) \ πART_ID ((πCL_ID (σCL_ORAŞ="Chişinău" (clienţi)) |x| comenzi)
|x| σAG_ORAŞ ="Bălţi" (agenţi)) 

(e) Să se găsească numele clienţilor ce au comandat toate tipurile de articole la 
preţul 0.50 lei. 
πCL_NUME (clienţi |x| (πCL_ID ART_ID(comenzi) ÷ πART_ID (σPREŢ=0.50 (articole)))) 

(f) Să se găsească clienţii ce au comandat toate tipurile de articole comandate de 
oricine. 
πCL_ID ART_ID (comenzi) ÷ πART_ID (comenzi)

(g) Să se găsească agenţii ce au primit comenzi de livrare ale articolelor comandate 
şi de clientul c004. 
πAG_ID ART_ID (comenzi) ÷ πART_ID (σCL_ID="c004" (comenzi)) 

(h) Să se găsească clienţii ce au comandat articolele art01 şi art07. 
πCL_ID (σART_ID ="art01" (comenzi)) ∩ πCL_ID (σART_ID ="art07" (comenzi)) 

(i) Să se găsească clienţii ce au plasat comenzi prin agenţii care au livrat articolul 
art03. 
πCL_ID (comenzi |x| πAG_ID (σART_ID ="art03" (comenzi))) 

(j) Să se găsească clienţii ce au comandat articole cu o reducere la preţ ca a 
clienţilor din Chişinău sau Iaşi. 
πCL_ID (clienţi |x| πREDUCERE (σCL_ORAŞ="Chişinău" ∨ CL_ORAŞ="Iaşi" (clienţi))) 
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(k) Să se găsească articolele, ce au fost comandate prin agenţii, ce au primit comenzi 
de la clienţii, ce au comandat cel puţin un articol printr-un agent, ce a servit 
clientul c001. 
πART_ID (comenzi |x| (πAG_ID (comenzi |x| (πCL_ID (comenzi |x| (πAG_ID (σCL_ID 

="c001" (comenzi)))))))) 

Evaluarea unei expresii algebrice presupune efectuarea operaţiilor asupra relaţiilor 
din expresie în ordinea indicată de operatorii din expresie sau de paranteze. Rezultatul 
evaluării unei expresii este o relaţie. Deci orice expresie algebrică defineşte o funcţie, ce 
aplică mulţimea de relaţii din expresie într-o singură relaţie. Schema acestei relaţii 
depinde de schemele relaţiilor ce compun expresia algebrică. Notăm cu sch(E) schema 
expresiei algebrice E. 

Definiţia 2.18. Schema expresiei algebrice sch(E) se defineşte recursiv: 
(1) dacă E este o relaţie constantă, atunci sch(E) este schema relaţiei; 
(2) dacă E este relaţia ri cu schema Ri, atunci sch(E) = Ri;
(3) dacă E este una din expresiile E1 ∪ E2, E1 ∩ E2, E1\E2, ~E1 şi σF(E1), unde F 

este o formulă aplicabilă lui E1, atunci sch(E) = sch(E1); 
(4) dacă E este πX(E1), atunci sch(E) = X; 
(5) dacă E este E1 ÷ E2, atunci sch(E) = sch(E1)\sch(E2); 
(6) dacă E este una din expresiile E1×E2, E1|x|FE2 şi E1|x|E2, atunci sch(E) = 

sch(E1) ∪ sch(E2); 
(7) dacă E este ri:=rj, unde relaţiile ri şi rj au schemele Ri şi Rj, respectiv, atunci 

sch(E)=Rj.

2.4. Exerciţii 
2.1. Fie relaţiile r(A B C) şi s(B C D), a∈dom(A) şi b∈dom(B). Care din 

expresiile algebrei relaţionale de mai jos sunt corecte? 
(a) r∪s;  
(b) πB(r) \ πB(s);  
(c) σB=b (r);  
(d) σA=a,B=b(s);  
(e) r|x|s;  
(f) πA(r)|x|πD(s). 

r A B C s B C D
a b c b1 c1 d
a b1 c1 b2 c1 d1
a b2 c1 b2 c d
a1 b1 c

Fig.2.26. 

2.2. Fie r şi s sunt relaţiile din fig.2.26. Să se calculeze expresiile: 
(a) ~r; 
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(b) ~s; 
(c) σA=a(r);  
(d) toate expresiile formulate corect din exerciţiul 2.1. 

2.3. Fie relaţiile r(R) şi s(S), şi fie K⊆R este cheia relaţiilor r şi s. Care din 
relaţiile de mai jos au în calitate de cheie mulţimea K? 
(a) r∪s;  
(b) r∩s;  
(c) r\s;  
(d) ~r;  
(e) πK(r);  
(f) r|x|s. 

2.4. Fie relaţia r(R), A∈R, a, b∈dom(A). Care din expresiile de mai jos sunt 
corecte? 
(a) σA=a, A=b(r) = ∅;
(b) σA=a, A=b(r) = σA=a(r). 

2.5. Fie relaţiile r(R) şi s(S), A∈R şi a∈dom (A). Confirmaţi sau infirmaţi
următoarele egalităţi: 
(a) σA=a(~r) = σA=a(r); 
(b) σA=a(r∩s) = σA=a(r)∩s. 

2.6. Fie relaţia r(A B C). Ce se poate de spus despre numărul de tupluri ale 
relaţiei σA=a(r) ? 

2.7. Fie relaţia r(R), X⊆R, A∈R şi A∉X. Să se găsească un exemplu ce ar 
infirma egalitatea πX (σA=a(r)) = σA=a (πX(r)). 

2.8. Fie relaţiile r(R), s(R) şi X⊆R . Confirmaţi sau infirmaţi egalităţile: 
(a) πX(r∩s) = πX(r)∩πX(s); 
(b) πX(r∪s) = πX(r) ∪πX(s); 
(c) πX(r\s) = πX(r) \πX(s); 
(d) πX(~r) = ~πX(r). 

2.9. Fie relaţia r(R), A∈R. Notăm S=R\A. Care sunt corelaţiile dintre 
dimensiunile relaţiilor r, σA=a(r), πA(r), πS(r), σA=a(πA(r))? 

2.10. Fie relaţiile r şi s. Să se arate că:
(a) s|x|s=s; 
(b) r|x|s = r|x|(r|x|s). 

2.11. Fie relaţiile r(R), s(S) şi A∈R. Să se arate că σA=a(r|x|s) = σA=a(r)|x|s. 

2.12. Fie relaţiile r(R), r1(R) şi s(S). Confirmaţi sau infirmaţi egalităţile: 
(a) (r∩r1)|x|s = (r|x|s)∩(r|x|s); 
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(b) (r \ r1)|x|s = (r|x|s) \ (r1|x|s); 
(c) ~r|x|~s = r|x|s. 

2.13. Fie relaţiile r(R), s(S) şi R∩S = ∅. Să se arate că (r|x|s)÷s = r. 

2.14. Fie relaţiile r(R), s(S), s1(S) şi S⊆R. Să se arate că s⊆s1 implică r÷s1⊆ r÷s. 
Să se arate că afirmaţia inversă nu e corectă.

2.15. Fie relaţiile r(ABC) şi s(BCD). Care este schema expresiei algebrice  
E = πA(σB=b(~r)) |x| πB(πBC(r) \ πBC(s)). 


