Parabola 1

Parabola

Se numete parabola mulimea punctelor planului egal detate de un punct daE al
planului numit focasi de o dreagit | din plan,F Ol , numit directoare.

Daa punctul M apatine parabolei, segmentF , precumsi lungimea lui se nunye
raza focala a punctuluiM . Distanta de la focarul parabolei la directoare se natepzsi se

numeate parametrul parabole.

Daa sistemul de axe ortogonale este ales astfel wc@tabsciselor trece prin focarul
parabolei perpendicular pe directogreeste orientdt de la directoare spre focar, iar originea
sistemului este mijlocul segmentullAF (A este proiega focarului pe directoare), atunci
ecuaia canonié@ a parabolei este

y? =2px. (1)

directoare

varf O

axa paraboli

Parabola cu ectia (1) este situatin semiplanulx >0, are varfulO (0,0), axa ei este axa

absciselor, iar directoarea are gt = -P

2

Parabolele cu ectide y®> =-2px, x>=2py, x*=-2py au varful InO(00) si sunt
situate respectiv in semiplanete<0, y>0, y<0.

Ecuaia y=ax®+bx+c, a#0, (a,b,cOR) definate o parabdl a cirei axi de simetrie
este paraldl cu axa ordonatelor. Varful, focarul, directoase@arametrul acestei parabole sunt
respectiv:

vV —E,—A , F —E,—A+i , I:y=—A—+1, p=i, undeA =b? - 4ac.
2a 4a 2a 4a 4a 4a 2a



Parabola 2

Analog, parabolax=ay’+by+c ,az0 are axa paral@l cu axa absciselor si

V[—A,—EJ, F[_AJrl,—LJ, I:x=—A—+1, p=i (A =b? - 4ac).
4a 2a 4a 2a 4a 2a

Problemerezolvate

1. Si se scrie ecui parabolei:
a) cu focarulF (4,0) si directoareax+4 =0,

b) cu focarulF (-30) si directoareax—3=0;
c) cu focarulF (05) si directoareay +5=0;
d) cu focarulF (0,-2) si directoareay -2 =0;
e) cu focarulF (34) si directoareax+1=0;

Soluii

In fiecare din cazurile a)-d) avem valoareagjisi ecuaiile parabolelor se scriusar:

a) y* =16x; b) y* = -12x; c) x* = 20y; d) x* = -8y.

e) Deducem ectia parabolei utilizand defina. Fie M (x,y) apatine parabolei. Avem

MF :\/(x—E;)2 +(y—-4)%, iar distama de laM la directoare este edgatu |x+1|. Conform

definitiei |x+1= \/(x—3)2+(y—4)2. Ridicim ambele prti ale acestei ectia la patrat,

simplificam si obtinem ecuda ceru x = % y?—y+3.

2. SA se scrie ecum parabolei cu focarul:

a) F(g ,Oj si varful V (00);

b) F (50) si varful v[g ,oj;

c) F (21 si varful V (0);
d) F(2)) sivarful V (20);
e) F (32)si varful V (3)).

Soluii

Varful parabolei este mijlocul segmentuléiF , unde A este proiega focarului pe
directoare, iar vectorlWF este un vector normal al directoarei.



Parabola 3

a) PunctulA are coordonatel%—g ,Oj si g: g ecuaia parabolei estg® = 6x .

b) A(00), ecuaia  directoarei x=0 si ecuaia parabolei este
J(x=5%+y? =|x| < y?=10x-25
c) A(-21), ecuaia directoarei x+2=0 si ecuaia parabolei este

V=27 + (=97 =x+2] = x=2(y-D"

d A(R-1, ecuaia directoarei y+1=0 si ecuaia parabolei este

V=27 + (=97 Ay 1l = y=5(x-2

e) A(30), ecuaia directoareiy =0 si ecuaia parabolei este}\/(x—3)2 +(y-2)% 9vy|
1
e y==(x-3)%+1L
y 4( )

3. Sa se determine focarul, varfgildirectoarea parabolei:

a) y* =4x;
b) y* = -6x;
c) X* =y;
d)x* = -16y.
Soluii

ap=2= Epzl = F (10), V (00),directoareax+1=0.

3

b) p=3 = gzg = F(—E,Oj, V (0,0), directoareax —— = Q.

N w

1

1 1 . 1
C) p== == F| 0,= |, V (0,0), directoareay + = = 0.
) P > = 1= ( 4j (00) y+

P
2
p

d p=8 = 5:4 = F(0,-4), V (00),directoareay —4 = 0.

4. S se afle axa de simetrie, varful, focagudlirectoarea parabolei:
a) y® = -4x+10;
b) y* =8x-2;
c) x> =6y+4



Parabola 4

d) x* =-12y- 6.
Soluii
a) y’* =-4x+10 - x:—£y2+§.Avem a:—i, b=0, c=2 = a=>,
4 2 4 2 2
. ) . 5 3 . 7
Axa de simetrie este axa absmseMrE 0|, F E’O , dlrectoareax—z =0.
b) y? =8x-2 - x=£y2+l.Tn acestcaa=£, b=0, c=l, A=-1
8 4 8 4 8

Axa de simetrie este axa absciselor. Véﬂé% ,Oj, focarul F(% ,Oj, directoareax +% =0.

C) X*=6y+4 - y:%x2 —%. Axa de simetrie este axa ordonatelor, véﬂ@lo,—g),
focarul F(O,gj, directoareay+%)’ =0.

1
d) xX>?=-12y-6 - =-—x2-
) y y=-1

V(O,-Ej, focarul F(O,—Z} directoareay—§ =0.
2 2 2

1 . ) R
> Axa de simetrie este axa ordonatelor, varful

5. Si se scrie ecui paraboleiy = x* +bx+c dad V (57) este varful ei.

Soluie
2 —
Pentru a=1 avem _b_.b si _A_b 4C. Cum varful parabolei
2a 2 4a 4
b A _g = b=-10
y=ax’+bx+c estev(——,——) in cazul nostru ave o .
2a’ 4a _b2—4c_7 c=32
4

Ecuaia parabolei este/ = x* —10x + 32

6. Si se scrie ecum paraboleiy = ax® +bx+c daci ea trece prin punctelé\(0,-3),
B@O), C(27).

Soluie
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c=-3
Coeficienii a,b,cse olin din sistemul de ectiasa+b+c=0 , care este conse¢im
da+2b+c=7

faptului & punctele date apam parabolei. Decia=2, b=1, ¢c=-3 si ecuaia parabolei este
y=2x*+x-3.

7. Si se determine un punct al paraboiéi = 8x, a cirui distani la focar 4 fie egal cu

4
Soluie

Rescriem ecu& parabolei sub forma
y? =24
si obtinem p=4, ceea ce aratca focarul esteF (20), iar directoarea estex+2=0. Cum
MF =|x+2 pentru orice punct al parabolei, din caiaproblemei ofinem |x+2 = 4. De aici

si din faptul @ x>0 = x=2.Din y*=8[X, pentrux =2 oktinem y, = 4, y, =—4. Deci
doud puncteM, (24)si M, (2,-4) verifica condtiile problemei.

8. Si se scrie ecui tangentei la parabolg® = 2px Tn punctul eiM,(X,, Y, )-

Soluie

Rescriem ecusm parabolei in forma yly=px+ px si consideim ecuaia
Y, = PX+ pX,. Cum p #0, aceasta este eciza unei drepte care trece prin punctul dat
M, (X, Y,). In plus, obsem ci aceast dreapi si parabola au punctuM ,(x,,y, ¥a punct
y? = 2px
Yo = PX+ PX, -

Substituim px din ecu@a a doua a sistemului Tn prima egieasi obtinem, pentru
determinarea ordonatei punctului de intetigececugia y* —2y,y+2px, =0. Discriminantul
acestei ecua A = 4(y; —2px,) =0.

dublu de intersaie. Intr-adevr, fie sistemul{

. 2 : . , .
De aici y,, = —2£ :% =Y, si My(X,,Y,) este punct dublu de intersieca parabolei
a

cu dreapta. Astfel am dedus ecuaia tangentei la parabolg® = 2px n punctul eiM ,(X,, Y,)
esteyy, = p(x+X,).

9. Si se scrie ecudle tangentelor duse din punctél(-2,—1) la parabolay?® = 4x.

Soluie




Parabola 6

Obserdm c punctul dat nu apg@ne parabolei. FieM (a,b) punctul de tange#
Conform ecugei deduse in problema precedeatuaia tangentei inVi esteby = 2x + 2a.

Cerem ca acedstlreapi si treaé prin punctul A si obtinem egalitatea—b = -4 + 2a.

a:—9+2

Rezoham sistemul de ectia 2
b* = 4a.

Obtinem dou puncte de tangen M, (4,-4), M, (L2). Respectiv avem ectide celor

doua tangentey = —g -2si y=x+1.

10. Si se determine congi ca dreaptay = kx + m si fie tangeni la parabolay® = 2px .

Soluie

Pentru determinarea paei reciproce a dreptei dageparabola dattrebuie § rezolham
y =kx+m,

sistemul de ecui ¢ ~
y© =2px

Acest sistem poate avea dosoluii diferite, dow soluii coincidentesi nici o soldie.
Respectiv, dreapta parabola se intersectéaim dou puncte distincte (dreapta este secanta
parabolei), dreaptai parabola au daupuncte comune confundate (dreapitgparabola sunt
tangente), dreapta parabola n-au puncte comune (dreapta nu intexaggbarabola).

Deci, in conformitate cu cele de mai suserintele problemei substituiny = kx + m Tn
ecuaia y* =2px si cerem ca discriminantul ectig primite k?x* + 2(mk — p)x+m® = 0 si fie
nul.

Avem A = 4(mk — p)® —4k’m?* si A =0 implica condiia p = 2mk.

Deci, pentru ca dreaptg = kx+m si fie tangent la parabolay® = 2px este necesar ca
p = 2mk.

11. Si se scrie ecum tangentei la parabolg/® =4x care este paralelcu dreapta
2x—-y+7=0. S se determine coordonatele punctului de tatigen

Soluie
Ecuaia tangentei cerute are forma=2x+m. Utilizand formula dedusin problema

precederitpentrup =2, k=2 oltinem2=4m, m= %

. . . 1
Deci ecuda tangentei estg = 2x + >
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y? = 4x
Rezoham sistemul 1 si gasim punctul de tangein M (1 ,1}
y =2X+— 4

12. Din punctul M,(X,,Y, ) s€ construiesc dauangente la parabolg® =2px. Si se
scrie ecufia dreptei care ugee punctele de tanggn

Soluie

Fie M (x,,y,) si M,(x,,y,) punctele de tangeéhcu parabola a tangentelor duse din
M,.Scriem ecugile tangentelorM,M, si M,M, :

MMy o vy, = p(X+Xx)

MM, o yy, = p(X+X,).

Cum M, apatine fiecirei din aceste tangente, au loc egélé

Yo = P(X, +X) i YoYa = P(X, +X,).
Aceste dod egaliiti arag ca puncteleM ,(x,,y,) si M,(x,,Y,) apatin drepteiy,y = p(x+ X,).
Cum doud puncte distincte deterniino singué dreap, ecuaia y,y = p(x+Xx,) este ecusa
dreptei ce unge punctele de tanggn
Observatie. Daci M, (X,,Y,) apatine paraboleiy” =2px ecuaia y,y = p(X+X,) este
ecuaia tangentei la parakioln acest punct, iar dadM ,(x,, y,) nu apatine parabolegi din acest

punct pot fi duse dautangente, acegiaecuaie y,y = p(x+X,) este ecus coardei ce urgee
punctele de tangén

13. Din punctul (g,—e&j sunt duse tangentele la parabofd =6x. Si se calculeze

lungimea coardei care wte punctele de tanggn
Soluie

Pentru p=3 x, :%, Y, =—6 scriem ecuga dreptei care ugee punctele de tanggn

(vezi problema precedent
—6y:3(x+%) = 2x+4y+9=0.

2Xx+4y+9=0

y* =6x

Rezolvand sistemu{ >

gasim punctele de tanggan(%?,—Qj, N[E,—S}

2
Deci MN =\/[§—gj +(-9+3)° =180 =645.
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Probleme propuse
1. S4 se scrie ecum parabolei simetrice n raport cu axa ordonatedorvarful in origine
si care taie din dreapts = 2x 0 coard de Iungimea4«/§.
2. Sa se scrie ecui parabolei cu varful in origine in fiecare dirzgale:

a) parabola este simetiicfata de axa absciselor, are parametqpE5 si este
situaf in cadranele §i IV;

b) parabola este simetéicfata de axa absciselor, are parametquk 15 si este
situaf In cadranele I§i I,

c) parabola este simetiidata de axa ordonatelor, are parametiqkE 3 si este
situah In cadranele Il§i IV,

d) parabola are ca axe simetrie ax@®x si trece prin punctulA(-4,4).
3. Si se determine focargi directoarea paraboley® = —10x
4. Si se scrie ecui parabolei cu focarulF (30) si directoareax+2=0.

5. S se afle axa de simetrie, focagullirectoarea parabolei:

a) y’=-6x
1
b) y?>==x;
)y >
c) x? =16y;

d) y>-4x+4=0;
e) x*-2y+4=0;
f) x*+6x+4y+5=0,
g) y>’-2y-8x-31=0.

6. S se scrie ecum parabolei cu axa de simetrie vertical care trece prin punctele
A(-10), B(10), C(0,-1).

7. Si se determine punctele de intergzale drepteix+ y—2 =0 cu parabolax® = 2y.
8. i se afle raza focala punctului paraboley® =10x, daci abscisa lui este egatu 6.

9. Si se scrie ecum tangentei la parabolay® =4x, care este parakelcu dreapta
Xx+y-5=0.
10. Si se determine punctele de intergzale parabolelor:
a) xX*=4y i y? = 4x;
b) y=x*-2x+1 si X=y*-6y+7.

11. Si se scrie ecuile tangentelor duse din punctél(0,-1) la parabolay = x* +2x+ 3.
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12. Si se determine punctele de intetseale paraboley? = 24x

2 2

) X y

a) cu elipsa—+ =1

) P 10C 22t L
2

b) cu hiperbola>— -
10C 22t

2

=L

13. Si se afle unghiul dintre tangentele duse din pungt(#,9) la parabolay® = 36x .

14. S se afle aria triunghiului anginit de axele de coordonage tangenta in punctul
A(22) la parabolay’ = % X2,

15. Sa se scrie ecum parabolei cu axa de simeti@x si care trece prin punctelé(2,2)
si B(-11).

16. Din punctul A(0]) sunt duse tangentele la parabgla x* + Si.se scrie ecum
coardei ce unge punctele de tanggen



