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Numere complexe

Forma algebrica a nundrului complexz estez=a+bi, undea si b sunt numere reale.
Numirul a se numgte partea reali a nundrului complexz si se scriea = Rez, iar nunarul b
se numgte partea imaginara a nunarului complex z si se scrieb=Imz. Simbolul i se

numete unitate imaginari si i* =-1.
Numerele complexe, =a, +bji si z, =a, +b,i suntegale daé si numai dag a, = a,,
b, =b,.

Numirul complex z=a-hbi se numgte numar conjugat numirului z=a+hbi, iar
numarul —z=-a—bi se numgte nundr opus luiz=a+bi.

Fie zi=ay+bii si z=ax+b,i dowa numere complexeSuma z +z,, diferenta z -z,

produsul z [z, si catul i(z2 #0) a numerelor complexe, si z, se calculeaz conform
ZZ

formulelor:
2,+z,=(a +a,)+ (b, +b)i, 1)
zl—zzz(al—a2)+(b1—b2)i, (2)
z, [z, =(3,a, —bb,) +(ab, +ba,)i, (3)
2z _ 2,7, _(a +hi)a, —byi) _aa, +bb, ahb -ab,.
= 2 2 2 2 + 2 2 I (4)
z, 7,1z a, +b; a, +h; a, +b;

Operaiile de adunarai inmultire a numerelor complexe sunt comutativeasociative,
Tnmutirea este distributivfata de adunare.

Modulul numirului complex z=a+hi este nurirul |74 =|a+bi|=+va*+b*. Au loc
egalititile |z || z| si z[Zz=| z[?. Se va folosi notia | z|=r .
Argumentul numarului complexz =a+bi este nurirul ¢ determinat din egalitile

cow:?:ﬁ, sin¢:$:ﬁ. (5)
Argumentul nurarului complexz se noteaz arc z.
Din egalititile (5) rezult
a=rcos¢g, b=rsing (6)
si obtinemforma trigonometrica a nunarului complexz=a+hi:
z=r(cosp +ising). @)

Argumentul principal arcz al nunirului complex z este acea valoare a Igi care
apatine intervalului(-r, 1] .
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Intre mutimea numerelor complexe&€ si multimea punctelor (razelor-vectoare) ale
planului inzestrat cu un sistem de axe ortogom@lg se stabilgte o bijecie astfel:

z=a+bi = M(ab) = OM ={ab}.
Aceasti bijeaie permite ca numerele complexefge interpretate ca puncte ale planului

de coordonate sau caze-vectoareOM (vezi figura).

Axa imaginait

O a Axa reak

Modulul r al nunirului complex z=a+bi se interpretedzca lungimea segmentului

OM (lungimea vectoruluim), unde M (a,b), iar argumentul nuamului complex z# 0 este
egal cu nirimea unghiului dintre direi@ pozitivi a axei absciselai semidreapt®M.

Modulul si argumentul determinnumirul complex in mod univoc. Nuirul complex
z=0 nu are argument, dar are modulul egal cu zero.

Orice dod argumente ale nuirului complex difed printr-un nunar multiplu al lui 27 .

Pentru orice numere complexe z z,z,#0, z=r(cosp +ising),
z, =r,(cosp, +ising,), z, =r,(cosp, +ising,) au loc reldile:
N Lt P 3
4= % {¢1:¢2+2kﬂ, kOZ, ©)
z [z, =1, [,(cos@, +¢,) +isin@, +¢,)), 9)
2 = D (cos@, - ¢,) +isin@, - 4,)), (10)
ZZ r2
z" =r"(cosng +isinng)  (formula lui Moivre ), (12).

Radacina de ordinul n, nON*, n=2 anunirului complexz este nurirul complex
u cu proprietateal" = z.

Toate #dacinile ecuaiei u" = z se noteazprin Wz,

Daci z=r(cosg +ising), atunci fiecare din cela radicini ¥/z se olin din formula:
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vz = \/F(cos¢ 2 T Lisin ¢+ 2kﬂj (12)

n n

pentruk =0,1 2, ...,n-1.

Exercitii rezolvate

1. S se calculeze suma, difetanprodusuli catul numerelor complexe, si z,.
a) z,=2-5,2z,=1-6i;
b) z,=3+4i,z,=3-4i;
C) z=-3+2i,2z,=13-i.
Soluii

Aplicand formulele (1)-(4) avem:

a) z+z,=(2-5)+@1-6)=(2+D+(-5-6)i =3-11;

z,-2,=(2-5)-(1-61)=(2-) +(-5-(-6))i =1+i;
z, (7, = (2-5i) (1~ 6i) = (2[1 - (-5)(-6)) + (2[{-6) + (-5) ()i = -28-17i;
Z _2- 5 _2-5i E’}.+6| (20— (-5) ) + (2B + (-5) )i _ 32+7i g 7.

—i.
z, 1-6i 1-6i 1+6i 1% + 62 37 37 37
o oL A, L T 24,
b +72,=6;,2-2,=8;z[ =25 —=—-—+—I|.
) z,+Z, 4~ 7 Z 7, 2, o5 o5
_ . _ - _ .z, _ 41 23,
C) z1+2,= 10+i; z-72,=-16+3i; 22, = -37+29,— =—-———+—1.
) arz a2 aze z, 170 170
2. Si se calculeze: a)4_?|+2+_5|; b) 2+3'_—ﬂ; c) L+
1+i 1-i 4-2i 2 (\/§+|)(1+|\/_)
1+i 1-i
d + .
)(1—i)2 @+i)?
Soluii
a)4—2i+2+5i:(4—2i)(1—i)+(2+5i)(1+i):2—6i—3+7i 21 1|
1+i 1-i @a+i@a-i 2 2 2
b) 2+3 1-3 _ 21(2+3)-(4-2)@1-3) _ -6+4i+2+14 _ -4+18 _
4-2i 2 2i(4-2) 4+8 41+ 2i)

_(-4+18)(1-2i) 32+26 _8 13
4(1+2i)(1-2i) 4% 5 10
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0 1+i _L+i_ @+l _-1+i 1 1
(3+i)1+iv3) 4 4i 1 -4 4 4
d) 1+, 1-i _@+i)P+(@-i)’ _2-6_

@a-i* @a+i)* [@a-na+in? 4

3. S se simplifice fiecare din expresiile: &Y ; b) i°%; ¢) i®; d) i®.
Soluii

Avem it=i, i2=-i, i*=i?0=-, i*=i?0%=(-)-)=1 iS=i‘0=i,
i®=i*m?=10°=-1 i’ =i*0°=-i, i®=(i*)? =1, prin urmare, puterile naturale ale lui
sunt egale ciclic cu, 1, —i si 1.

Astfel, pentruOnON,, i*" =1, i*™ =i, i*™? =-1, i*™® =-j. De aici:
a)i41=i40+1=i40|j]=i.
b)i62=i4EI15|j]2=1|j]2=_1;

C) i79:i4EI]9+3

d) i =i“® =1,

4. Sa se determine numerele realgi ¥ astfel incat au loc egatitle:

a)§i —di+4=- +§—2y;
X X

b) 2+3)(x-D+(2-3i)(x-y+1) =8-3i
C) (Bx+4yi)(3x—4yi) +2yi =73+ 4i;

d) x® + xy?i =65-y*® + (20— x?y)i.

Soluii

Utilizand defintia egalittii a dow numere complexe, n fiecare caz sarasi se rezold
un sistem de dauecuaii cu dow necunoscute.

A §—4:—l E: X=1,

In cazul a) ave é - X 6 { ~
2_oy=4 —2y=4-- y=1
X X

Raspunsx=1,y=1.

7 2X—2+2X-2y+2=8,
In cazul b), efectuand opeirke, avem y o X
3x-3-3x+3y-3=-3

P Nlo
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Raspunsx=2,5;y=1.

{x=1
~ 2 2 _ 2 _ =2
In cazul c) similar b) se oine {9x +ley" =73 - {gx 9 Y .
2y=4

Raspuns:x=1y=2 saux=-1y=2.

In cazul d) avem
x*=65-y°, x*+y® =65 x*+y® =65 (x+y)* =125 {X+y:5,
xy?=20-x?y |xy?+x?y=20 [3xy?+3x’y=60 |xy(x+y)=20 [Xy(x+y)=20

x=1

X+y=5 y=4

Xy =4 xX=4
y=1

Raspuns:x=1y=4 saux=4,y =1.

5. &4 se rezolve '€ ecuaia:
a) z° - (4+3i)z+1+5 =0;
b)iz®+(2-2i)z-6+3i =0;
c) 22+ (2-1)z-1-7i =0
d) 2-1)2° - (6+i)z+2+2i =0.
Soluii

Ecuaia de gradul al doileaaz® +bz+c=0, unde a,b,c sunt numere complexe are

—p-+p? - harZ — aae
b=+b 4ac’ z,= b+vb 4ac’ unde +b?-4ac =+/A i
a

radacinile  z =

2 2a
—m =—J/A sunt Kdacinile patrate ale nurirului complexA = b? - 4ac.
in cazul a)
A= (4+3)2-41+5)=7+24 —4-20 =3+4i = (2+i)?, JA =2+i si
:#:hi, zzzwz?ﬁz. Deci, S={1+i,3+2i}.

In cazul b)A = (4+2i)? i z =3i, z,=2-i. Deci, S={3, 2-i}.
In cazul c)A = (4+3i)%, z =-3-i, z, =1+2i. Deci, S={-3-i,1+2i}.
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incazul d)A=2i = (1+i)? ,z, = 08+ 04i, z, =1+i. Deci, S={08+ 04i; i+1}.

6. S se determine opusul, conjugagulinversul nundrului complex: a)3+2i; b) i; c)

2+i
1-i
Soluii

Fie nundrul complexz=a+bi # 0. Cum opusul luiz este-z=-a—bi, conjugatul lui

- oL . 1 1 a—hi
2z estez=a-bhi siinversul lui z este— = =

-=——— avem:
z a+bi a“+b

a) opusul lui3+2i este—3-2i, conjugatul lui3+2i este3-2i, inversul lui3+2i este
3-2i

13
b) opusul luii este-i, conjugatul luii este—i, inversul luii este-i.
C) avemiJr_I = (2+')2(1+') = 1+23| si astfel opusul, conjugatyl inversul lui ? sunt
=i =i
. —-1-3 1-3 1-3i
respectiv , ; .
2 2 5

7. S& se determine valorile reale ale lui sa b, astfel Tncat numerele complexe

z=a’+4b-bisi z,= 4+b—_—2—a2i si fie: a) opuse; b) egale; c) conjugate.
i

Soluii

Scriem nurdrul z, sub forma algebric z, =b+ 4+ (2—a?%)i. De aici rezuli:

a2="
a’+4b=-b-4 T2
a)z,=-z, = ) o :
2
= - 7 3
Raspuns: Numerele, si z, sunt opuse pentra = + > b:—E.
2 25
a“+4b=b+4 2
b) 21:22 Ad 2 = .

Raspuns: Numerele, si z, sunt egale pentra = i\E’ b—%.
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e a’+4b=b+4 [(a%?=1
Oa=% =1 ooy b=t

Raspuns: Numerelg, si z, sant conjugate pentra=+1, b= 1

8. S4 se scrie sub forén trigonometri@ numirul: a) z=2i; b) z=+/3+i; C)

z=2-/3+i; d) zzl—cosZa—isinZa(%T<a<2n].

Soluii

a)z=2i=0+2 =2(cosl—27+isingj.

b) z=+/3+i=2 £+1i =2(cosl—T+isin7—Tj.
2 2 6 6

c¢) Calcuiim modulul nurdrului z:

r =z (2-3) +12 =\J8-4v3 = 2l4-243) =\ 2[V3-1) =v2(V3-1)

Gasim arc z conform egalittilor (5):

_2-43  _We-V2 . 1 _qe+y2
cos¢—\/§(\/§_1)— 2 ,S|n¢—\/§(\/§_1)— 1

De aici ohinem ¢ = 75 . Prin urmare, conform formulei ()= \/5(\/5 —1{003?—727+ i sin%Tj.

z=2sin’ a —isin2a = 2sina(sina —i cosa)

. i , deoarecex [ (3—” ,277}
r =| z|= 2|sina |= -2sina, 2

De aici z=-2sina(-sina +icosa) = —Zsina(co{g+ aj +i sin(g+ aD.

9. Si se calculeze: a)/80+18; b) v-1-44/3i; ¢) \ 333++52; d) \ 53:145'
-3+4i

Soluii

Fie z, si z radacinile patrate ale nurirului complex z=a+bi. Daci b>0, atunci
avem:
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8
_ |at]z| . [-at]|z]
z, = > +i 5,
(13)
L, =_\/a+|z|_i\/—a+|z|
4 0 > 5
Daci b <0, atunci avem:
at|z| .\/—a+|z|
z, = ! , =-z,. 14
0 \/ 2 2 2, = -7, (14)
in cazul a) avent, :\/80282 +i\/_802+82 =/81+i =9+i, z, =-9-i.
in cazul b) aventg, =\/_12+7 —i\/l-;7 =3-2i, z, =-/3+2i.
i cazul ¢) ave n\/33+5§| _ (33+5§|)(—3—4|) _ \/125—300 - 513 ¢
-3+4i (=3+4i)(-3-4i) 25
Z, =\/5+13—i\/_5+13 =3-2i, 2, =-3+2i.
2 2
- cazl 0 \/3+ 4 :\/(3+ 4i)(5-12) _ /63-16 .
5+12 169 13
1( |63+65 . [-63+65)_ 1 : 1 ,
Z, =— =1 =—@8-1), =-—@8-1).
013(\/2\/2]13() TR
10.S4 se calculeze: &/—i; b) {1+iv/3; c) ¥/2+11 .
Soluii
a) Scriem nurirul complex —i =0+ (-1)[i in forma trigonometric Avem |-i|=1 si
arg(—i):—g. De aici -i :co{—l—gﬂsin(—’—g. In conformitate cu formula (12)

- o 2k .. T 2k
J-i=co§——+— |+isin ——+—— |, undek =0,1, 2.
6 3 ] ( 6 3 ] a

Noténd acesteidacini prin z, avem:

z, = co{—l—TJHsin(—]—Tj :ﬁ—li,
6 6 2 2

_ m,2my . . mLo2m\_ T, . . T _.
z, =Cc0§ ——+— |+isin ——+— | =cos- +isin— =1,
6 3 6 3 2 2



Numere complexe 9

/Ry A T A4 N0/ /1 \/5 1.
Z,=CO§——+— |+ISINf ——+— | =CcOS—+ISINn—=———1I.
6 3 6 3 6 6 2 2

V3_1.. _ﬁ_gi}_

Raspuns:S= i,
2 2 2 2

/3

b) Analog 1+i\/§:2[%+i7]:2(cosl—;+isin7—;j si conform formulei (12)
Al A 7 2km\ . . (m 2km _
41+iv3 =42 cog — + == |+isin —+== || undek = 0,1, 2,3.
12 4 12 4
Pentruk =0 obtinem
z, =@(co%+isin1—7;j :@(co{g—gjﬂsin(g—ﬁjj :4\/5[\/6+\/§ +i \/6_\/5] =

_ §/§4E{/§ ((\/§+1)+i(\/§—1))

Pentruk =1 obtinem

z, Zx/i(cosgﬂsin%j:W(co{g+§]+isin(g+gﬁ:4\/5[\/5_\/6 +i \/EJ'\/E):

4 4
4
=202 (4 3)eifueva)
Pentruk =2 obtinem
T (T T, . T
z, =%/2| co§ —+m|+isin —+7m||=%2 —cos——-isin— |=-z,.
2 \/_( 5(12 j (12 D \/_( 12 12} 0
Pentruk =3 obtinem
ag 3o\ . . (mT 3T Ty .. T
2. =4/2| cos =+ | +isin —+— || =4/2| cos m+—= |+isin| m+-— ||=
’ ( S{12 zj (12 ZD ( { 12] ( 12D

‘o, . Tir
=x/§(—cos——|sm—j:— )
12 12 4

Deci cele patru adacini de ordinul patru ale nuirului complex z=1+i+/3 sunt
4 4
i@(\/g+1+i(\/§—l)), i@(l—\/g+i(l+\/§»

Imaginile numerelorz,, z,, z,, z, sunt puncteleM ,, M, M,, M, din figura ahturag.
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Ele sunt varfurile @tratului inscris in cercul de razd2 si centrul O. Mentionam c

m({0AOM, ) =

Observatie. Cele patru adacini  z,,z,z,,zz, se pot obne si astfel

1+iv3 = V1+iv3.
= 3 /1] .1 .
Conform formulelor (13),/1+ i3 = i(\/g +I\/;j = iﬁ(\@ +|)

Conform acelea formule (13),

1 mono, b @+2+. —V3+2|_ 1 \/(\/§+1)2+_/(\/§—1)2 _
\/ﬁ(\/é ')_‘4\/5(\/ 2 '\/ 2 J_“{/E s e |

:12;/5 (Va+1+ilva-1)

Conform formulelor (14),

ERE \/T %[\/—\/@2_i\/\/§+2J:iL[\/(\/§—1)2_i\/(\/§+1)2J:

f 2 2 42 4 4
:124_%(@_14(“@))
¢) Forma trigonometrica nundrului z=2+11 estez= V125 \/ﬁs \/%_J
Deci, cosg = %} sing = %5 De aici rezuli ca argzD(O,gj.

Deoarece, conform formulei (12), cele trédicini de ordinul trei ale luiz=2+11 se
obhtin din formula
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Y2+11 = 125(co{¢ j+|sn(¢3j 22”)], pentruk = 0,1, 2.
g .9

trebuie & calcukm cosg si smg avand valorile luicosg si sing .
Folosim formula lui Moivresi scriem
3
(cosg +i singj = cos3Eg +i sinBEE = cosg +ising.

Explicitam partea starig utilizam defintia egalititii a dowd numere complexg obtinem
sistemul:

cos’ 4 —3cos£sin2 g cosp
3 3 3
3cos’ — ¢ S|n¢ -sin® 9. =sing
3 3
Impartim ecuaia a doua, parte cu parte, la prignabtinem ecuga
3co¢ ¢sm§ sin® 14

3_11
cos”ﬁ—Sco 2?2

s—sin
3

Aceasta se reduce la o egteaomogeti de gradul trei care se reduce la e@ua

2th§ 3392¢ 6tg¢+11 0. Dintre rdacinile tgzz— tg£:8 J75 i tg¢—8+\/_5

ale acestei ectiadoar tgg = N verifica condtia % O (Ogj
Din tg2 =1 rezulé co s;£ si sm¢ 1
3 2 3 \/5 3 5

in fine revenim la formula pentru calcular&@+11 si obtinem:

Z, =\/§(cos%+isin%j=\/§(%+%j=2+i,

7 = \/_(cosﬁ j+|sm(g+2?”D:ﬁ[—%ﬂi—;gi+i[—%ai+§a\%ﬁz

= —1—§+i(—%+\/§}
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ey )4

\/E[ 1p2 */gEli [ 1El£—£[—l£ﬁ —1+%—|( +\/_j

12

2\/_ 2 5 25 2 5

Imaginile numerelorz,, z,, z, respectiv puncteléM ;, M, M, sunt varfurile triunghiului
echilateralM ;M ;M , inscris in cercul de raz/5 si centruO.

y

s
N/

Exercitii propuse

1. Fiind dat nunarul complex z =1+i+/3 si se determine:
a) opusul lui; b) inversul lui; c) conjugatul lad) Rez; e)imz; f) | z|; g) arc z.
2. Si se calculeze: a3—i+(-2+2i) - (6-3i); b) (3+2i)(5-i); c) L+i)(2+i)*@+i);

d) i3+ +i2 4% 4+% 4300, )(6 1)(3+1i) . - f) 1._}_ 1.+ 1._
-D@+i)’ " 1-2 1+i 1-7i

3. S se determine, bR astfel incat au loc reide:

a)a+b-(a-b+2)i=0; b)a-bi=a’-b*-4; c)——|b+2 6|+1—0—b
a

4. Si se rezolve InC ecuaiile: a) z°+2=0; b) 22+8=0; ¢) z2°-27=0; d)
z22+z+1=0;, e) Zz?+2z+3=0;, f) z+6z=7-5; @) Zz’+(@1-i)z+i=0; h)
32°-(1+2i)z+1-i =0, i) 22 +/3+i=0;j) |z +2=0; k) 22 +z=0; I) 22 +iz-1=0.

5. Sa se scrie Tn form trigonometri@ numerele: ajl-i; b) J3+i: c) —2i; d) 3 e)
53 - 5i; f) 3+4i.

6. Sa se calculezer® +Zi, stiind ca z+% =0.

7. S4 se determine mtimea punctelor planului complex care sunt imagiairmumerelor
complexez = x+iy ce verifia reldiile:
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a) |zF2 b) z=z|; ¢ argz=§; d 1<zk9 e) |2z+12, f) |z+iK|z]; Q)
1<|z-1-i 4.

8. Si se calculeze: aél_iij ) (%Hg] :c) 4i; d) ¥2-2i3; e) /-1 )
3/_\/5_'_1

9. Un triunghi echilateral are dawarfuri in punctelez, = - %i z, = —2+i-/3. Si se afle
al treilea varf.

10. S se determine nuinul complex z de modul maximal astfel incat are loc tiela
|z-3-i|=10.



