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Geometria triunghiului
Formule de baza pentru triunghiuri

I. Triunghiul arbitrar
Fie AABC.

B D FE A C

Notam prin:
a, b, c — lungimile laturilor BC, AC, respectiv AB;

«, 3,7 — marimile unghiurilor opuse laturilor BC, AC, respectiv AB;

_a+b+c_
p_ 2 )

R — raza cercului circumscris;
r — raza cercului inscris;
A — aria triunghiului;
ha, Ma,l, — lungimile inaltimii, medianei, respectiv bisectoarei duse din varful A.
In aceste notatii:
a+ [+ =1807%
a? =b* + ¢ — 2bccosa  (teorema cosinusurilor);
a b c

— = —— = —— = 2R (teorema sinusurilor);
sinaw  sinf3  sinvy

1 1
A= 2@ he, A= §b cc-sina; A= +/p(p—a)(p—0b)(p—c) (formula lui Heron);
A abe
r= E: R= A4’
1
My = 5\/2(1)2 + c?) — a?;
b EC

- = — roprietatea bisectoarei);
"= BE (prop )i

_ Vbe(a+b+c)(b+c—a)

l,=Vb-c—BE-EC: I,
Vb-c b+c

II. Triunghiul dreptunghic
Fie triunghiul dreptunghic ABC cu m(£C) = 90°.

A b, D e B

Notam catetele prin a, b, ipotenuza prin ¢, proiectiile catetelor pe ipotenuza prin a., b.. Atunci:
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> =a®>+0b* (teorema lui Pitagora);

1 1
A=—-a-b==c- hg;
2 2

at+b—c c
= ———— R:—'
" 2 2’

a = csina = ccos f = btga = betgl,;

h?=a.-b. (teorema inaltimii); b*=c-b,, a*=c-a. (teorema catetei).

III. Triunghiul echilateral cu latura «a

IV. Cateva proprietati

Triunghiul ABC' este asemenea cu triunghiul A;B;C; (notatie AABC ~ AA;B;C}) daca
si numai daca are loc una dintre urmatoarele conditii echivalente:

1° m(LA) =m(ZLAy) si m(£B) =m(4LB) (criteriul 1);

2° |AB|:|BC| = |A1B| : |B1Cy| si m(£B) =m(£B) (criteriul 2);

3° |AB|:|BC|: |CA| = |A1By| : |B1Cy] : |C1A,| (criteriul 3).

Linia mijlocie care uneste mijloacele a doua laturi a triunghiului este paralela cu latura a
treia si este egala cu jumatate din lungimea acestei laturi.

Bisectoarele triunghiului sunt concurente in centrul cercului inscris in triunghi.

Mediatoarele laturilor triunghiului (dreptele care trec prin mijloacele laturilor
perpendicular pe laturi) sunt concurente in centrul cercului circumscris triunghiului.

Medianele triunghiului sunt concurente intr-un punct, numit centru de greutate al
triunghiului, si se impart in punctul de concurenta in raportul 2:1 considerand de la varf.

Inaltimile triunghiului sunt concurente intr-un punct, numit ortocentrul triunghiului.

Unele recomandari utile pentru rezilvarea problemelor de geometrie

1. Se citeste cu atentie enuntul problemei, uneori de doua, trei ori, pentru a intelege
sensul fiecarei fraze si fiecarui cuvant ce se contine in enunt. Astfel putem depista proprietatile
“ascunse” intr-o fraza, sau cuvant ale obiectelor geometrice din problema. De exemplu, fie
problema: Un punct de pe ipotenuza unui triunghi dreptunghic este egal departat de catete si
imparte ipotenuza in segmente de lungimi 30 c¢m si 40 cm. Sa se afle catetele triunghiului.

Fraza "punctul este egal departat de catete” contine informatia ca punctul apartine
bisectoarei unghiului drept. Prin urmare, la rezolvarea problemei putem aplica proprietatea
bisectoarei unghiului triunghiului.

2. Se deseneaza cu acuratete figura din enunt, astfel incat ea sa corespunda datelor
problemei. Unele date ale problemei se noteaza pe desen.

3. O mare importanta o are determinarea marimii care se ia ca necunoscuta cu ajutorul
careia se pot deduce alte marimi cerute.

4. Dupa efectuarea unei operatii (logice sau de calcul) se face imediat verificarea.
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5. Dupa rezolvarea problemei se face discutia problemei, adica se studiaza daca problema
are intotdeauna solutie; daca are, atunci este ea unica s. a.

6. Orice probleme rezolvata se include in bagajul de cunostinte necesare pentru rezolvarea
altor probleme mai dificile. Din acest bagaj fac parte in mod necesar teoreme si formule
elementare.

7. Pentru a putea rezolva probleme de geometrie trebuie sa rezolvam cat mai multe probleme
de geometrie.

Probleme rezolvate

1. Ipotenuza unui triunghi dreptunghic este egala cu 50 m, iar inaltimea relativa la ipotenuza
se raporta la proiectia celei mai mari catete pe ipotenuza ca 7:24. Sa se afle catetele triunghiului.

Solutie
C
Tx
7 24x
A D B

Fie AABC din conditiile problemei dreptunghic in C' si D — proiectia lui C' pe AD. Conform
enuntului problemei putem pune C'D = 7z, DB = 24x. Atunci AD = 50 — 24x.
Conform teoremei inaltimii C D? = AD-DB. Deci, 492% = 24z(50—24x). Rezolvam ecuatia

. . 48
si obtinem x = %
Din triunghiul dreptunghic CDB gasim CB? = CD? + DB? = 4922 + (24x)? = 6252°. De
4
aici OB = 25z = 25 - 2—§ = 48.

Conform teoremei lui Pitagora, din AACB, obtinem: AC = /502 — 482 = /2 - 98 = 14.
Raspuns: 14 m, 48 m.

2. Suma unei catete si a proiectiei sale pe ipotenuza este egala cu 24 cm, iar diferenta lor
este egala cu 6 cm. Sa se afle laturile triunghiului.

Solutie
C
x
B v D A
Notam in triunghiul dreptunghic ABC' cateta BC' prin z, iar proiectia ei pe ipotenuza,
=24
segmentul BD, prin y. Atunci conform ipotezei x si y verifica sistemul de ecuatii { i i— z 6 ’

Rezolvand sistemul, obtinem = = 15, y = 9.
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2 152
Conform teoremei catetei z° = y - AB. De aici AB = T 5 = 25.
Y
Conform teoremei lui Pitagora

AC = VAB? — BC? = /252 — 152 = 20,
Raspuns: BC' =15 cm, AC = 20 cm, AB = 25 cm.

3. Catetele si ipotenuza unui triunghi dreptunghic au lungimile egale respectiv cu a, b si c.
Inaltimea si mediana triunghiului duse din varful unghiului drept, impart acest triunghi in trei
triunghiuri. Sa se afle ariile acestor triunghiuri.

Solutie
C
a b
B D E A
Fie ABC' triunghiul dat, in care AB = ¢, AC =b, BC = a si fie a < b. Ducem inaltimea

ab
CD si mediana C'E. Deoarece Apapc = 5 si mediana oricarui triunghi imparte triunghiul in

doua triunghiuri de arii egale, rezulta ca
ab

Apace = Apapor = R

Cum ACDB ~ ANACB si coeficientul de asemanare este k = g, obtinem:
c

2 3

a® ab a’b
2

Apcps = k" - Apace = 2 5 =

2 2¢%
In sfarsit,
ab  a®*b  ab(b* — a?)
ACDE ABCE ACDB = T 55 1
b a®b  ab(b® —a?
Raspuns: ab ab  ab(t —d) (a < D).

47 227 4c?

4. Centrul cercului inscris intr-un triunghi dreptunghic este situat la distantele /13 cm si
24/26 cm de varfurile unghiurilor ascutite. Sa se afle laturile triunghiului.

Solutie
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Fie O centrul cercului inscris in triunghiul dreptunghic ABC, m(Z£C") = 90°.
Cum centrul cercului inscris intr-un triunghi este punctul de intersectie al bisectoarelor

1
unghiurilor triunghiului, rezulta ca m(ZOAB) +m(LZOBA) = é(m(AA) +m(4£B)) = 45°.

Prin urmare, m(£ZAOB) = 180° — 45° = 135°.
Conform teoremei cosinusurilor, din AAO B, obtinem:

2
AB? = AO? + BO? —2A0 - BO - cos135° < AB?2 =13 +4-26 —2-1/13 - 2/26 - (—%) &

& AB*=13+8-13+4-13=13(1+8+4) =13-13. Deci, AB=c=13.
Fie raza cercului inscris in AABC este r, AE = x, BF = y. Atunci AD = x, BD = y.

Avem:
r? + 2% =13 P2 422 — 13
r?+y? =426 P2 y? =813
(T+x)2—|—(7’—|—y)2:132 ~ 2 (x + y) _132_9.13 - 9r13=413 = r=2.
rty=13 r+y=13

Prin urmare,
r=vVAO? — 12 =+/13 -4 =3, y=+v4-26—4=+4-25=10.

In fine, AC=r+x=5 BC=r+y=12, AB =13.
Raspuns: 5 cm, 12 cm, 13 cm.

5. Inaltimea C'D, dusa din varful unghiului drept C' a triunghiului dreptunghic ABC', im-
parte acest triunghi in doua triunghiuri dreptunghice ADC' si BDC'. Razele cercurilor inscrise
in aceste cercuri sunt egale cu ry si ry respectiv. Sa se afle raza r a cercului inscris in AABC.

Solutie
C
1 a
A D B

Fie triunghiul ABC' din enunt cu notatiile traditionale.
b b

Cum AADC ~ AACB si coeficientul de asemanare este k; = —, rezulta n_2
c roc

T1 a

Analog ABDC ~ ABCA, ky=2 = -2

c r
Ridicam la patrat aceste egalitati, le adunam membru cu membru, utilizam teorema lui
Pitagora si obtinem:
2 r:2 b +a? r? + 12
-t 2=———=1 &
22 2 r2

De aici, r = \/r? + 3.

6. Sa se determine laturile triunghiului isoscel, stiind ca raza cercului inscris in el este egala

25

cu 3 cm, iar raza cercului circumscris este egala cu 3 cm.

=1 & r=1r2+rs.
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Solutie
A
|
|
a I a
|
B D C
b
Fie triunghiul isoscel ABC' cu AB = AC = a, BC = b. Fie AD este inaltimea relativa
b\’ b
bazei. Din AADC' dreptunghic gasim AD = 4/ a? — <§> =1/a®— T atunci
1 2
flAABC:—BC('_AD:é az—b—.
2 4
b b?
“\ai-— 4
Din r=>= deducem 244 _ —, adica
p a—+ é 2
2
b’ b b ?
b GQ—Z:3(G+§) = b2<a—§)(a+§):9(a+§)
sau ;
2 _ =
Lot < 2) (+)
a+ - = .
2 9
Din ““— R ded
in = educem

a’b 25
[ 8
200/ a? — —
T
b b
25\/(a - 5) (a + §> = 4a”. ()

b
Rezolvam sistemul, format din ecuatiile (*) si (**). Substituim a + 3 din (*) in (**) si

Sau

obtinem ecuatia omogena 24a? — 50ab + 25b> = 0. Impartim ecuatia la b> # 0 si obtinem
2
ccuatia m«%>-—m%+25:0 De aici
a 5 5)
—_ = - — —b
b6 “T6
=
a 5 )
a_2 — 2
b4 “Tu



Geometria triunghiului 7

Cercetam doua cazuri:

)
1) Daca a = Eb’ atunci din ecuatia (*) obtinem: b =6 si a = 5.

5v/21

5
2) Daca a = Zb’ atunci din ecuatia (*) obtinem: b = /21 si a = ¥

Raspuns: exista doua triunghiuri isoscele ce verifica conditiile problemei: 1) 5 cm, 5 cm,

ov21 ov21
1 cm, 1

6 cm; 2) cm, 21 cm.

7. Intr-un triunghi isoscel unghiul de la baza are masura de 72°, iar bisectoarea acestui
unghi este egala cu [. Sa se determine laturile triunghiului.

Solutie
C
l
x
D
360 729
A l B

Fie ABC triunghiul dat, AC = CB, m(£A) = m(4£B) = 72°, AD este bisectoare si AD = .
Notam AC = x, atunci BD =CB —-CD =x —I.

AACB ~ ABAD. De aici, AC _AB_CB ¢ l

T ) .
sau — = = —. Prin urmare, din
. . . l
prima proportie, obtinem:

BA BD AD l x—1

I —1V5

T = <0
2 Y
zz-0)=0F & 2*-lz-I’=0 <«
[+1V5
T=

Cum latura triunghiului are lungimea pozitiva, rezulta AC' = = = =CB,AB =1.

(1 +/5)
2

8. Sa se determine laturile unui triunghi care are un unghi de 60°, un altul de 45° si
perimetrul egal cu (2 + v/2 + v/6) cm.

Solutie
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Fie ABC triunghiul dat, avand m(ZB) = 45°, m(£A) = 60° si AB+BC+AC = 24+/2+/6.
Notam prin D proiectia varfului C' pe latura AB si prin x — lungimea segmentului AD.
Triunghiul dreptunghic ADC' are un unghi ascutit de 30°, prin urmare, ipotenuza lui, AC,
este egala cu dublul catetei AD: AC = 2zx. Tot de aici, conform teoremei lui Pitagora,
CD = 422 — 22 = z+/3.
Pe de alta parte, triunghiul dreptunghic C' DB este isoscel, prin urmare, BD = CD = z+/3,
BC = 21/6. Rezulta

AB+ BC + AC = (#V3 + ) + 2V6 4 22 = (3 + V3 + V6) = 2V3(V3 + 1+ V2).
Deci, 2v3(vV3+1+v2)=2++v24+6 siavem:
24 V246 V2(V2414V3) V2 V6

BWVB+1+V2) VB(W3+1+v2) V3 3

24/6 6
Obtinem ca laturile AABC sunt: BC' =2 c¢cm, AC = T\/_ cm, AB = (%_ + \/§> cm.

9. Laturile unui triunghi au lungimile 13, 14 si 15 cm. Inaltimea si mediana duse la latura
mai mare il impart in trei triunghiuri. Sa se calculeze ariile acestor triunghiuri.

Solutie

A D E B

Fie in triunghiul ABC' AB = 15 cm, AC = 13 cm, BC = 14 cm, C'D inaltimea, iar C'E —
mediana duse din varful C.
Calculam aria AABC, urilizand formula lui Heron:

Apapec=V21-8-7-6=+3-7-8-7-3-2=7-3-4=284.

AnaBc

Cum CFE este mediana, obtinem Axpcr = Aaace = 5

42.

Calculam inaltimea CD: 1
Apape = 3 AB-CD = 84,

de aici % -15-CD =84 rezulta CD = %

Gasim lungimea catetei AD a triunghiului dreptunghic ADC"

2
121
AD = 4[13%2 — 56 = 13_@ 13_@ = 9._ :ﬁ.
5 5 5 5 5 5
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1 24
Caleulam Apspe — 5 AD.CD—L+.33.56 _9

25 5 25
In fine,
924 1050 —924 126
A =A —A =42 - — = —— = —.
ACDE AACE AADC 95 95 95
924 126
: 2 2 2
Raspuns: 42 cm?, 5% cm”, 5% cm”.

10. In triunghiul ABC cu AB = ¢, AC' = b si BC = a are loc egalitatea a? = b(b+ ¢). Sa
se demonstreze ca m(Z£A) = 2m(4£B).

Solutie
B
a c
cC b A c D
Fie AABC poseda proprietatea din enunt. Egalitatea a® = b(b+c) poate fi scrisa sub forma
a b
b+c a

Pe semidreapta C' A depunem segmentul AD = c astfel incat A este intre C'si D. Consideram
triunghiul isoscel BAD. El are ZABD = ZADB. Cum ZCAB este unghi exterior al ABAD
rezulta

m(LCAB) =2m(£LABD) ().

Cercetam ABCA si ADCB. Ele au unghiul C' comun si lB;_g = g—g Prin urmare,

ABCA ~ ADCB (criteriul 2) si rezulta ZABC = ZBDC = ZABD. De aici si din (*)
obtinem m(ZA) = 2m(£LABC) c. t. d.

11. Medianele AL si BM ale triunghiului ABC' se intersecteaza in punctul K. Varful C'
al triunghiului este situat pe cercul ce trece prin punctele K, L, M. Sa se calculeze lungimea

medianei C'N, daca AB = a.

Solutie
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Fie triunghiul ABC verifica conditiile problemei. Deoarece M L este linie mijlocie in AABC),
ML||AB st ZMLA = ZLAB. Dar ZMLA = ZMCK fiind unghiuri inscrise in cerc care se
sprigina pe aceeasi coarda M K.

AN CN
I-.’rin urmare, AACN ~ AKAN (criteriul 1). De aici KN — A ceeace conduce la
egalitatea:
2
KN-CN = AN? = (g) . (%)

1
Deoarece K este punctul de intersectie al medianelor AABC avem KN = gCN . Substi-

tuind in (*), obtinem:

Q

1 2 av/3
—CN?*=— N=—".
3¢ : ¢ 2

3
Raspuns: CN = %.

Probleme propuse

1. Catetele triunghiului dreptunghic sunt egale cu 6 cm si 8 cm. Sa se afle distanta de la
centrul cercului inscris in triunghi pana la centrul cercului circumscris.

Raspuns: v/5 cm.

2. Un punct de pe ipotenuza triunghiului dreptunghic este egal departat de catetele
triunghiului. Sa se afle catetele triunghiului.
Raspuns: 42 cm, 56 cm.

3. Distantele de la centrul cercului inscris intr-un triunghi dreptunghic pana la varfurile
unghiurilor ascutite sunt egale cu /5 cm si v/10 cm. Sa se afle catetele triunghiului.
Raspuns: 3 c¢m, 4 cm.

4. Sa se determine unghiurile ascutite ale triunghiului dreptunghic daca raportul razelor
cercurilor circumscris si inscris este egal cu 1+ /3.
Raspuns: 30° si 60°.

5. Laturile triunghiului sunt egale cu 2,3 si 4 cm. Sa se afle raza cercului care trece prin
extremitatile laturii mai mare si mijlocul laturii mai mici.

6. Sa se afle distantele de la punctul de intersectie al medianelor triunghiului pana la
varfurile lui, daca laturile triunghiului sunt egale cu 13,14 si 15 cm.

7. In triunghiul ABC' AB =7 cm, AC =8 cm si m(£A) = 120°. Sa se determine distanta
de la piciorul inaltimii duse din varful B, pana la mijlocul laturii BC.

8. Laturile triunghiului sunt egale cu 5,6 si 7. Sa se afle raportul segmentelor in care
este impartita bisectoarea unghiului mai mare a triunghiului de catre centrul cercului inscris in
triunghi.
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9. Sa se afle aria triunghiului cu laturile V2,7 si /8.

10. Aria unui triunghi cu doua laturi de lungimi 3 si 4 este egala cu 5. Bisectoarea
unghiului dintre laturile date imparte acest triunghi in doua triunghiuri. Sa se afle ariile
acestor triunghiuri.



