infasuratori convexe

1. Preliminarii

Problema determinarii (calcularii) infasurdtorii convexe | Ko\
este una dintre problemele centrale ale geometriei
computationale. Ea apare atit Tn cadrul unor aplicatii economice, \ .
financiare, arhitecturale, cit si in unele probleme analitice de
geometrie.

Notiunea de infasurdtoare convexd in plan este intuitiv
simpla: pentru o multime S de puncte ale planului, infasuratoarea
convexa este multimea de varfuri ale poligonului convex' cucea
mai micd arie, care contine toate punctele multimii S.
Infasuritoarea convexd poate fi modelati cu ajutorul inei benzi
elastice, Intinse in jurul multimii S. La eliberare, banda elasticd va repeta conturul Infasuratorii
convexe (des. 1).

2. Algoritmi

Vor fi cercetati doi algoritmi de construire a infasurdtorii convexe in plan. Primul
algoritm permite o realizare extrem de simpld, dar cere efectuarea unui numar mare de operatii
(complexitatea® algoritmului este O(n")). Cel de al doilea este un algoritm eficient, cu
complexitatea O(n log n), dar cu o implementare ceva mai voluminoasa (Algoritmul Graham).

Algoritmul elementar.

Algoritmul se bazeaza pe o doua afirmatii simple: 1 e | o

a. Infasurdtoarea convexa a unei multimi de puncte S este | | ¢
formata din punctele extreme ale multimii S

numai atunci, cand exista cel putin un triunghi, format din

b. Un punct p al multimii S nu este un punct extrem atunci §i Lﬂ .
punctele din S, astfel incat p sa se afle in interiorul lui (des —+——— e

2)). |

In baza acestor afirmatii, pseudocodul algoritmului capati forma:
a) C« S
b) Pentrutotip; € S
Pentrutotip, € S, pr #p 1
Pentrutotips € S,ps#p1,p3#p2
Pentrutotips € S,pa#p1,paFpo,patps
Dacipse Apipaps,atunciC<« C/py

Verificarea apartenentei punctului la triunghi poate fi realizatd intr-un numar constant de
operatii.

Realizarea acestui algoritm este propusa cititorilor.

! Poligonul P - convex, daca Vxi,x; € P, [x1,x,] € P
? Modul de calcul al complexitatii unui algoritm poate fi gasit in: A. Gremalschi. Informatica. Tehnici de
programare. Manual pentru clasa a 11. Stiinta, 2003.



Algoritmul Graham. Varianta Andrew.

Algoritmul se bazeaza pe urmatorul principiu: partea superioara (dupa y) a infasuratorii convexe
este bombata (in sus) pentru oricare 3 puncte consecutive ale sale, cea inferioara — bobmbata (in
jos). Pentru a realiza acest algoritm este suficient sa:

a. se determine doud puncte pi( psi») din S cu abscisa minima (maxima).

b. se determinne segmentul de dreapta, care le uneste

c. se separe S in Sy, s1 Sinrdupd pozitia punctelor fata de segmentul [p1, psin]. Seup — punctele
extreme si cele din stanga vectorului pips,, Siny — punctele extreme si cele din dreapta
vectorului pipjin.

d. se sorteze Sy, Sinr dupa cresterea abscisei.

e. se verifice toate tripletele consecutive p;, pir1, pit2 € Squp. Dacd p;iq se afld in stdnga
vectorului pp;o se va trece la tripletul p;i, pi2, pis. Dacad piy se afla in dreapta
vectorului pp;» se va elimina p;y; i se va cerceta tripletul p;, pir, pis. Dacd la o
parcurgere de la p; la ps, nu se elimind nici un punct, cele ramase formeazd partea
superioard a infagurdtoarei convexe.

f. se verifice toate tripletele consecutive pipiti, pira € Sy Dacd pirise afld In dreapta
vectorului pp;2 se va trece la tripletul pi pi1,pi2, pirs. Dacd piy; se afla in stanga
vectorului pp;» se va elimina p;; si se va cerceta tripletul p;, pir, pis3. Dacd la o
parcurgere de la p; la ps, nu se elimind nici un punct, cele ramase formeaza partea
inferioara a Infasuratoarei convexe.

g C < Sup Y Sins

Procedura care realizeaza acest algoritm este propusa mai jos. Se presupune ca punctele sunt date
prin coordonatele lor — numere intregi. Numarul de puncte nu depdseste 1000. Sortarea este
realizata de procedura gsort, care nu este descrisd in paragraful respectiv, fiind considerata
elementara. Structurile de date:

type nod = record x,y :longint; end;
pol = array [1..1001] of nod;
var sus,jos, drag: pol;
count,cmx, cmy,n,i: integer;

procedure conv;
var minx,maxx:longint;
J, imin, imax,i, nsus, njos: integer;
rem: boolean;
pl,p2,p3:nod;
begin
{1. determinarea extremelor dupa x}
minx:=drag[1].x; maxx:=drag[1]-x;imin:=1; imax:=1;
for 1:=2 to n do
if drag[i]-x< minx then
begin minx:=drag[i]-x; imin:=i; end
else i1f drag[i]-x>maxx then
begin maxx:=drag[i]-x; imax:=i; end;
{2. separarea in submultimi}
nsus:=1; njos:=1; sus[1]:=drag[imin]; jos[1]:=drag[imin];
for i:=1 to n do
if not (i in [imin, imax])then
begin
if sarrus(drag[imin],drag[imax],drag[i])<0
then begin inc(njos); jos[njos]:=drag[i]; end;
if sarrus(drag[imin],drag[imax],drag[i])>0
then begin inc(nsus); sus[nsus]:=drag[i]; end;
end;
inc(nsus); sus[nsus]:=drag[imax]; inc(njos); jos[njos]:=drag[imax];



{3. sortarea subseturilor }
gsort(sus,2,nsus-1);
gsort(jos,2,njos-1);
{crearea invelisului convex}
{4. sus}
repeat
rem:-=false; 1:=2;
while i<nsus do

begin
pl:=sus[i-1]; p2:=sus[i]; p3:=sus[i+1];
if sarrus(pl,p3,p2)>0 then 1:=i+l

else begin
rem:=true;
for j:=i to nsus-1 do sus[j]:=sus[j+1];
dec(nsus);

end;
end;
until not rem;
{5. si jos}

repeat
rem:-=false; 1:=2;
while i<njos do
begin
pl:=jos[i-1]; p2:=jos[i]; p3:=jos[i+1];
if sarrus(pl,p3,p2)<0 then 1i1:=i+l
else begin
rem:=true;
for j:=i to njos-1 do jos[jl:=jos[j+1];
dec(njos);
end;
end;
until not rem;
{6. asamblarea}
for 1:= nsus-1 downto 2 do
begin inc(njos); jos[njos]:=sus[i]; end;
drag:=jos; n:=njos;
end;{conv}

3. Probleme rezolvate
Dragon (.campion 2006 - 2007)

Enunt

Danut este pasionat de modelarea diferitor carcase din sarma. 4
Dupa modelare el da carcaselor numele unor dragoni, in dependenta
de proprietatile acestora. Recent el a modelat dragonul Hotgar.
Dragonul Hotgar e vestit prin faptul ca doarme permanent. Avand
forma unui poligon simplu, el nu se culca pentru a dormi, ci doarme
vertical pe suprafata mesei pe care a fost construit. Pentru somn
dragonul are nevoie de o pozitie, in care centrul de masa se afla strict

intre 2 puncte de contact cu suprafata mesei. In timpul somnului
dragonul nu-si schimba pozitia. Centrul de masa este intotdeauna un
punct interior al dragonului, i nu coincide cu nici un varf al carcasei.

Cerinta
Scrieti un program, care va determina numarul pozitiilor in care poate dormi dragonul Hotgar

Date de intrare



Prima linie a fisierului de intrare contine trei numere Iintregi separate prin spatiu:
N B <N<1000) - numarul de varfuri in carcasa dragonului si x.,y. (-1000 <x.y. < 1000 ) — coordonatele
centrului de masa a dragonului.

Urmeaza N linii ce contin cate 2 numere intregi x;y; (-1000 < x;); < 1000), separate prin spatiu —
coordonatele varfurilor poligonului in ordinea parcurgerii lor.

Date de iegire
Fisierul de ietire va contine un numadr intreg - numarul pozitiilor ,,de dormit” ale dragonului

Exemplu

drag.in drag.out

10 6 16 3
314
13 4
23 14
33 4
33 14
23 24
13 14
324
-7 14
-7 4

Rezolvare

Deoarece dragonul se sprijind pe careva puncte extreme ale |/ V \

poligonului, problema poate fi divizata in 2 subprobleme relativ simple: \‘

1. Determinarea infasuratoarei convexe a varfurilor poligonului.
2. Determinarea prezentei unui unchi optuz intr-un triunghi

1. Prima subproblema este rezolvata cu ajutorul algoritmului descris anterior.
2. Dupa determinarea infaguratorii convexe, problema poate fi reformulata in felul urmator:

Este dat un poligon convex P si un punct interior C, unit prin linii drepte cu P
cu varfurile poligonului. in céte dintre triunghiurile formate inaltimea dusa

din punctul C se proiecteaza intr-un punct interior al laturei poligonului care
apartine triunghiului?

Evident, inaltimea dusa din C cade 1n interiorul laturei daca nici unul dintre
unghiurile, alaturate laturei poligonului nu este optuz. Verificarea
unghiurilor se realizeazd elementar cu ajutorul teoremei cosinusurilor.
Complexitatea etapei este liniard dupa numarul de varfuri.

.

Cod 7 i
Solutia problemei in limbajul de programare Pascal poate fi gasitd pe adresa m

web: campion.edu.ro




4. Probleme pentru rezolvare
Turnuri de veghe

Enunt

"Flatlandia este o tara, care se extinde permanent. Pentru a apara frontierele sale, dupa fiecare
extindere, in noile puncte extreme ale frontierei se construiesc turnuri de veghe. Existd N turnuri de
veghe, date prin coordonatele lor (x;,);) — numere intregi. Regele Flatlandiei, Bytezar a decis sa trimita la
vatrd garnizoanele turnurilor, care nu se mai afla la hotarele tarii.

Cerinta
Scrieti un program, care va determina cate turnuri vor fi lipsite de garnizoane.

Date de intrare

Prima linie a figierului de intrare contine un numar intreg: N (1 < N < 10000) - numarul de
turnuri de veghe 1n Flatlandia.

Urmeaza N linii ce contin cate 2 numere intregi x;y; (-1000 < x;); < 1000), separate prin spatiu —
coordonatele turnurilor de veghe.
Date de iegire

Fisierul de ietire va contine un numar intreg - numarul de turnuri care pot fi lipsite de garnizoane

Exemplu

turn.in Turn.out
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