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REZOLVAREA NUMERICA A SISTEMELOR DE ECUAII
LINIARE

1. DETERMINANTI NUMERICI

Fie dat o matrice ptratica arbitraé de ordinn:

a, &, - A
Aol B2 o Ax]|
8 &e -

Fiecirei din matricele de acest tip 1i este asdciat valoare numeri; numiti
determinant. Determinantul poate fi definit in mod inductiv. fdga folosii pentru
determinantul matriceA estedet(A) .

L. Ordinul matricei A este 1. Matricea este formadintr-un singur elementa,;.
Determinantul matriceA va fi chiar valoarea elementulaj, .

Exemplu:A=(7); det(A)= 7.

a;

Il. Pentru o matrice de ordinul, 26\:(
&, a4y

jdeterminantul va fi egal cu valoarea

expresieia,,a,, —a,,a,, (difererta produselor elementelor de pe diagonala printipal
si cea secunday.

2 5
Exemplu A:(l 7); det(A)= 9.

Q; Q& a
[l Pentru o matrice de ordinul 8=| a,, a, a,| determinantul poate fi calculat
8y 8y Ay

folosind regula luSarrus(regula diagonalelagi a triunghiurilor). Termenii cu semnul
(+) TIn suma ce corespunde valorii determinantwduplsin inmukind elementele de pe
diagonala principél si cele din varfurile triunghiurilor, care au bazegdaralele cu
diagonala principal (desenul 1a). Termenii cu semnul (—) serolnmukind numerele
de pe diagonala secundar cele din varfurile triunghiurilor, care au bazglaralele
cu diagonala secundafdesenul 1b).

ai,l ai,z al al,l a1,2 a'1,

a3,1 a3,2 a3 a‘3,1 3,2 a3,
Desenul 1a Schema obtinerii Desenul 1b Schema obtinerii
termenilor pozitivi ai sumei termenilor negativi ai sumei

Astfel, pentru o matrice de ordinul 3 determinanpalate fi calculat direct dép
formula:
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det(A)= a8, ,8,,F Q58,8358 2,8, A;7 A, A, A5 A,83,37 23 B

1 3 7
A= 0 0 2|; detArr X & * ¥ 8 2 8 21
Exemplu 4 92 1

“7Tx0x(-1)-xXF+ kX X 26 6 6 6 6 4- 1

Pentru defimia determinantului unei matrice de ordm se va folosi ngunea de
minor:

Se numegte minor de ordin n-1 al elementuluia; al matricei A de rangn( n>1)

determinantul matricei de rang— , @kinutd din matriceaA prin excluderea randuluisi a
coloaneij. Vom nota minorul elementul; prin A ;, undei indica randul, iaj — coloana la

intersedia carora se afl elementuluia; .

Vom cerceta matricea din exemplul precedent. Peatrgalcula minorulA;, a
elementuluia; » se exclude din matrice liniasicoloana 2:

1 3 7
0 2
A=[0 © Z;A’Z:de(_l 1jzz
-1 2 1

V.

n .
Se numgte determinant al matriceA de rangn valoarea expresiez (D" ay, A .
j=1

Conform definiiei

a, @, .. a,
A =det(A)= %1 a2 - a2“=i(—1)“"61,,A,i
a, @, - &,

Fie dat matricea de ordinul 4:

&, &, Q5 Q,
— a2,l a2,2 a2,3 a2’4 _ B _
A= By B, gy gy det(A)=a,A;~ a,A AT A,

a4,1 a'4,2 a4,3 a4,4

Fiecare dintre minorii 4 , j=1,..,4 este determinantul unei matrice de ordBwil poate fi
calculat direct.
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Algoritmul de calcul al determinantilor numerici
Fie dai matriceaA de ordinuln:

B, &, - 8
Aol Bo o An|
8 &e o A

Algoritmul de calcul al determinantului unei magride ordinn se bazeazdirect pe
definitie.

Se va folosi dezvoltarea determinantului @ippma linie a matricei.

det(A)=)" € 1)a, A,

in aceast formuld elementele necunoscute sunt minorii elementelorpdima linie.
Fie un minor arbitrad, ;. El este determinantul unei matrice de ordimdl. Pentru a-l calcula
urmeaz si rezoham o probleni echivaleni cu problema iniala, dar de dimensiune mai
mica. Deoarece la un moment dat se ajunge la calcualuil determinant de ordin 1, 2, sau 3,
care pot fi calculg direct, se respegtregula de consistghsi poate fi aplicat un algoritm
recursiv:

a) Exista un caz elementar: matricea, ce corespunde miricqutant are ordinul 1

b) La nivelul k se fack apeluri pentru calculul determingor de ordin k— 1 Prin
urmare procesul converge spre un caz elementar.

Fie matriced are ordinulR
Algoritm (R):
Cazul e ementar

Dac ordinul matricei A este 1, atunci determinantuleesgal cu valoarea unicului
element al matricei.

In caz contrar
Cazul dereducere

1) Se dezvolt determinantul matriceiA dup prima linie. Valoarea determinantuld
se intializeaz cu 0.

2) Pentruj delallaR

a. Se formeaz matriceaM, ; prin excluderea din matricea curgm a liniei 1si
coloanei j. (OrdinulM, ; este R-1. Ea corespunde minoruii)

b. Se calculeaz determinantul det{l, ;) al matricei M,; utilizand algoritmul
curent.

c. Se actualizeazvaloarea determinantului
A=A+ (-1)"det(M, ;)
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I mplementare
Fie date declatale:

const nmax=10;
t ype mat=array[l..nmax,1..nmax] of real;

Una din posibiliitile de realizare in limbajul Pascal a fuec recursive de calcul al

determinarilor este urnitoarea:

functiondet( var x:mat; t:integer) : real;
var
i, j, k, | : integer;
s : real;
minor : mat;
begi n
i f t=1 then calcul:=x[1,1] {caz elementar}
el se
begi n
s:=0;
for k=1 tot do
begi n
{Se exclude linia 1 si coloana k
pentru a forma matricea, care corsp unde
minorului elementului x[1,k]}
forii=1 totl do
for =1 tok-1 do
minorf[i,jl:=x[i+1,]];
forii=1 totl do
for =k totl do
minor([i,jl:=x[i+1,j+1]; {ap elul recursiv}
i f odd(k)
t hen s:=s+x[1,k]*det(minor, t-1)
el se s:=s-x[1,k]*det(minor, t-1);
end;
calcul:=s;
end;
end;

Intreb ari si exercitii

1.
2.

Explicati legatura dintre matricgi determinantul ei.

Elaborai o funaie pentru calculul determinalor de ordinul 3 utilizadnd regula lui
Sarrus.

Descriei algoritmul de calcul al determinglor de ordinuln prin dezvoltare dup
elementele unei linii arbitrare.

Elaborai un program pentru calculul determingor de ordinuln ( n< 10), in care e
folosi funagia det, descri§ in paragraful curent. Ordinul matricei valorile
elementelor sale se vor introduce de la tastatur

in programul realizat in exeriil 4, transformé parametrul variabil x al funaiei det
in parametru valoare. Obsetivace se va intdmpla Tn cazul calculului aceluia
determinant pentru diferite tipuri ale parametrxuexplicgi difererta observai

Incercai si aplicai programul realizat pentru calculul determitieom matricelor cu
dimensiuni n, n >20 , cu elemente de tip real. €essintampla? Explica
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2. METODA KRAMER DE REZOLVARE A SISTEMELOR DE ECUHNI
LINIARE

\ Matricea ftratica A se numgte nesingulati, daé determinantul ei este diferit de 0.

Matrice inverd matricei A — matricea, care fiind inmtiitii la A (fie la stanga, fie la dreapt
da In rezultat matricea unitarE . Matricea invers matricei A va fi notag A™.

AAT = ATA=E

1%

Teorema Pentru orice matrice nesingulaxisé matricea invers

(fara demonstrae)

Pentru determinarea elementelor matricei inveradgibeeaz formula:

A A A
A A A
A, Ay, A,
A=l A A A
A, A, An
A A A

unde A; este minorul elementuld; al matricei A, iar A = det(A).
1
Formulele Kramer
Fie dat sistemul dim ecuaii liniare cu N necunoscute:

A% A% et X, =h
X +ayX, +o X, =h,

......... @
B T A+ A, =D,
a, a, .. a, b
Vom nota prin A = B1 B oo B matricea coeficieiior sistemului, pring = bZ - vectorul
G Gy oo Gy b,
X

termenilor liberi ai sistemului, iar prig =| “2 |- vectorul soltiilor.

X,
In forma vectoriaf sistemul (1) cajta forma
Ax=b. (2)

n cazul cand determinantdl este diferit de 0, existmatricea invers A™. Inmukind ambele prti ale
egalititii (2) laA™, oktinem:

' Deducerea formulelor Kramer este optionali

)
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AtAx= A"
ceea ce este echivalent cu
x=A.

Aceast formuli permite calculul solgilor sistemului (1) in cazul in care matricBaa sistemului este
nesingulai. In continuare vom detalia formula pentru a deteanformulele de calcul pentru componentele
vectorului soltie.

Conform formulei de calcul a matricei inverse

Ar A A Ar A A
A A A A A A
Al=| A A AL prin urmare,y —| ~x A A b
A A A A, An A
A A A A A A
sau, dup componente
A A A
) | 22 e RUERTE]
A A TTA
A, A, A
%= A A TTA " ,
A, A, A b
B oo Blpg G Ehg coo B
deundexi:% i=1....n Aizzn:Ajibjzaz,l T bz Ayi .- Ay (3)
j=1
an,1 an,i—l bn a‘n,i+l a‘n,n

Formulele (3) permit calculul direct al s@llor sistemului de ecua liniare (1),
deoarece cam doar narimi calculate prin utilizarea matricei coefictdar sistemului (1)i a
vectorului termenilor liberi a acestui sistem. Hent numiteformulele Kramer pentru
calculul soluiilor unui sistem de ecugliniare.

Algoritmizarea metodei

Fie dat un sistem din ecuaii liniare cu n necunoscute. Pentru realizarea metodei
Kramer de rezolvare a acestui sistem vor fi neesganmite structuri de date:

a) Un tablou bidimensionain(x n) cu elemente de tip real sau intreg (in depegiddm
valorile coeficiemilor sistemului) — tabelul al coeficienilor sistemului.

b) Un tablou unidimensional cu elemente de tip realisreg (in dependende valorile
termenilor liberi ai sistemului) — vectoralal termenilor liberi ai sistemului.

c) Un tablou unidimensional cu elemente de tip reatetorul soldilor x.

Determinarea sotilor unui sistem de ecua liniare utilizand metoda Kramer se
bazeai pe calculul determinaitor. Prin urmare, este necesdr s realizeze in program o
functie, care determinvaloarea determinantului unei matrice. Pentru steegpoate fi utilizat
algoritmul propus in paragraful precedent.
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Fiind realizai funaia de calcul al determinantului unei matrice, se tkece la
algoritmul de rezolvare a sistemului, folosind nuetdramer:

Pas 1.
Se calculeaxzA = det@) (A - matricea coeficigilor sistemului).

Daci A # 0, se trece Ipas 2, in caz contrar se afiaz mesajul de imposibilitate de
utilizare a metodei, apoi SFAIRT.

Pas 2.
Se consideri:=1;
Pas 3.

a) In matricea coeficiaflor sistemului coloana cu nufrul de ordine este nlocuit
cu vectorul termenilor libetb.

b) Se calculeazdeterminantuly; al matricei modificate, apoi componemia soluiei:
A

T
Pas 4.

Dacii<n =i :=i+1 dupi care se revene [as 3, in caz contrar este gdit vectorulx.
SFARSIT.

Intreb ari si exercitii
1. Pentru rezolvarea amr probleme poate fi fologit metoda Kramer? Care sunt
condtiile cand metoda nu poate fi apligat
Explicai sensul elementeldk si A; din formulele Kramer.

3. Cum poate fi evitatcreareai utilizarea tabloului bidimensional suplimentardare o
coloara a coeficiefilor sistemului este Tnlocuitprin vectorul termenilor liberi a
sistemului?

4. Elaborai un program pentru calculul solei unui sistem dim ecuaii liniare cun
necunoscute, utilizand metoda Kramer<( ) 10

5. Rezolvai urmatoarele sisteme de egiiautilizand programul realizat in exeticil 4.
Numirul de ecuai n, valorile coeficierilor ecuaiilor sistemuluisi a termenilor liberi
se introduc de la tastatur

—4%, +9x,— 4%+ 6x,— 5% = -—€
XX+t x = 10 X 7% +5x+5x,+8x = 19¢
X=Xt X=X = =2 Ox, =~ 6%, + 8%~ 6x,+ 2% = 5z

2% = 3%, +4x,+ % = 12

2% +5% + 2%+ 3x,+ 9% = 19¢
3 +4x,—3x+9x = 3¢ RTDRT LT ST E%

X +3% +X%+5%—-2% = 33
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6X + 5%, + 3%~ 2%, — X+ X%
X t4% = x%+8x-6x-5% =
4% = 3%+ X+ 10%+ 9% - 3% =
6x, + 4%, — 6x;+ Tx,+ 7%+ 9% =
—8% 6%, + 4% —1x - 5x+ 6% =
X +4X — 5%+ 6x—6x+ 3% =

X —2% — 8%+ 3%~ 4x— 2%+ 2%
SX, +8X%, + X~ 5x,+ 2%~ %~ 8%

2% — 4%, + TX+ 3%, + 7%+ 10%+ 9x
—4X + 2% = %+ 3+ 6%— 8%

X T X t8X T Xt 2% 6t 2
7%+ % +9% = 9%+ 6%~ 6%

=5x, + 9%, — 6%, — 5%, + 10x— %— %,

~ 4
- 10€

7(
61
2t

- 82

X T X%+ 3%+2X,
%~ %+ 6%+ 5X,
X~ % ~9%-10x%,

X =X+ 2X%~ X,

- 10«
9/
15!

- 8(
20¢
20¢

WId 7 o -
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3. METODA GAUSS DE REZOLVARE A SISTEMELOR DE ECUA
LINIARE

Matrice extinsd a unui sistem d& ecuaii liniare cu n necunoscute se va numi matricea
n linii si n+1 coloane, format din coeficienii sistemuluisi vectorul termenilor liberi
amplasé dupi cum urmeax

&, &, .. a, b
By By o By b

a; &, - &, b

din

Doua sisteme de ectia liniare se numescchivalente, daé sunt echivalente mtimile
soluiilor acestor sisteme.

Transformare elementara a unei matrice se numge:
a) inmutirea unei linii a matricei cu un numk, k # 0.
b) adunarea unei linii a matricei lazlinie
¢) schimbul cu locul a dadinii a matricei
d) o combinge liniara a transforrarilor a)-c).

Una din metodele eficiente de determinare atsplunui sistem de ectialiniare este
metoda excluderii consecutive a necunoscutelor.agitemetodi este cunosciatsi sub
numelemetodei Gaus<a poate fi utilizatin cazul cand sistemul cercetat are o tslunic.
(Matricea coeficietilor sistemului este nesinguigr

Fie dat sistemul (1) din ecuaii liniare cun necunoscute:

A%+ A+ g Xt g X= By By e a, b
B X By Xt By Xt & X= b D1 By o By e By Db
L@ (1a)
A, X+ A%+ X+t g x= b 8, @, - @& . @& b
Ay X TG Xt g Xt gy X h, &1 Hap oo Gy e G b, .
B, 8%+ Xt A, X B Fi B e B o Aa b

cu matricea extiris(1a)

Metoda presupune:
* excluderea variabileq; din toate ecugle sistemului, incepand cu a doua,;
» excluderea variabilei; din toate ecugle sistemului, incepand cu a treia;

* excluderea variabileg din toate ecudle sistemului, incepand cu ecgigai+ 1;

» excluderea variabilei,.; din ecuga cu nunarul n.

In termeni matematici, trebuiei se construiagcun sistem de ectig echivalent cu
sistemul (1), de forma:



CALCUL NUMERIC. Rezolvarea numetia sistemelor de ectiidiniare 10

X+ 8 Xt & Xt 8 x=h a, a12 an a1n hl
A Xt 8y X+t Ay K= 0 &, .. a, a, b
(2) - o |2a)
a{ix +.+ én x=5h 0 .. 0 a a, b
a;—l,n—lxn—l+ élrl,nxn: Brrl 0 0 .. 0 a:“lv”‘l a*”*‘lv” 62'1
P 0 0O .. O 0 a, b
an,nxn - bn n n

cu matricea extiris(2a)

Soluia unui sistem de tipul (2) poate fi determindupi componente, incepand gy
care se determindirect din ultima ecuge a sistemului. In general, avand calculate
componentel. 1, X+ 2...%, din ecuéiai a sistemului (2) se determiicomponent; .

Astfel, procesul de calcul al soiei unui sistem de ectiaprin metoda Gauss se
divide in dod etape:

Etapa 1 (direct)

transformarea sistemului (1) Tn sistemul echiva{@hiprin transforriiri elementare a matricei
(1a)

Etapa 2 (invers)
calculul componentelor saiei sistemului (2).
Algoritmul
Descrierea matematié
ETAPA 1
Excludereax din ecudgile i+1, ...,n. In matricea supustransfornirii, elementele
Ai+1j, &+2j, ... @nj Urmeaz sa devira 0.

Se consider ca a; # 0 (da@ a,;=0, ecudia i se schimb cu locul cu o aft ecuaie
I, (j >1) in careg; ; Z 0)

o i o a;;
Pentru ecuga j (j =i+1,...n) se calculeazoeficientul de multiplicard = —~ .

1,0
Coeficienii ecugiei i se inmulesc cuk apoi se aduhla coeficienii ecugiei |
(transformarea se extingdeasupra termenilor liberi).
Se ohin consecutiv sistemele:

aDx+ %+ 4 d) x+. 4+ &) x= ) [afx+ax .t d) x+ o A x=

&) &) Dy = WD ) ) Dy =
X, +..+a) x+. .+ &) x= alX, t..ta)x+. .+ d) x=8
&) &) Dy = KD 0) )y — H2)
ax o ralx+. 4+ d) x= 1 a X, + Lradx =4

A+t g+ ) = 1Y A+ L+ ghx =
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allx A Xtk &) )t &) x= alx Al x+ .+ &) x=
A X+t &) x+. .+ ) x= 1§ A X, ..+ A x+ .+ ) x= 1§
Al X+ &l x = B Al X+ &l X, = B
AT+ = A, =
ETAPA 2

*

. . : . . : b
Din ultima ecude a sistemului (2) se determirx,: X, =—"
a,

,n

inlocuind in ecuga n-1: in caz general:
* n *
* * h - .
X = b, — Ay-10 % X = ,-;la’ }
-1~ * L= =
8101 a;

Conform formulei okinute componentele vectorului spki x se calculeazrecurent,
Tncepand cux,

Pseudocodul
PasO Numarul ecuaiei (i) 0 O
Pasl1l i0 i+1

a) Dadi a; = 0 liniai este schimbatcu locul cu o liniel (I >i )pentru carey; # 0
Daci o asemenea linie nu exXisse afjeazi mesajul de existed a unei infinitti
de soldii, apoi SFARSIT.

b) pentru fiecare din liniilej de lai + 1lla n se repet procedurgP): (P) linia i se
-a..
nmulteste cuk =—2- si se adugi la linia j (inclusivsi termenii liberi)

1,
Pas 2 Daci i<n se revine lapas 1, in caz contrar se trece Ipas 3

{trecerea la pasul 3 marcheasfarsitul etapei directe ii inceputul etapei inverse atauei}.

Pas 3
Pentrui de lan la 1 se calculeaz

_ j=i+1
& a;

Para la realizarea metodei Gauss se vor cerceta gibadie posibilitate a aplisii ei.
Pentru aplicarea metodei este suficient ca detemiuth matricei coeficigor sistemului (1)
si fie diferit de 0. Verificarea poate fi realizatu ajutorul unei fun@, care va calcula
valoarea acestui determinant, sau nemijlocit rcgsal realidrii etapei directe a metodei:

(pasull a)).
Resurse de memorie;

Pentru realizarea praciia metodei Gauss vor fi necesare dtoarele structuri de
date:
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1. Tablou bidimensional cwn linii si n+1 coloane pentru stocarea matricei extinse a
sistemului infial. elementele tabloului vor fi de tip real.

2. Tablou unidimensional dim elemente reale — pentragprarea soltei obinute.

Exemplul 1. Fie dat sistemul de n (n < 20) egulniare cu coeficien reali, @#0) de
forma:

A Xt At A Xt Ay X i 8 X= R
3y, %+ Xt Ay Xt Ay X= b

a'n—l,n—lxn—l-'- a'n—l,nxn: bn—l
a,.%, = b,

Elaborai un program in care pentru deterthsoluiilor acestui sistem se utilizeazina din
etapele metodei Gauss.

Coeficienii sistemului si termenii liberi se citesc din sierul text IN.TXT cu
urmatoarea structuar

n

11 a:L,n bl
a21 a2,n b2
a, .. a,, b,

RezolvareDin structura sistemului se obs&m transformarea matricei coeficidor
nu este necesarPrin urmare nu este necesaplicarea etapei directe (etapa 1) a metodei.
Este suficient&se implementeze etapa inve(stapa 2).

Program:

pr ogr amcn012;
const nmax=21;

type
mat=array[1..nmax,1..nmax] of real;
vect=array[1..nmax] of real;
var
a:mat;
s.vect;
i,n:integer;

pr ocedur e citeste(var x:mat; var t:integer);
var
i, jiinteger;
fitext;
begi n {citeste}
assign (f, 'in.txt");
reset(f);
readin(f, t);
foriz=1 tot do
begi n
for =1 tot+l do read(fx[ij]);
readin(f);
end;
close(f);
end; {citeste}

pr ocedur e invers (var g:vect);
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begi n

end.

var i,j: integer;
s:real;
begi n

end;

citeste(a,n);

direct(a,n);

invers(s);

for i:=1 to n do writeln('x[',i,"1=",s[i]:0:6);
readin;

for i=n downtol do
begi n
s:=0;
for j;=i+1tondo
s:=s+ali,j]*qfi];
qlil:==(a[i,n+1] -s)/ali,i;
end;

Intreb iri si exercitii

1)

2)

3)

4)

5)

6)

Descriei etapele algoritmului de calcul a sp&i unui sistem dimn ecuaii liniare
CuU n necunoscute, utilizand metoda Gauss.

Indicai, care sunt resursele de memorie necesare peatculd soldiei unui
sistem dinn ecuaii liniare cu n necunoscute prin metoda Gauss.

Elaborai un program pentru calculul solei unui sistem dinn ecuaii liniare cu
n (n<10) necunoscute, prin metoda Gauss.

Rezolvai sistemele de ectiadin exerctiul 5, paragraful 3.2, utilizand programul
realizat in exerciul 3. Pentru fiecare sistem néral de ecug@i n, valorile

coeficienilor ecuaiilor sistemuluisi a termenilor liberi se citesc dintr-ugir text

Cu urmitoarea structdr prima linie a fgierului cortine un nundr intregn —

numarul de ecuai. Fiecare din urritoarelen linii contine caten+1 numere reale,
separate prin sga: matricea extins a sistemului de ecua Explicati motivul

apartiei diferentei intre valorile soltile calculate prin metode Kramear cele

calculate prin metoda Gauss.

Realizai o modificare a programului cn012, care ar perrdégerminarea sofuior
Xt A%t agXtt Ay X 3y X= R

3% Xt Ay X+ Ay X= b

sistemelor de forma indiferent de

R A L
a,.% =D,

valorile coeficiefilor a;;

Etapa direct a metodei Gauss poate fi aplicggentru calculul determinétor.
Sunt folosite urriitoarele proprieiti ale matricelor numerice:

1. Daci de o parte a diagonalei principale a matricei peonare se calculeazleterminantul

sint numai zerouri, atunci valoarea determinantefie produsul elementelor de pe diagonala

principak.

2: La schimbarea cu locul a dolinii (coloane) ale matricei, semnul determinantutece n
opus.
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3: La adiugarea la o linie a matricei a altei linii inrtitd cu un nurdr, valoarea
determinantului nu se schirib

Elaborai o fungie iteratia de calcul a determinglor, care utilizeaz aceste
proprietti.

Compara timpul de lucru al fungei iterativesi a funaiei recursive din paragraful
4.1 Explicai motivul apariiei diferertelor in timpul de calcul.



