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ERORI IN CALCULUL NUMERIC

1. NUMERE APROXIMATIVE V
EROAREA ABSOLUTA SI RELATIVA

Numirul a se numgte aproximare a nufnului A dac valorile lor se deosebesc ne-
insemnatsi a poate TnlocuiA in calcule numerice. Daca< A vom numia aproximare
prin lipsa, da@ a> A — aproximare prin adaos. De exemplu pemrtnunirul 3.14 va fi
aproximare prin lips iar 3.142 — aproximare prin adaos. Intr-aale®.14< 71 < 3.142.

Prin eroareAa se nelege difereta A—a (uneorisi a— A). In dependeti de rapor-
tul a si A, Aa poate fi negativ sau pozitiv. Pentru aiob numirul exact A se adugi la a
valoarea erorida
A=a+Aa

De multe ori este cunos@waloarea aproximativa fara a se cunage semnul erorii.
In aceste cazuri se utilizeagroarea absolut, care se definge Tn felul urnator:

Eroare absoluté A a valorii aproximativea se consideér modulul difererei dintre valoared
exact A si valoarea aproximativa.

=

A=|A-a]|

Eroarea absolatnu este un indice suficient pentru estimarea @ggctalculelor sau
masuiatorilor. Fie @ Tn urma ndsufrii lungimii a dow bare au fost amute rezultatele:

1. 100 m+ 0.5cm
2. 18 cmz= 0.2 cm

Cu toate & valoarea absolata erorii in primul caz este mai mare, este evid&muiri-
ma nmasuiatoare a fost realizatmult mai exact decat a doua. Pentru a determitieatea
masuiatorii (calculului) se raporte@azmarimea erorii absolute la o unitate de lungime ($au,
caz general, la o unitate deisnia respectiv).

Eroarerelativa o a valorii aproximative se considemaportul dintre eroarea absaiuh si
modulul nunarului exactA(A# 0)

S3=A/|A|

Exemplu: O ba# are lungimea de 100 cm. In urma uneisoniri a fost stabilid o va-
loare a lungimii egal cu 101 cm. Distaa dintre punctele Ai B este de 3000 m. in urma
masufrii s-a ohinut distana de 2997 m. Se ceré se determine eroarea relatia fiecirei
Masumri si masurarea mai exact

Rezolvare:
pentru prima risurare
A =[100-101=1cm
5=— =001
100

pentru nisurarea a doua
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A =[3000-2997=3 m
5=-3_=0001
3000

Deoarece eroarea relatia celei de a douadsuari este mai mig, aceast masurare
este mai exaat

Intreb ari si exercitii
1. Explicai notiunea de eroare. Biaxemple de apare a erorilor in situg reale.
2. Definiti notiunea de eroare absaluExemplificai.

3. Definiti notiunea de eroare relasivExemplificai. Cum se va modifica formula de
calcul a erorii relative, déceroarea trebuie indicain % de la valoarea exéch ma-
rimii cercetate?

4. O basa cu lungimea exagtde 100 cm a fost #isurati cu o eroare absolutle 2 cm.
Care sunt valorile posibile, abute in procesul de #surare?

5. Volumul exact al unui vas este de 20ladMrile de volum au fost efectuare cu o
eroare relati¥ de 0.001. Care sunt valorile posibile ale volumnigsurat?
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2. SURSELE ERORILOR DE CALCUL

Erorile, care apar in timpul rez@hi problemelor pot proveni din diferite surse. Cu-
noggterea curselor de apae a erorilor permite ocolirea Igr minimizarea efectului cumula-
tiv al erorilor. Cele mai des intalnite tipuri dee sunt:

* Erori de problera

* Erori de metod

* Erori ale datelor de intrare
* Erori de aproximare

» Erori de rotunijire.

Erori de problema. Aceasi categorie de erori apare in siiile cand modelul mate-
matic ales pentru rezolvarea problemei nu desamptet procesul real cercetat. Astfel, in
exemplul 2 (1.2 Modelul matematig modelarea matematiy pentru a construi modelul
matematic al sistemulilg-arc s-a utilizat ecuga oscilaillor armonice pentrudeformati
mici si in lipsa forei de frecare Prin urmare, rezultatul @hut prin utilizarea formulei va fi
diferit de cel exact, diferea fiind cu atat mai semnificativcu cat e mai mare f@ de frecare
n sistemul readi deformarea arcului.

Erori de metoda. Este o categorie de erori genérde imposibilitatea determirii
unei metode exacte de rezolvare a problemei. Ist@ez problema itiala este rezolvatprin
0 metod euristia, care poate genera difeterdestul de mari intre rezultatul totut si cel
exact.

Un exemplu elocvent este utilizarea meta@ezedypentru rezolvareproblemei ruc-
sacului, care are ur@itoarea formulare:

Este dat un rucsac de volum & n obiecte cu volumele,i =1. i costurile
c,i =1.n. Si se pua in rucsac obiecte din setul propus astfel, ina#tal total al obiecte-
lor puse in rucsacdsfie cat mai mare posibil.

Daa pentru rezolvarea problemei este folbsitetoda Greedy inh majoritatea cazurilor
soluia oltinuta va fi mai rea decéat cea exacistfel, pentru un set din cinci obiecte cu
volumele 5, 7, 13, 20, 10, pusile respectiv de 4, 8, 15, 23,$p,un rucsac cu volumul de 30
unitati prin metoda Greedy se e soldia cu valoarea 27 formatin obiectele cu indicii 3,
2, 1. Pentru acejaset de date ifiele, soldia determinat prin metoda trierii sau reddi are
valoarea 31, fiind formatdin obiectele cu indicii 2i 4.

Erori ale datelor de intrare. Deseori procesul de modelare mateniadie bazeazpe
rezultatele unor experigzy adi@ pe careva seturi de ammi numerice, obnute in urma
masusrilor. Aceste rérimi nu sunt exacte. (ex.: distan masa, viteza). in cele ce urmeae
va cerceta, cum pot influgmerorile intiale (a datelor de intrare) rezultatele finale.

Exemplul 1: fie ci se cerceteazun model descris de fuig f(x) =x*+x+1 pe
segmentul [01] xO [0])

Este cunoscuticx se calculeazcu o exactitate de 0,01 (a#lieroarea absolaila de-
terminarea luix nu depseste 0,01). Dag z este valoarea exact argumentului, atunci
| z— x| 001.

Vom incerca & determiram in ce nisus influenteaz eroarea la @surarea irfiala a
valorilor lui x rezultatul calculului:

[T(X) - f(2)FX*+x+1-22-z-1F x* +x-2° - zH (x-2)(x+ 2) + x— 2 F| (X - 2)(x+ z+ 1) |
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Deoarecex+z+1< 3i |z—x[< 001, rezulé
| f(x)—f(z)c 3% 001.

Diferenta dintre valoarea fufiei de argument exadiz 9i valoarea fungei de argu-
ment masurat (x ) este o ririme constarit De aici rezult ca erorile de calcul nu depind de
ci numai de exactitatea cu care acesta esteirat.

Se considerca funaia f(x):1 — R posed proprietatea Lipschits dad- o constari m> 0
astfel incat] f(x)— f(z) g mx|z-x | Ox,zOI .

Se consider ca determinarea valorilor fuiei f(x) este stabil la erori, dag f(x) posed
proprietatea Lipschits.

in alti termini, stabilitatea furteei la erori presupune vatiamici ale valorilor fungiei
la varigii mici ale argumentului.

Erori de aproximare. Este o categorie de erori generate de anumiteidiefinmnotiuni
matematice. Prezem lor este acceptatin special in problemele care folosestiurea de
limita, convergeti etc. Apariia este motivdit de Tndsi structura defirtiei care cotine
elemente de aproximare.

Exemplul 2: Se considerca sirul {x,} este convergeni are limita x dac pentru
orice¢ >0, & - 0, exist un rangn(n, )astfel incitx-x,|<& 0On>n,.

Din punct de vedere al analizei numericendica precizia cu carex, 1l aproximeaz
pe x. Fie £ =0,001 Dacisirul {x,} este convergent are limita x, inseama ca [In, (N, o)
astfel incattin>n, |x-x,|<0, 001

in procesul de calcul al limitei se utilizéiaa aproximare consecutiycare se apropie

tot mai mult de limita exa#f fara a o atinge. Stoparea procesului de calcul aratioeci cand
deviaia (eroarea) devine mai niidecat eroarea maxéiadmisibik ().

Exemplul 3: Apropierea valorilor termenilaiirului 1/n de limita lui O.

n=1 1/n=1

n=2 1/n =0,5

n= 501 1/n = 0,001996
n= 502 1/n = 0,001992
n= 503 1/n =0,001988
n= 999 1/n = 0,001001
n= 1000 1/n = 0,001000

n= 1001 1/n = 0,000999

De rginut, a rezultatele otinute prin calcul numeric sunt acceptate doar zaltate
cantitative si nu pot servi drept demonsti@pentru careva afirngamatematice.



CALCUL NUMERIC. Erori in calculul numeric 5

Erori de rotunjire. Este un tip aparte de erori, generate de fajtih procesul prelu-
crarii marimilor numerice in calculator ele pot fagtrate doar cu un anumit nénde semne
zecimale dup virgula. Exemplu poate servi constants valorile fungiilor trigonometrice
etc.

Fie A= {a1, az, a3, .. an} multimea tuturor numerelor care pot fi reprezentateaicu-
lator. (Se considérci a1 < ax< ...<ap)

Vom cerceta oricare din numerelg £ ai+1)/2. Evident el lipsge Tn mutimea intiala
A. In cazul apatiei unei asemenea sitiiade calcul apare eroarea legde inlocuirea rezulta-
tului real prin nurarul cel mai apropiat de el din muheaA. Aceasi procedui este numi
rotunjire.

Fungia de rotunjireaplicat la calculatoare se defigte in felul urnator: O x 0 R, a; ,
ai+1[| A

rd (X)=aidad x J[ai, (& + ai+1)/2)
rd (X)=aj+1 da@ x Z[(a + ai+1)/2 , ais1 |

Utilizarea funciei de rotunjire genereazabateri de la legile de baale operailor
aritmetice: adunarea, inmuwéa nu mai sunt asociative, distributive.

Exemplul 4: Fie @& in procesul de calcul se poate opera cu cel meift& dug virgu-
la. In acest caz pentru numerele

a=0,2334 b=0,2331 c=0,238e ohine
rd(rd(a+b)+c) = rd(rd(0,4665)+0,233) =rd(0,467+0,233) = 0,7
rd(a+rd(b+c)) = rd(0,2334+d(0,4661)) =rd(0,2334+0,466) *d(0,6994) = 0,699

in cazul rotunjirii rezultatelor de calcul erorites depisesc dup modul valoarea de
0,5*10" ,(aceste erori se numesc erori de rotunjire abspluden este nurirul de semne
semnificative(care pot fi percepute) in procedueacdlcul. Erorile de rotunjire pot fi atat
pozitive citsi negative. Tn cazul alte#ni lor are loc procesul de compensare, in rezultat
eroarea findl nu crate odal cu nunarul de calcule.

Intreb ari si exercitii
1. Identificai principalele surse de erori. Exemplifica

2. Dati exemple de erori, generate de imposibilitateanidirii exacte a problemei. Mo-
tivati imposibilitatea formuldrii exacte.

3. Utilizarea metodei Greedy in rezolvarea problemdircele mai multe ori duce la ob-
tinerea unui solgi diferite de soltia optima. De ce?

4. Care fundi posed proprietatea de stabilitate a calculului valorfla de erori?
Este oare stabil fa de erori calculul valorilor funei liniare? Dar al fungei
y=yx x0[12]?

6. Explicai notiunea de eroare de aproximare.

X, =0

7. Soluia unei probleme se calcul@aziterativ du formula
: p A =

Va atinge oarsairul solutiilor calculate valoarea saiei exacte? Stabtli experimental
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sau analitic solia exaci. Dupa céte iteréi eroarea absoléta soluiei calculate va
deveni mai mig de 0,0001?

8. Din care motiv rezultatele @bute prin metode numerice nu pot servi drept demon
strgii a afirmgiilor matematice?

9. Care este motivul apaei erorilor de rotunjire? Exemplifica

10.Scrigi un program care determiinprodusul si catul numerelor 1,00000004i
0,999999999. Analizarezultatele obnute. Explicai cauzele apatiei erorii.



