Transformari identice ale expresiilor algebrice.

Definitie. Vom numi expresie algebrica expresia, ce se obtine din constante si vari-
abile prin intermediul operatiilor de adunare, scadere, inmultire, impartire, ridicare la o putere
intreaga si extragerea radacinii.

Exemple de expresii algebrice:

£= 215 Bla,y) = (g}i’_?zyj;;)“;

T+y
Bla2) = 0 =z Blay) = o+ 9~ 3oy(a+ ),

Definitie. Domeniu al valorilor admisibile (concis DVA) al expresiei algebrice E(x1, za, . .., T,)
(D(F)) se numeste multimea tuturor cortegiilor (z1,xs,...,z,) pentru care expresia
E(z1,x9,...,x,) are sens.

De exemplu, DVA al expresiel E(z,y) = Y _ . este multimea D(E) = {(z,y) | x €

Ty

R, y € R, zy # 0}, iar DVA al expresiei E(z,y) = /Ty — 2z, este multimea tripletelor
{(z,9,2) | 2,9,z € R, 2y > 0}.
Definitie. Expresiile algebrice F; si Ey se numesc identic egale pe multimea M C D(E;) N

D(E,), daca valorile numerice ale acestor expresii sunt egale pentru orice valori ale variabilelor

din M.

|
r+1

pe multimea R\ {1}, (z + y)? = 2® + 22y + y* pe multimea {(z,y) | z € R, y € R}.

=xz—1

De exemplu V22 = z pe multimea [0; +00), vV a? = —a, pe multimea (—oo; 0],

Definitie. Vom numi transformare identica a expresiei algebrice pe multimea M C D(FE)
inlocuirea acestei expresii cu o expresie identic egala cu ea.

Nota. Tinem sa mentionam, ca uneori multimea M pe care expresiile algebrice sunt identic
egale nu se evidentiaza, avandu-se in vedere egalitatea identica a acestor expresii pe intersectia
domeniilor lor de definitie.

De exemplu

V@ =la, M =Rr), D _T71 0 my (01,

a a—1

In procesul transformarilor identice sunt utile urmatoarele formule:
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I. Formulele inmultirii prescurtate
1. (a+b)? = a® £ 2ab + b,
2. (a4 b)3 = a® =+ 3a%b + 3ab® £ b3,
3. a>—b*=(a—0b)(a+D),
4. a®* £ 0® = (a £b)(a® F ab+ b?).
Aceste formule se obtin ca consecinte ale urmatoarelor formule generale:
5. a" — 0" =(a—0b)(a" ' +a" 20+ ...+ ab" 2+ b)) (neN),
6. o>t + 07" = (a+b)(a® —a® b+ ... —ab® ' + ™) (neN),
7. (binomul lui Newton)

(a+0b)" = C%°%" + Cla*v™™' + ...+ C*a"v" ™ 4 ..+ C"a™,

|
unde n € N, CS:M’ nl=1-2-3-...-n, 0'=1.
'(n—k)!

II. Proprietatile puterilor

Egalitatile ce urmeaza sunt juste pentru orice numere pozitive a si b si orice numere reale

a si (.

o (5) =i
b)) T
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Nota 1. Tinem sa mentionam, ca numerele negative la fel pot fi ridicate la anumite puteri

(intregi, sau mai general, rationale de tipul 1), unde m - intreg,

Nota 2. 0¢ = 0, pentru orice a > 0.

III. Proprietatile radicalilor

a daca n — impar
1 n an o 7 )

la|, dacan — par,
2. ¥ab= %/a- ¥/b, dacaa >0, b>0, k€N,
3. ¥ab= %/la| %/|t], daca ab >0, k € N.
4. "Wab= */a*Nb, keN.

5. ( "\Vﬁ)k = Va*, a >0 daca m este par, a € R daca m este impar.

6. oL \/a,dacaaZO, b>0, n-parsaub+#0, a € R, daca n - impar.
b b
7 nak:a%, a > 0.

8. {/ %/a = "{/a, a >0 daca m par sau n par, a € R daca m - n - impar.
9. */“q=—*Va, acR.
Jaz — b2 Az — b2
10. \/a:I:b\/E:\/CH_ C; ¢ :I:\/a C; ¢ ,unde a >0, b> 0, ¢ > 0sia® > b

Exemplul 1. Sa se determine DVA al expresiilor algebrice:
a) E(z) = Vo + 22 — 213,

$2+a:y x Y
b) £ = ;

a \/c_l
E = .
¢) E(a,b,c,d) b+c + b2c + c2b
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Rezolvare. a) DVA al expresiei enuntate se determina rezolvand inecuatia x4z —22% > 0

cu ajutorul metodei intervalelor:
1
r+2°-20>0 & 2(1+2-22)>0 & 222+ 1)(1-2)>0 & x € (—oo;—§]U[0;1].

Asadar D(E) = (—o0; —1] U [0; 1].

b) Se tine seama ca expresia are sens, daca

v +y? #0,
x+y#0,

de unde rezulta D(E) = {(z,y) | = # vy, * # —y}.

¢) Cum numitorii fractiilor rationale urmeaza a fi diferiti de zero, iar radacina de ordinul

doi exista numai din expresii nenegative, se obtine sistemul

b+c#0,
b+c#0, b+c#0, bt 0
Vet+c?b#£0, <  be(b+c)#£0, < 7&7

c=#0,
d>0, d >0,

d>0.

Asadar DVA al expresiei date este multimea {(a,b,c,d) | b+c#0, b#0, ¢ #0, d > 0}.

Exemplul 2. Sa se determine daca expresiile A si B sunt identic egale pe multimea M.

~(ava+bVvh - %\/5%—\/5 1 (s " ‘
@A_<\ﬂ+¢5 ¢7>awwwy B=—. M={(ab)|a>b>0}

a—V3 2a
WA=—-"VY2  p—__ M={a|a>V3).
e e M={a]a> V)
2a
Rezolvare. a) Cum ay/a = (v/a)?, bv/b = (Vb)?, a = (v/a)?, b = (v/b)? pe mulitmea M, se
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aplica formulele inmultirii prescurtate si se obtine:

(WA (VB N Jat e
*« Vat /b ﬁQ(MMW%ﬁH

_ ((\/5+\/5)((\/5)2—\/%+(\/5)2) _\/%f (Va+vb)

Va+vb ab(va— Vo)(va+ i)
1 1 1
= |(Va)! —2vVab+ (Vb)?|* - —————= = (Va - Vb2 =
(Va) O o = VL P T =D
1
— —_ \/5 e,
[Va — Vil i D)
deoarece a > b > 0 implica v/a > Vb, si prin urmare |\/a — Vb| = a — v/b. Asadar
A = (Va - \/?_))W = alb = B. Astfel pe multimea M expresiile A si B sunt
egale.
b) Similar exemplului precedent
4 a—+/3 B a—+/3 (a—V3)-2la]  (a—+v3)-2la]  2a _3B
J<a2+3>2 \/(a2—|—3)2—4a2-3 (a2 — 3)2 ja? — 3] a+v3
-3 5
2a 4a

S-a tinut seama ca daca a > /3, atunci Va2 = a si /(a2 — 3)2 = |a®> — 3| = a®> — 3.
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Exemplul 3. Sa se aduca la o forma mai simpla expresiile:

) 2b 4 2/0? — 4
a ;
VI —d+b+2
( vVmn? + vVm?n Coyms m-—n ) 1 ‘
Vi + 2+ 2 Vit = ) Yt O
Y13 A3 2
M+4bc —|—bC—|—3
AVt ,
Vbe+3 ’
d) @ + v + ¢ ;
(a—b)la—c) (b—c)b—a) (c—a)(c—0b)
a’b? a’c? b?c?
A s s Sl gy e Rl e
y— 2z z—x T —y
f + + ;
L s Rl v B Bl e ey
) m|m — 3|
g (m2 —m —6)|m|
B —4>0,
Rezolvare. DVA al expresiei se determina din sistemul ¢ 2b 4+ 2v/b2 — 4 > 0, de unde
VIE—44b+2>0,

rezulta b > 2.

In DVA expresia este identic egala cu:

V22Vl =1 (V=22 + (VB+ 2P +2Vh—2vh+2 _

VO —4+b+2 VO —2vb + 2+ (Vb + 2)?
JOb=2+vh+2? V=24 5+7 1

T Vbt 2(Vb—2+vb12) Vbr26Wb—2+vb12) Vbi2
deoarece in DVA /b — 2+ v/b+2 > 2 si prin urmare [vb—2 + Vb +2| = Vb —2 + b+ 2.
1

Vb+2
b) DVA al expresiei este multimea {(m,n) | m >0, n >0, m # n}. Se noteaza &/m = a,
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N . 3 . 3 . . .
¥/n = b, atunci /m = a?, Vm? = a*, m = a°® si /n = b*, Vn? = b?, n = b° si expresia devine

a?b* + a*b? 5 ab—1b° 1
—2b° + =
a* + 2a%b? + b4 at—=bt) a+b
_ (@’ +0) o (a? = b*)(a* + a?b? + b?) I
(a% +b?)2 (a? — b%)(a? + b?) (a+0b)

a?b® —20*(a* + b*) + a* + a?* + 0 1
a? + b? a+b

Cat=bvt 1 _(a2+b2)(a—b)(a+b)_a_b
a2+ a+b (a2+0)(a+b) '

Asadar expresia initiala pe DVA este identic egala cu &/m — /n.
c)In DVA: {(a,b,c) |a>0,b>0, ¢c >0, a* + ¢* # 0} expresia se tranforma astfel:
2 2
Vb3 + vVa2b Vb
( c T va C+%) +be+3 <\/_C(\/E+\/a>+%_c> +bc+3

Va+ /e _\ Va+ye
Vbe+3 Vbe+3

~ WWbe+be+3  3vVbe+3+Vbe+be  3(Vbe+ 1) + (14 vbe)Vbe
Ve + 3 Ve + 3 Ve + 3

(Vbe+1)(Vbe +3)
N = Ve + 1.

d) DVA al expresiei este multimea {(a,b,c) | a # b, a # ¢, b # c}. Se aduce expresia la

numitor comun si se obtine

a’ b o _ad*e—=b)+b(a—c)+ (b —a)
a—Da—c b=—0b-a) lc—afe=b) a—Da—oc=b

Se tine seama de expresia de la numitor si se descompune in factori numaratorul
a(c—b)+b3(a—c)+Ab—a)=cla®—b®)+ ab(b? — a®) + (b —a) =
= (a — b)(c(a® + ab+ b*) — ab(a +b) — ) = (a — b)(c(a® — ) + ab(c — a) + b*(c — a)) =
= (b—c)(a —b)(—a®* — a’c+ A(a+b)) = (a —b)(b—c)(b(c* — a?) + ac(c — a)) =
=(a—"0)(b—c)(c—a)(ab+ bc+ ca).

Asadar pe DVA expresia enuntata este identic egala cu ab + bc + ca.
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f) DVA al expresiei este multimea {(z,y,2) | * # y, y # 2z, z # x}. Primul termen al

expresiei se descompune in modul urmator:

Yy—z rT—z—r+Yy T—z r—y 1 1

(@—yle—2 (@-yle—2) @-yl-2 @-y-2 z-y z-=z

Similar se descompun si ceilalti termeni

Z—T B 1 1 .
(y—2)y—2) y—2 y—u
T —1y 1 1

(z—x)(z —y) T -z z—vy

Prin urmare

y—=z zZ—X r—Y .
(z—y)z—2) W-2)y-2) (-z)(z-y)

1 1 1 1 1 1

2 2 2

T—y Y—2z2 2—T
g) DVA al expresiei este R\ {—2;0;3}. Se tine seama ca expresia contine |m| si |m — 3| si

se considera urmatoarele trei cazuri:

1. fie m € (—o0; —2) U (—2;0). Atunci |m| = —m, |m — 3| = —(m — 3) si expresia devine
m|m — 3| B —m(m — 3) 1
(m2—=m—6)m| —(m+2)(m—-3)m m+2
2. fie m € (0;3). Atunci |m| =m, |m — 3| = —(m — 3) si expresia devine
m|m — 3| ~ —m(m—3) 1

(m2—m—6)m| (m+2)(m—3ym  m+2

3. fiem € (3;4+00). Atunci |m| = m, |m — 3| = m — 3 si expresia devine

m|m — 3| 1

(m2—m—6)jm| m+2

Asadar
1
mim_3 | myp daeame (02U (-20)U (3 o),
2 - 1
(m? —m — 6)|m| S daca m € (0;3).
m+ 2

O Copyright(©1999 ONG TCV Scoala Virtuala a Tanarului Matematician — http://math.ournet.md

8



Exemplul 4. Sa se descompuna in factori

a) (z+y)y +2)(z +x) — 2yz;
b) 8+ y3 + 23 — 3wyz;

¢) 2®+ T +ab +a® + ot + 2 a2t o+ 1
d) z° +z + 1.

Rezolvare. a) Se aduna si se scade z(y + z)(z + ) si se grupeaza convenabil

(z+y)y+2)z+z)+z2(y+2)(z+x)—2(y+2)(z +2) —2yz =
=y+2)z+a)z+y+2)—2((y+2)(z+x) —ay) =
=(y+2)z+a)(@z+y+2)— 22 +yz+z2x) =
=(y+2)z+z)(z+y+2)—2(x+y+2z2)=
=@x+y+2)((y+2)(z+z)—2%) =(x+y+2)(zy +yz + zx).

b) Se aplica formula pentru suma a doua cuburi si se rezolva similar exemplului precedent:

23+ P 4 23 = ayz = (v +y) (2 — 2y + 1?) + 2(2% — 3zy) =
=(x+y+2)(a® —ay+y?) + 222 —3vy — 22 +ay —y?) =
=(@+y+2)@®—ay+y’) +2(2° - (2 +y)?) =
=(@+y+2)(@® —ay+y’+z2(z-v-y)=
=(x+y+2)(@®+y*+2° — oy —x2—y2).

¢) Se aplica formulele inmultirii prescurtate si se obtine

-1 (%) -1

r—1  x—1

DB+ P+ttt =

(23 = 1) (2® + 23+ 1)

p— =@+ 2+ 1)(a +2° +1).

d) 2P4z+1 = l+z+2’—2°+2° = 1+a+2?—2?(1-23) = (I+z+2?)—2?(1—2)(1+z+2?) =
=1+z+2>)(1-2*1-2)=0+z+2%)(1 — 2%+ 2%).
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Exemplul 5. Sa se rationalizeze numitorii urmatoarelor expresii irationale:

1 1 1
a) —— ;b e , —.
"vievs D ErvievE O Tt avi
Rezolvare. Se multiplica cu conjugata numitorului si se obtine:
2 1 CIEV2HEVE T +V24VB L (LHV2 VBV V242416
1+v2-vV3 (1+v2)2-3 2v/2 222 4 '
b) Similar exemplului a) se obtine
1 CVBEVE VT VBV -VT

VBHVEHVT  (VBHVE?E-T  142V15
(V3+VE—VDVIE—1)  (V3+v5— VI)(2VIE— 1)

(2v/15)2 — 1 59 '

c) Se utilizeaza formula (a se vedea exemplul 4 b)):

4yt + 27 —3ryz = (x+y+2) (@’ + P+ 2% — a2y —yz — 2x)

de unde
3.4 .34 .3
+y’+2° =3
rT+y+z= (z Y : y2)
(2 +y?+ 22 — a2y —yz — 21)
si se obtine
1 P (V224 (VA - V2294298 V243
1+ V24201 B+ (W23 +@V43-3-1-72-2-V1 23 ’

Exemplul 6. Sa se arate ca numarul

a) \/|20v/7 — 53] — /207 + 53,
b) v/26 — 15v/3 + /3,

c) J26+6\/13—4\/8+2\/6—2\/§+J26—6\/13+4\/8—2\/6+2\/5,

este numar intreg.

Rezolvare. a) Se evidentiaza sub radicali patrate complete si se obtine:

VE—2v7)2 — /(5 +2vT)2 =[5 — 2V7| — |5+ 2V7| = 2VT — 5 — 5 — 2V/7 = —10.
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b) Se evidentiaza sub semnul radacinii de ordinul trei un cub complet si se obtine

26— 153+ V3 =1{8-12v3+18-3v3+v3={2- V3P +v3=2-vV3+V3=2

c) Se tine seama, ca

6+2v5=5+2/5+1=(V/5+£1)?
\/8+2\/6—2\/3=\/8+2\/3—2:\/6+2\/3=\/5+1,
\/8—2\/6+2\/_=\/8—2\/5—2:\/6—2\/5:\/3—1,
JIB=4(VB+1) =/9-4v5=15-2.2.V5+4= 52,
VIB+4(/5—1) = V5 +2,
J26+6(v5—-2) =14 +6v5=1/5+2-3-V/5+9=15+3,
\/26—6\/\/5+2:\/14—6\/5:\/(\/5—3)2=|\/5—3|:3—\/5

si se obtine ca expresia initiala este egala cu

V5+3+3—+v5=6.

Identitati conditionate.

1 1 1
Exemplul 7. a) Sa se calculeze 2° + y? + 2%, dacax +y+2=1, — + -+ - = 0.
x z

)
b) Sa se arate ca egalitatea xyz = 1 implica

1 1 1
+ +
l4+z+2y 1+y+yz 14+z2z+4zx

c) Sa se arate ca daca x +y + 2z = 0, atunci z* + y* + 2* = 2(zy + yz + 22)%
d) Sa se demonstreze, ca pentru orice trei termeni consecutivi ai unei progresii geometrice

are loc egalitatea

a? + a3+ a3 = (a1 + ay + asz)(a; — ag + as).
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e) Sa se arate ca daca x1 + T2 + 23 = Y1 + Y2 + Y3 = T1y1 + Ta2y2 + z3y3 = 0 si nu toate

numerele z;, j = 1,3 si y;, ¢ = 1,3 sunt egale cu zero, atunci

at yi _2
ei+a3+a3 yi+yi+vi 3

1 1
Rezolvare. a) Cum egalitatea — + — + — = 0 implica zy + yz + zx = 0, rezulta
xr Yy =z

Pyl =yt ) —2ay+yzt+z2)=1>-2.0=1.

b) Se observa, ca in conditia xyz = 1

1 B 1 B 1 B Ty
l+z4+z20 wyzt+zt+ze 2(1+x+ay) 14+z+ay’

si atunci
1 1 1 T

l+y+yz y(l+z+zr) y-2(1+z+ay) - l+z+4a2y

Prin urmare,

1 1 1 1+z+ 2y
+ + = =1
l+z+2y 1+y+yz 14+z+z20 l1+zx+ay

c) Se tine seama ca x +y = —z si se obtine
2wy +yz + 22)2 = 2(zy + 2(x + y))2 = 2(zy — (x4 y)?)° =
= 2(2% + zy + y?)° = 2(a* + 222 + y* + 203y + 22%y? + 2wyd) =
=2ty 4 (yt + day® + 6222 + Ayt +at) =2ty + (24 y)t =
=gty 4 (—2)t =2t oyt 42
d) Cum aya3 = a3 (proprietatea caracteristica a progresiei geometrice) rezulta
(a1 + as + az)® = a} + a3 + a3 + 2as(a; + as + az).

Prin urmare

a? + a% + ag = (a1 +as + a3)2 — 2as(ay + as + az) = (a1 + as + az)(ay — ay + as).
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e) Se considera vectorii (x1, T2, x3), (Y1, Y2, y3) si (1,1,1). Cum produsurile scalare ale acestor

vectori sunt egale cu zero, rezulta ca ei sunt doi cate doi ortogonali. Asadar vectorii

€ X2 xs3
g = 2 2 2’ 2 2 2’ 2 2 2]’
\/x1+x2+x3 \/xl—l—arz—i—xg \/:L‘1+JZ2+ZL‘3

gp = ( n Y2 Ys )
VBB VBB ol B+
(1 1 1
gs \/g) \/ga \/g )
formeaza o baza ortonormata in spatiul R®. Prin urmare
(xagl)Z + ('1.792)2 + (xagS)Q = 17

pentru orice vector x € R3.

In particular, pentru x = e; = (1,0, 0), se obtine

2 2

T 1

2 ; 2 2 yé 5t =1L
v tas+axz yityztys 3

de unde rezulta egalitatea initiala.

Exercitii pentru autoevaluare

1. Sa se determine DVA al expresiei

= V3r — 22 R: (05 3].

-7 12
,/ = ;f_ R+ (—00; —1) U [4; +00).

b+C CL—i—c
~ab+cd+ch+ad R:{(a,b,c) | a# —c, b# —d}.

o
~
@

2. Sa se determine, daca expresiile A si B sunt identic egale pe multimea M, daca:

a—x/g B 2a

J(au_g? 3)’ Ca+V3
2a

A:

M=1{a: a>3}.
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R: Da.

3. Sa se aduca la forma mai simpla expresia

) va+1 1 va+1—1 +a+1+1 va-+1 R ]
a —_— . J—— . ; "_
2 2vVa+1 va+1+1 +a+1-1 a
ab ab a’® + b a*
b — : : R: —
><a+a—b> <a+b “) a2 — b’ @+ 0
Vo +1 1
: : : —1
T vite 2- V& B a(w =1)
ab a—2b a3 — b3 1 1
d) — 11 7 T 2 T 1 7 T 1 T) R: b3 — a3
a3 —a3bs + b3 a3 +a3b3s + b3 a3 — b3
a?+2a —3
e) \‘%(1 —2a+a?)(a®?—1)(a—1): ﬁ;
v/ 1 V. 1
R: ot pentru a > 1; — ot pentru —1<a < 1.
a+3 a-+3
a?—4—]a—2|

1) a3 +2a? —5a — 6’

1 1
R: P pentru a > 2; P pentrua < 2, a # —3, a # —1.

b—c cza azb (b-dlc—a)a-b) .
D pre cra ot T ot a)atd) R: 0.

4. Sa se descompuna in factori:
a) ot + 22 + 1; R: (> +z+1)(2®> —2z+1)

b) (x =)’ + (y—2)° + (z — )% R: 3(x —y)(y — 2)(z — x).
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5. Sa se rationalizeze

a) ) R T VE(VE - V2)
V10 + /15 + /14 + /21 ' 2 :
N5+ V3 ; 5 .

6. Sa se arate ca expresiile

) \/2<‘/§—2\/\/§+1 |
JB V- 1— VB Va1
b) /9 + V80 + /9 — v/0; R:3

reprezinta numere intregi.
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