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Àðèôìåòè÷åñêèå è ãåîìåòðè÷åñêèå ïðîãðåññèè

Àðèôìåòè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ

Îïðåäåëåíèå 1. ×èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (an)n∈N íàçûâàåòñÿ àðèôìåòè÷åñêîé
ïðîãðåññèåé, åñëè ñóùåñòâóåò äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî d (íàçûâàåìîå ðàçíîñòüþ ïðîãðåññèè),
òàêîå, ÷òî

an+1 − an = d (∀n ∈ N), (1)
òî åñòü, êàæäûé ÷ëåí ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (íà÷èíàÿ ñî âòîðîãî) ðàâåí ïðåäûäóùåìó ïëþñ
îäíî è òî æå ÷èñëî (ðàçíîñòü ïðîãðåññèè).

Ïðèìåð 1. Ïðîâåðèòü, ÿâëÿþòñÿ ëè äàííûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè àðèôìåòè÷åñêèìè
ïðîãðåññèÿìè

a) an = 2n− 1; b) 3, 6, 9, . . . , 3k . . . ; c) an =
1
n

.

Ðåøåíèå. a) Ðàçíîñòü an+1 − an ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿííûì ÷èñëîì äëÿ ëþáîãî n ∈ N

an+1 − an = 2(n + 1)− 1− (2n− 1) = 2,

ñëåäîâàòåëüíî, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, çàäàííàÿ îáùèì ÷ëåíîì an = 2n− 1, ÿâëÿåòñÿ àðèô-
ìåòè÷åñêîé ïðîãðåcñèåé c ðàçíîñòüþ 2:

1, 3, 5, . . . , 2n− 1, . . .

b) Àíàëîãè÷íî ðåøåíèþ ïðèìåðà a), ïîëó÷èì

an+1 − an = 3(n + 1)− 3n = 3 (∀n ∈ N),

è, ñëåäîâàòåëüíî, äàííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÿâëÿåòñÿ àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèåé ñ ðàç-
íîñòüþ 3.

c) Âûïèøåì ïåðâûå òðè ÷ëåíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè a1 = 1, a2 =
1
2
, a3 =

1
3

è çàìå-

òèì, ÷òî a2 − a1 = −1
2
6= a3 − a2 = −1

6
, òî åñòü, äàííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íå îáðàçóåò

àðèôìåòè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ.
Èíà÷å, ðàññìàòðèâàÿ ðàçíîñòü an+1−an =

1
n + 1

− 1
n

= − 1
(n + 1)n

, çàìåòèì, ÷òî îíà çà-
âèñèò îò n (íå ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿííûì ÷èñëîì) è, ñëåäîâàòåëüíî, äàííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
íå ÿâëÿåòñÿ àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèåé.

Ñâîéñòâà àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè

Äîêàçàòåëüñòâà ïðèâåäåííûõ íèæå ñâîéñòâ ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â [1].
P1. Îáùèé ÷ëåí àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè an îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

an = a1 + (n− 1)d, (2)

ãäå a1 - ïåðâûé ÷ëåí ïðîãðåññèè, d - åå ðàçíîñòü.
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P2. (Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ñâîéñòâî àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè). n-ûé ÷ëåí àðèôìå-
òè÷åñêîé ïðîãðåññèè ÿâëÿåòñÿ ñðåäíèì àðèôìåòè÷åñêèì ðàâíîóäàëåííûõ îò íåãî ÷ëåíîâ
ïðîãðåññèè:

an−k + an+k = 2 · an, k = 1, n− 1 (3)
Çàìå÷àíèå. Èç ñâîéñòâà P2 ñëåäóþò íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ:
a) òðè ÷èñëà a, b, c (â óêàçàííîé î÷åðåäíîñòè) îáðàçóþò àðèôìåòè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ,

åñëè
2b = a + b, (4)

b) òðè ÷èñëà a, b, c (íåçàâèñèìî îò î÷åðåäíîñòè) îáðàçóþò àðèôìåòè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ,
åñëè

(2b− a− c)(2c− a− b)(2a− b− c) = 0. (5)
P3. Åñëè a1, a2, . . . , an, . . . - àðèôìåòè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ è k+n = m+p (k, n, m, p ∈ N),

òî
ak + an = am + ap. (6)

P4. Ñóììà Sn ïåðâûõ n ÷ëåíîâ àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè ðàâíà

Sn =
a1 + an

2
· n (7)

èëè, ó÷èòûâàÿ (2),
Sn =

2a1 + (n− 1)d
2

· n. (8)

Îïðåäåëåíèå 2. Àðèôìåòè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ íàçûâàåòñÿ âîçðàñòàþùåé (óáûâàþ-
ùåé åñëè åå ðàçíîñòü - ïîëîæèòåëüíîå (îòðèöàòåëüíîå) ÷èñëî. Åñëè ðàçíîñòü ïðîãðåññèè
ðàâíà íóëþ, èìååì ïîñòîÿííóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü.

Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ.

Ïðèìåð 2. Îïðåäåëèòü àðèôìåòè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ, åñëè a3 = 2 è a5 = −2.
Ðåøåíèå. Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó îáùåãî ÷ëåíà àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè, ïîëó÷èì

ñèñòåìó
{

a3 = a1 + 2d,
a5 = a1 + 4d,

èëè, ó÷èòûâàÿ óñëîâèÿ ïðèìåðà,
{

a1 + 2d = 2,
a1 + 4d = −2,

îòêóäà íàõîäèì ïåðâûé ÷ëåí àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè a1 = 6 è åå ðàçíîñòü d = −2.

Ïðèìåð 3. Îïðåäåëèòü ÷èñëî x, åñëè ÷èñëà a− x, x, b (a, b äàíû) â óêàçàííîé ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè îáðàçóþò àðèôìåòè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ.

Ðåøåíèå. Èñïîëüçóÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ñâîéñòâî àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè, ïîëó-
÷èì ëèíåéíîå óðàâíåíèå

2x = a− x + b,
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îòêóäà x =
a + b

3
.

Ïðèìåð 4. Îïðåäåëèòü àðèôìåòè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ, ñóììà ïåðâûõ n ÷ëåíîâ êîòîðîé
îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

Sn = 3n2 + 6n (n ≥ 1).

Ðåøåíèå. Ïîñêîëüêó ñóììà ïåðâûõ (n− 1) ÷ëåíîâ ïðîãðåññèè ðàâíà

Sn−1 = 3(n− 1)2 + 6(n− 1) = 3n2 − 3, (n ≥ 2)

è Sn − Sn−1 = an, ñëåäóåò, ÷òî

an = 3n2 + 6n− 3n2 + 3 = 6n + 3.

Ïîñëåäîâàòåëüíî ïîäñòàâëÿÿ â ôîðìóëó n-îãî ÷ëåíà n = 1, 2, 3, . . ., ïîëó÷èì a1 = 9,
a2 = 15, a3 = 21, . . .

Ïðèìåð 5. Îïðåäåëèòü ñóììó ïåðâûõ äåâÿòíàäöàòè ÷ëåíîâ àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåñ-
ñèè a1, a2, a3, . . ., åñëè

a4 + a8 + a12 + a16 = 224.

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî 4 + 16 = 8 + 12 è, ñëåäîâàòåëüíî, (ñì. (6)) a4 + a16 = a8 + a12.
Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ñóììà ýòèõ ÷ëåíîâ ðàâíà 224, íàéäåì, ÷òî a4 + a16 = 112.

Ïîñêîëüêó (ñì. (7)) S19 =
a1 + a19

2
· 19 è a1 + a19 = a4 + a16 = 112 (1+19=4+16), òî

S19 =
112
2
· 19 = 1054.

Ïðèìåð 6. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà a ñóùåñòâóþò òàêèå çíà÷åíèÿ ïåðåìåííîé
x, ÷òîáû ÷èñëà

51+x + 51−x,
a
2
, 25x + 25−x

ÿâëÿëèñü ïîñëåäîâàòåëüíûìè ÷ëåíàìè àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè?
Ðåøåíèå. Ñîãëàñíî õàðàêòåðèñòè÷åñêîìó ñâîéñòâó àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè, ïî-

ëó÷èì óðàâíåíèå
a = 51+x + 51−x + 25x + 25−x.

Çàìåòèì, ÷òî ïðè a ≤ 0 óðàâíåíèå íå èìååò ðåøåíèé (ïðàâàÿ ÷àñòü, êàê ñóììà ïîëî-
æèòåëüíûõ ÷èñåë, åñòü ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî).

Ïîñêîëüêó ax+y = ax · ay, a−x =
1
ax (a > 0, a 6= 1), óðàâíåíèå ïðèìåò âèä

52x +
1

52x + 5
(

5x +
1
5x

)

= a.

Îáîçíà÷èì 5x +
1
5x = t, t ≥ 2 (ñóììà äâóõ âçàèìíî îáðàòíûõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë).

Òîãäà
52x +

1
52x =

(

5x +
1
5x

)2

− 2 = t2 − 2,
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è óðàâíåíèå ïðèìåò âèä
t2 + 5t− (a + 2) = 0.

Ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü ýòîãî óðàâíåíèÿ äîëæåí áûòü áîëüøå èëè ðàâåí 2 (äàííîå
óðàâíåíèå èìååò äâà ðàçëè÷íûõ ïðîòèâîïîëîæíûõ ïî çíàêó êîðíÿ, ïîñêîëüêó ïðè a > 0
èìååì −(a + 2) < 0 è êîýôôèöèåíò ïðè t2 ïîëîæèòåëåí), äëÿ ÷åãî äîñòàòî÷íî, ÷òîáû















− b
2a

< 2,

f(2) ≤ 0,
èëè











−5
2

< 2,

4 + 10− (a + 2) ≤ 0,
îòêóäà a ≥ 12.

Ïðèìåð 7. Îïðåäåëèòü ñóììó âñåõ ÷åòíûõ òðåõçíà÷íûõ ÷èñåë, äåëÿùèÿñÿ íà 3.
Ðåøåíèå. Ïåðâûì ÷åòíûì òðåõçíà÷íûì ÷èñëîì, äåëÿùèìñÿ íà 3, ÿâëÿåòñÿ 102. Ïî-

ñêîëüêó ÷åòíîå ÷èñëî, äåëÿùååñÿ íà 3, äåëèòñÿ è íà 6, ïîëó÷èì ïðîãðåññèþ

102, 108, 114, . . . , 996,

ãäå a1 = 102, d = 6 è ïîñëåäíèé åå ÷ëåí ax = 996 (x ∈ N).
Ïîñêîëüêó ax = a1 + (x− 1)d èëè

102 + (x− 1) · 6 = 996,

íàõîäèì x = 150. Òîãäà, èñïîëüçóÿ ôîðìóëó (7), ïîëó÷èì

S150 =
102 + 996

2
· 150 = 74850.

Ïðèìåð 8. Ïóñòü Sn, Sm è Sp - ñîîòâåòñòâåííî ñóììû ïåðâûõ n, m è p ÷ëåíîâ àðèô-
ìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè a1, a2, a3, . . . Ïîêàçàòü, ÷òî

Sn

n
(m− p) +

Sm

m
(p− n) +

Sp

p
(n−m) = 0. (9)

Ðåøåíèå. Èñïîëüçåì ôîðìóëó (8), òîãäà ðàâåíñòâî (9) ïðèìåò âèä

2a1 + (n− 1)d
2

(m− p) +
2a1 + (m− 1)d

2
(p− n) +

2a1 + (p− 1)d
2

(n−m) = 0

èëè

2a1[m− p + p− n + n−m] + [(n− 1)(m− p) + (m− 1)(p− n) + (p− 1)(n−m)]d = 0.

Ïîñêîëüêó

(n− 1)(m− p) + (m− 1)(p− n) + (p− 1)(n−m) =

= nm− np−m + p + mp−mn− p + n + pn− pm− n + m = 0,
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ïîëó÷èì:
2a1 · 0 + 0 · d = 0, òî åñòü, 0 = 0,

è, ñëåäîâàòåëüíî, ðàâåíñòâî äîêàçàíî.

Ïðèìåð 9. Îïðåäåëèòü ÷èñëà, ÿâëÿþùèåñÿ îäíîâðåìåííî ÷ëåíàìè àðèôìåòè÷åñêîé
ïðîãðåññèè, 2, 5, 8, . . . , 332 è 7, 12, 17, . . . , 157.

Ðåøåíèå. Ïóñòü b - n-ûé ÷ëåí ïåðâîé ïðîãðåññèè, ñëåäîâàòåëüíî, b = 2 + (n− 1) · 3 è,
â òî æå âðåìÿ, b ÿâëÿåòñÿ m-ûì ÷ëåíîì âî âòîðîé ïðîãðåññèè, òî åñòü, b = 7 + (m− 1) · 5.
Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷èì óðàâíåíèå

2 + (n− 1) · 3 = 7 + (m− 1) · 5

èëè
3(n− 1) = 5m

îòêóäà, ó÷èòûâàÿ, ÷òî m, n - íàòóðàëüíûå ÷èñëà, ïîëó÷èì n = 5k + 1 è m = 3k, k ∈ N, òî
åñòü, ÷ëåíû a6, a11, a16, . . . , a5k+1 ïåðâîé ïðîãðåññèè ñîâïàäàþò ñ ÷ëåíàìè c3, c6, c9, . . . , c3k

âòîðîé ïðîãðåññèè. Òàêèì îáðàçîì, ÷èñëà 17, 32, 47, 62, 77, 92, 107, 122, 137 è 152 âõîäÿò
â îáå ïðîãðåññèè.

Ïðèìåð 10. Ñóììà òðåõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë ðàâíà π
2
. Íàéòè ïðîèçâåäåíèå

ctg α · ctg γ åñëè èçâåñòíî, ÷òî ctg α, ctg β, ctg γ îáðàçóþò àðèôìåòè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ.
Ðåøåíèå. Èñïîëüçóÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ñâîéñòâî àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè, ïîëó-

÷èì
2 ctg β = ctg α + ctg γ.

Ïîñêîëüêó α + β + γ =
π
2

âëå÷åò β =
π
2
− (α + γ), èñïîëüçóÿ ôîðìóëó ïðèâåäåíèÿ

ctg
(π

2
− x

)

= tg x, ïîëó÷èì

2 tg(α + β) = ctg α + ctg β,

èñïîëüçóÿ ôîðìóëó òàíãåíñà äâîéíîãî óãëà, èìååì

2
tg α + tg γ

1− tg α tg γ
=

1
tg α

+
1

tg γ

îòêóäà
2

tg α + tg γ
1− tg α tg γ

=
tg γ + tg α
tg α tg γ

.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî α, β è γ - ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà, ñóììà êîòîðûõ ðàâíà π
2

(tg α tg γ 6= 1,
tg α 6= 0, tg γ 6= 0), ïîëó÷èì

2 tg α tg γ = 1− tg α tg γ,

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî tg α tg γ =
1
3
è, ñëåäîâàòåëüíî, ctg α ctg γ = 3.
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Ïðèìåð 11. Ïóñòü x1 è x2 - êîðíè óðàâíåíèÿ x2+px+q = 0. Îïðåäåëèòü p è q, åñëè èç-
âåñòíî, ÷òî q, x1, p, x2 (â äàííîé î÷åðåäíîñòè) îáðàçóþò âîçðàñòàþùóþ àðèôìåòè÷åñêóþ
ïðîãðåññèþ.

Ðåøåíèå. Èñïîëüçóÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ñâîéñòâî àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè è òå-
îðåìó Âèåòà, ïîëó÷èì ñèñòåìó



















2x1 = q + p,
2p = x1 + x2,
x1 + x2 = −p,
x1x2 = q,

ðåøåíèÿ êîòîðîé


















q = −4,
x1 = −2,
p = 0,
x2 = 2,

è



















q = 0,
x1 = 0,
p = 0,
x2 = 0

Ïî óñëîâèþ, àðèôìåòè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ - âîçðàñòàþùàÿ è, ñëåäîâàòåëüíî, êâàäðàòíîå
óðàâíåíèå, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì çàäà÷è, åñòü x2 − 4 = 0 (p = 0, q = −4).

Ïðèìåð 12. Îïðåäåëèòü ïåðâûå òðè ÷ëåíà óáûâàþùåé àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè,
åñëè èçâåñòíî, ÷òî a1 + a3 + a5 = −24 è a1a3a5 = 640.

Ðåøåíèå. Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâî P3, íàõîäèì a3 = −8, çàòåì ïîëó÷èì ñèñòåìó
{

a1 + a5 = −16,
a1a5 = −80,

ðåøåíèÿ êîòîðîé a′1 = −20, a′5 = 4 è a′′1 = 4, a′′5 = −20. Ïîñêîëüêó ïðîãðåññèÿ - óáûâàþ-
ùàÿ (d < 0), îñòàåòñÿ a1 = 4 è a5 = −20. Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâî P3, ïîëó÷èì a2 =

a1 + a3

2
=

=
4 + (−8)

2
= −2. Òàêèì îáðàçîì, ïåðâûìè òðåìÿ ÷ëåíàìè äàííîé ïðîãðåññèè ÿâëÿþòñÿ

4, −2 è −8.

Ãåîìåòðè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ

Îïðåäåëåíèå 3. ×èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (bn)n∈N íàçûâàåòñÿ ãåîìåòðè÷åñêîé
ïðîãðåññèåé, åñëè ñóùåñòâóåò äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî q, íàçûâàåìîå çíàìåíàòåëåì ïðîãðåñ-
ñèè, òàêîå, ÷òî

bn+1 = bn · q (∀n ∈ N), (10)
òî åñòü, êàæäûé ÷ëåí ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (íà÷èíàÿ ñî âòîðîãî) ðàâåí ïðåäûäóùåìó, óìíî-
æåííîìó íà îäíî è òî æå ÷èñëî (çíàìåíàòåëü ïðîãðåññèè).

Ñëåäóþùèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÿâëÿþòñÿ ãåîìåòðè÷åñêèìè ïðîãðåññèÿìè:

2, 4, 8, . . . , 2n, . . . çäåñü b1 = 2 è q = 2,

3;−1;
1
3
;−1

3
, . . . çäåñü b1 = 3 è q = −1

3
,

a, a, a, . . . çäåñü b1 = a è q = 1,

a, 0, 0, . . . çäåñü b1 = a è q = 0
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Çàìåòèì, ÷òî, åñëè îäèí èç ÷ëåíîâ ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè ðàâåí íóëþ, òî òîãäà
ëèáî b1 = 0, ëèáî q = 0.

Ñâîéñòâà ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè

P5. Ôîðìóëà n-ãî ÷ëåíà ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè:

bn = b1 · qn−1 (∀n ∈ N). (11)

P6. (Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ñâîéñòâî ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè). Êâàäðàò n-ãî ÷ëåíà
ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ ðàâíîóäàëåííûõ îò íåãî ÷ëåíîâ:

b2
n = bn−k · bn+k (n ≥ 2, k = 1, 2, . . . , n− 1). (12)

Â ÷àñòíîì ñëó÷àå, äëÿ òðåõ ïîñëåäîâàòåëüíûõ ÷ëåíîâ ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè

b2
n = bn−1 · bn+1. (13)

Çàìå÷àíèå. Ôîðìóëû (12), (13) ìîæíî çàïèñàòü è ñëåäóþùèì îáðàçîì:

|bn| =
√

bn−k · bn+k, (14)

|bn| =
√

bn−1 · bn+1, (15)
òî åñòü, ìîäóëü n-ãî ÷ëåíà ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè åñòü ñðåäíåå ãåîìåòðè÷åñêîå ðàâ-
íîóäàëåííûõ îò íåãî ÷ëåíîâ. Â ñëó÷àå ïðîãðåññèè ñ ïîëîæèòåëüíûìè ÷ëåíàìè n-ûé ÷ëåí
ÿâëÿåòñÿ ñðåäíèì ãåîìåòðè÷åñêèì ðàâíîóäàëåííûõ îò íåãî ÷ëåíîâ

bn =
√

bn−k · bn+k (bi > 0, i = 1, 2, . . .). (16)

P7. Åñëè k + n = m + p (k, n,m, p ∈ N), òîãäà

bk · bn = bm · bp, (17)

ãäå bk, bn, bm, bp - ÷ëåíû ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè b1, b2, . . .
P8. ×èñëà a, b, c (íå îáÿçàòåëüíî â óêàçàííîé î÷åðåäíîñòè) îáðàçóþò ãåîìåòðè÷åñêóþ

ïðîãðåññèþ, åñëè è òîëüêî åñëè óäîâëåòâîðÿþò ðàâåíñòâó

(a2 − bc)(b2 − ac)(c2 − ab) = 0, (18)

à ÷èñëà a, b, c (â óêàçàííîé î÷åðåäíîñòè) îáðàçóþò ãåîìåòðè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ, åñëè è
òîëüêî åñëè

b2 = ac.

P9. Ñóììà Sn ïåðâûõ n ÷ëåíîâ ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

Sn =
b1 − bnq
1− q

(q 6= 1), (19)
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ãäå b1 - ïåðâûé ÷ëåí ïðîãðåññèè, q - å�å çíàìåíàòåëü, bn - n-ûé ÷ëåí ïðîãðåññèè.
Åñëè q = 1, òî

Sn = b1 · n. (20)
P10. Ñóììà S âñåõ ÷ëåíîâ áåñêîíå÷íî óáûâàþùåé ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè (|q| < 1)

îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå
S =

b1

1− q
. (21)

Äîêàçàòåëüñòâà ñâîéñòâ P5-P10 ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â [1].

Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ.

Ïðèìåð 13. Ïðîèçâåäåíèå ïåðâûõ òðåõ ÷ëåíîâ ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè ðàâíî 1728,
à èõ ñóììà ðàâíà 63. Íàéòè ïåðâûé ÷ëåí è çíàìåíàòåëü ýòîé ïðîãðåññèè.

Ðåøåíèå. Ïóñòü b1, b2 è b3 - ïåðâûå òðè ÷ëåíà äàííîé ïðîãðåññèè. Òîãäà èç óñëîâèÿ
b1b2b3 = 1728 ñëåäóåò (ñì. (12)) b3

2 = 1728 è b2 = 12. Ñëåäîâàòåëüíî,
{

b1b3 = 144,
b1 + b3 = 51.

Ðåøåíèÿ äàííîé ñèñòåìû (ñì. îáðàòíóþ òåîðåìó Âèåòà) ÿâëÿåòñÿ òàêæå êîðíÿìè êâàäðàò-
íîãî óðàâíåíèÿ

z2 − 51z + 144 = 0.

Ðåøàÿ êâàäðàòíîå óðàâíåíèå, ïîëó÷èì z1 = 3 è z2 = 48, òî åñòü, b1 = 3, b3 = 48 èëè
b1 = 48, b3 = 3. Ïîñêîëüêó b1 = 3, b2 = 12 èëè b1 = 48 è b2 = 12, ïîëó÷èì q = 4 èëè q =

1
4
.

Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèìè çàäà÷è áóäóò b1 = 3 è q = 4 èëè b1 = 48 è q =
1
4
.

Ïðèìåð 14. Â ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè ñ ïîëîæèòåëüíûìè ÷ëåíàìè (m + n)-ûé
÷ëåí ðàâåí p, à (m− n)-ûé ÷ëåí (m > n) ðàâåí s. Íàéòè ÷ëåíû ïîðÿäêà m è n.

Ðåøåíèå. Ïîñêîëüêó (ñì. (11))

bm−n · bm+n = b2
m,

òî b2
m = ps, è, ïîñêîëüêó bm > 0, ïîëó÷èì bm =

√
ps.

Ñîãëàñíî óñëîâèÿì è ôîðìóëå (10), ïîëó÷èì
{

b1qm+n−1 = p,
b1qm−n−1 = s,

îòêóäà q2n =
p
s
è, ñëåäîâàòåëüíî, q = 2n

√p
s
. Ïîñêîëüêó

b1qm+n−1 = b1qn−1 · qm = bn · qm = p,

ñëåäóåò, ÷òî

bn =
p
qm =

p
2n

√

(

p
s

)m
= p · 2n

√

√

√

√

(

s
p

)m

.
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Ïðèìåð 15. Âû÷èñëèòü ñóììó

Sn = 7 + 77 + 777 + . . . + 777 . . . 77
︸ ︷︷ ︸

n öèôð
.

Ðåøåíèå. Èìååì
Sn = 7(1 + 11 + 111 + . . . + 111 . . . 11

︸ ︷︷ ︸

n öèôð
),

9Sn = 7(9 + 99 + 999 + . . . + 999 . . . 99
︸ ︷︷ ︸

n öèôð
)

èëè
9
7
Sn = (10− 1) + (100− 1) + (103 − 1) + . . . + (10n − 1),

îòêóäà
9
7
Sn = (10 + 102 + 103 + . . . + 10n)− n.

Çàìåòèì, ÷òî â ñêîáêàõ - ñóììà ïåðâûõ n ÷ëåíîâ ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè ñ ïåðâûì
÷ëåíîì b1 = 10 è çíàìåíàòåëåì q = 10. Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó (19), ïîëó÷èì

9
7
Sn =

10− 10n+1

1− 10
− n,

îòêóäà

Sn =
7
9

(

10− 10n+1 + 9n
−9

)

=
7
9

(

10n+1 − 9(n + 1)− 1
9

)

=
7
9

(

10n+1 − 1
9

− (n + 1)
)

.

Ïðèìåð 16. Äîêàçàòü, ÷òî ÷èñëà 9, 10 è 11 íå ìîãóò ÿâëÿòüñÿ ÷ëåíàìè îäíîé ãåîìåò-
ðè÷åñêîé ïðîãðåññèè.

Ðåøåíèå. Ïóñòü äàííûå ÷èñëà ÿâëÿþòñÿ ÷ëåíàìè ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè ñ ïåð-
âûì ÷ëåíîì b1 è çíàìåíàòåëåì q. Òîãäà 9 = b1qk−1, 10 = b1qn−1 è 11 = b1qm−1, îòêóäà
ñëåäóåò

( 9
10

)

= qk−n,
(11

10

)

= qm−k èëè
( 9

10

)m−n

= q(k−n)(m−n),
(11

10

)k−n

= q(m−n)(k−n).

Òàêèì îáðàçîì,
( 9

10

)(m−n)

=
(11

10

)(k−n)

,

îòêóäà
9m−n

11k−n = 10m−k.

Ïîñêîëüêó m,n, k - ðàçëè÷íûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà, äàííîå ðàâåíñòâî ëîæíî, è, ñëåäîâà-
òåëüíî, 9, 10 è 11 íå ìîãóò áûòü ÷ëåíàìè îäíîé ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè.
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Ïðèìåð 17. ×èñëà a, b, c, d îáðàçóþò ãåîìåòðè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ. Ïîêàçàòü, ÷òî
(a− c)2 + (b− c)2 + (b− d)2 = (a− d)2.

Ðåøåíèå. Ïðåîáðàçóåì ëåâóþ ÷àñòü ðàâåíñòâà:

A = a2 − 2ac + c2 + b2 − 2bc + c2 + b2 − 2bd + d2.

Òàê êàê b2 = ac, c2 = bd è bc = ad (ñì. (12) è (17)), òî

A = a2 − 2b2 + c2 + b2 − 2bc + c2 + b2 − 2c2 + d2 = a2 − 2bc + d2 = a2 − 2ad + d2 = (a− d)2.

Ïðèìåð 18. Ñóììà ÷ëåíîâ áåñêîíå÷íî óáûâàþùåé ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè ðàâíà
4, à ñóììà èõ êóáîâ ðàâíà 192. Íàéòè ïÿòûé ÷ëåí ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

Ðåøåíèå. Ïóñòü b1 è q - ñîîòâåòñòâåííî ïåðâûé ÷ëåí è çíàìåíàòåëü äàííîé ãåîìåòðè-
÷åñêîé ïðîãðåññèè. Òîãëà |q| < 1 è

S =
b1

1− q
= 4.

Çàìåòèì, ÷òî êóáû ÷ëåíîâ èñõîäíîé ïðîãðåññèè îáðàçóþò, â ñâîþ î÷åðåäü, áåñêîíå÷íî
óáûâàþùóþ ãåîìåòðè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ ñ ïåðâûì ÷ëåíîì b3

1 è çíàìåíàòåëåì q3. Äåéñòâè-

òåëüíî, ïîñêîëüêó bn+1

bn
= q, n ∈ N, òî b3

n+1

b3
n

=
(

bn+1

bn

)3

= q3, n ∈ N. Ñëåäîâàòåëüíî,























b1

1− q
= 4,

b3
1

1− q3 = 192.

Èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ íàõîäèì b1 = 4(1− q) è ïîäñòàâëÿåì âî âòîðîå óðàâíåíèå ñèñòåìû:

64(1− q)3

(1− q)(1 + q + q2)
= 192,

îòêóäà (ïîñêîëüêó |q| < 1) ñëåäóåò óðàâíåíèå

(1− q)2 = 3(1 + q + q2)

èëè
2q2 + 5q + 2 = 0,

ðåøåíèÿ êîòîðîãî q1 = −2 è q2 = −1
2
. Ïîñêîëüêó |q| < 1, îñòàåòñÿ q = −1

2
è, ñëåäîâàòåëüíî,

b1 = 6. Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó n-ãî ÷ëåíà ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè, ïîëó÷èì

b5 = b1q4 = 6 ·
(

−1
2

)4

=
3
8
.
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Ïðèìåð 19. Ðåøèòü óðàâíåíèÿ

1 + tg x + tg2 x + . . . + tgn x + . . .
1− tg x + tg2 x− . . . + (−1)n tg x + . . .

= 1 + sin 2x, | tg x| < 1.

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî ÷èñëèòåëü ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóììó
áåñêîíå÷íî óáûâàþùåé ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè ñ ïåðâûì ÷ëåíîì b1 = 1 è çíàìåíàòå-
ëåì q1 = tg x, à çíàìåíàòåëü ëåâîé ÷àñòè - ñóììó áåñêîíå÷íî óáûâàþùåé ãåîìåòðè÷åñêîé
ïðîãðåññèè ñ ïåðâûì ÷ëåíîì 1 è çíàìåíàòåëåì (− tg x). Ïîñêîëüêó | tg x| < 1, óðàâíåíèå
ïåðåïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

1
1− tg x

1
1 + tg x

= 1 + sin 2x

èëè
tg x + 1
1− tg x

= 1 + sin 2x.

Ïîñêîëüêó tg x + 1
1− tg x

=
tg x + tg π

4

1− tg x tg π
4

= tg
(

x +
π
4

)

=
sin(x + π

4 )
cos(x + π

4 )
, à

1 + sin 2x = (sin x + cos x)2 =
(√

2
(

sin x cos
π
4

+ cos x sin
π
4

))2
= 2 sin2

(

x +
π
4

)

, óðàâíåíèå
ïðèìåò âèä

sin(x + π
4 )

cos(x + π
4 )

= 2 sin2(x +
π
4
),

îòêóäà ñëåäóåò ñîâîêóïíîñòü










sin
(

x +
π
4

)

= 0,

2 sin
(

x +
π
4

)

cos
(

x +
π
4

)

= 1,

èëè










x +
π
4

= πk, k ∈ Z,

sin
(

2x +
π
2

)

= 1,
èëè







x = πk − π
4
, k ∈ Z,

x = πn, n ∈ Z.

Ïîñêîëüêó | tg x| < 1, îñòàåòñÿ x = πn, n ∈ Z.

Ñìåøàííûå çàäà÷è

Ïðèìåð 20. Îïðåäåëèòü ÷èñëà a, b è c, åñëè èçâåñòíî, ÷òî a, b, c - òðè ïîñëåäîâàòåëüíûõ
÷ëåíà ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè; a, b + 2, c îáðàçóþò àðèôìåòè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ, à
÷èñëà a, b + 2, c + 9 - ãåîìåòðè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ.
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Ðåøåíèÿ. Èñïîëüçóÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ñâîéñòâà ãåîìåòðè÷åñêîé è àðèôìåòè÷åñêîé
ïðîãðåññèè, ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó:











b2 = ac,
2(b + 2) = a + c,
(b + c)2 = a(c + 9),

îòêóäà a = 4, b = 8, c = 16 èëè a =
4
25

, b = −16
25

è c =
64
25

.

Ïðèìåð 21. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà a, b è c ÿâëÿþòñÿ ñîîòâåòñòâåí-
íî ÷ëåíàìè m,n è p-ãî ïîðÿäêà àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè a1, a2, . . . è ãåîìåòðè÷åñêîé
ïðîãðåññèè b1, b2, . . ., òî ab−c · bc−a · ca−b = 1.

Ðåøåíèå. Ñîãëàñíî óñëîâèÿì

a = a1 + (m− 1)d,
b = a1 + (n− 1)d,
c = a1 + (p− 1)d,

(22)

ãäå a1 è d - ñîîòâåòñòâåííî ïåðâûé ÷ëåí è ðàçíîñòü àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè.
Èç ðàâåíñòâà (22) ñëåäóåò

b− c = (n− p)d, c− a = (p−m)d è a− b = (m− n)d. (23)

Â òî æå âðåìÿ
a = b1qm−1, b = b1qn−1, c = b1qp−1, (24)

ãäå b1 è q - ñîîòâåòñòâåííî ïåðâûé ÷ëåí è çíàìåíàòåëü ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè.
Èñïîëüçóÿ (23) è (24), ïîëó÷èì

ab−cbc−aca−b = a(n−p)d · b(p−m)d · c(m−n)d =

= (b1qm−1)(n−p)d · (b1qn−1)(p−m)d · (b1qp−1)(m−n)d =

= bd[(n−p)+(p−m)+(m−n)]
1 · qd[(m−1)(n−p)+(n−1)(p−m)+(p−1)(m−n)] =

= b0
1 · q0 = 1.

Ïðèìåð 22. Îïðåäåëèòü òðåóãîëüíèê, äëèíû ñòîðîí êîòîðîãî îáðàçóþò ãåîìåòðè÷å-
ñêóþ ïðîãðåññèþ, à âåëè÷èíû âíóòðåííèõ óãëîâ - àðèôìåòè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ.

Ðåøåíèå. Ïóñòü α, β, γ - âíóòðåííèå óãëû òðåóãîëüíèêà, ïðîòèâîïîëîæíûå ñòîðîíàì
a, b è c. Ïîñêîëüêó α+β+γ = 180◦ è α = β−d, γ = β+d, ãäå d - ðàçíîñòü àðèôìåòè÷åñêîé
ïðîãðåññèè, ïîëó÷èì

β − d + β + β + d = 180◦,

îòêóäà β = 60◦.
Ñîãëàñíî òåîðåìå êîñèíóñîâ,

b2 = a2 + c2 − 2ac cos β.
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Ïîñêîëüêó b2 = ac è cos β =
1
2
, òî

ac = a2 + c2 − ac,

îòêóäà a2 − 2ac + c2 = 0 èëè (a− c)2 = 0 è a = c.
Ñëåäîâàòåëüíî, ïîëó÷èì ðàâíîáåäðåííûé òðåóãîëüíèê (a = c) ñ óãëîì ïðè âåðøèíå â

60◦, òî åñòü, ðàâíîñòîðîííèé òðåóãîëüíèê.

Ïðèìåð 23. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë a1, a2, . . . , an, . . . îáðàçóåò
àðèôìåòè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ, à ïîñëåäîâàòåëüíîñòü b1, b2, . . . , bn, . . . - ãåîìåòðè÷åñêóþ ïðî-
ãðåññèþ. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n, n > 2

an < bn,

åñëè a1 6= a2, a1 = b1 è a2 = b2.
Ðåøåíèå. Ïóñòü d - ðàçíîñòü àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè, q - çíàìåíàòåëü ãåîìåòðè-

÷åñêîé ïðîãðåññèè. Ïîñêîëüêó a1 = b1 è a2 = b2, ïîëó÷èì

a1 + d = a1 · q,

îòêóäà q =
a1 + d

a1
= 1 +

d
a1

> 1 è d = a1(q − 1) > 0. Ñëåäîâàòåëüíî,

an = a1 + (n− 1)d = a1 + (n− 1)a1(q − 1) = a1(1 + (n− 1)(q − 1))

bn = b1qn−1 = a1qn−1

è íåîáõîäèìî äîêàçàòü íåðàâåíñòâî

a1(1 + (n− 1)(q − 1)) < a1qn−1

èëè, òàê êàê a1 > 0,
1 + (n− 1)(q − 1) < qn−1.

Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç íåðàâåíñòâà Áåðíóëëè (ñì. "Ïðèíöèï
ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè" èëè "Íåðàâåíñòâà").

Äðóãîé ñïîñîá. Ðàññìîòðèì ðàçíîñòü

1+(n−1)(q−1)−qn−1 = (1−q)
[

1− qn−1

1− q
− (n− 1)

]

= (1−q)(1+q+q2 + . . .+qn−2−(n−1))

(áûëî ó÷òåíî, ÷òî 1− qn−1

1− q
åñòü ñóììà ïåðâûõ n− 2 ÷ëåíîâ ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè ñ

b′1 = 1 è q′ = q).
Ïîñêîëüêó q > 1, qk > 1, k ∈ N, ïîëó÷àåì

1 + q + q2 + . . . + qn−2 − (n− 1) > 0

à ïðîèçâåäåíèå (1− q)(1 + q + q2 + . . . + qn−2 − (n− 1)) < 0. Ñëåäîâàòåëüíî, è
1 + (n− 1)(q − 1)− qn−1 < 0, òî åñòü, an < bn, n > 2.
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Ïðèìåð 24. Îïðåäåëèòü òå ïðîãðåññèè, êîòîðûå îäíîâðåìåííî ÿâëÿåòñÿ è àðèôìåòè-
÷åñêèìè è ãåîìåòðè÷åñêèìè.

Ðåøåíèå. Ïóñòü a1, a2, . . . , an, . . . - àðèôìåòè÷åñêàÿ è ãåîìåòðè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ. Òî-
ãäà 2ak+2 = ak+1 +ak+3, èëè 2a1qk+1 = a1qk +a1qk+2, èëè a1qk−2a1qk+1 +a1qk+2 = 0, îòêóäà
ïîëó÷èì:

a1qk(1− 2q + q2) = 0, a1qk(1− q)2 = 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè a1q 6= 0, òî q = 1, è èñêîìàÿ ïðîãðåññèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
ïîñòîÿííóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü a1, a1, . . . , a1, . . . (d = 0, q = 1).

Åñëè a = 0, ïîëó÷èì 0, 0, . . . , 0, . . . (d = 0, q ∈ R), à åñëè q = 0, a 6= 0 - ðåøåíèé íåò.

Óïðàæíåíèÿ

1. Ïóñòü a1, a2, . . . , an, . . . - àðèôìåòè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ ñ ïîëîæèòåëüíûìè ÷ëåíàìè.
Ïîêàçàòü, ÷òî

1
√

a1 +
√

a2
+

1
√

a2 +
√

a3
+ . . . +

1
√

an +
√

an+1
=
√

an+1 −
√

a1

d
.

2. Ïîêàçàòü, ÷òî
1

a1a2
+

1
a2a3

+ . . . +
1

anan+1
=

n
a1an+1

ãäå a1, a2, . . . , an+1, . . . - íåíóëåâûå ÷ëåíû àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè.

3. Îïðåäåëèòü òðåõçíà÷íûå ÷èñëà, äåëÿùèåñÿ íà 45, öèôðû êîòîðûõ îáðàçóþò àðèô-
ìåòè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ.

4. Ðåøèòü óðàâíåíèå
2 + 5 + 8 + 11 + . . . + x = 155

5. Îïðåäåëèòü ñóììó âñåõ äâóçíà÷íûõ ÷åòíûõ ÷èñåë.

6. Íàéòè a1 + a6 + a11 + a16, åñëè a1, a2, . . . , an, . . . - àðèôìåòè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ è
a1 + a4 + a7 + . . . + a16 = 1447.

7. Îïðåäåëèòü òå çíà÷åíèÿ x, ïðè êîòîðûõ ÷èñëî lg 2, lg(2x − 1), lg(2x + 3) îáðàçóþò
àðèôìåòè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ.

8. Ïîêàçàòü, ÷òî ÷èñëà
√

2,
√

3,
√

5 íå ìîãóò áûòü ÷ëåíàìè îäíîé àðèôìåòè÷åñêîé
ïðîãðåññèè.

9. Ïóñòü Sn, S2n, è S3n - ñîîòâåòñòâåííî ñóììû ïåðâûõ n, 2n è 3n ÷ëåíîâ ãåîìåòðè÷å-
ñêîé ïðîãðåññèè. Äîêàçàòü ðàâåíñòâî

Sn(S3n − S2n) = (S2n − Sn)2.

10. Îïðåäåëèòü ÷åòûðå ÷èñëà, îáðàçóþùèõ àðèôìåòè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ, ñóììà êîòî-
ðûõ, ðàâíà 48, à îòíîøåíèå ïðîèçâåäåíèÿ êðàéíèõ ÷ëåíîâ ê ïðîèçâåäåíèþ îñòàâ-
øèõñÿ ðàâíî 27

35
.
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11. Îïðåäåëèòü ãåîìåòðè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ, ñîñòîÿùóþ èç ñåìè ÷ëåíîâ, åñëè èçâåñòíî,
÷òî ñóììà ïåðâûõ òðåõ åå ÷ëåíîâ ðàâíà 26, à ñóììà ïîñëåäíèõ òðåõ ðàâíà 2106.

12. Äîêàçàòü, ÷òî ÷èñëà α = n
√

ax−y, β = 2n
√

az−y, γ = n
√

az−x îáðàçóþò ãåîìåòðè÷åñêóþ
ïðîãðåññèþ.

13. Îïðåäåëèòü òðè ÷èñëà, îáðàçóþùèõ ãåîìåòðè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ, åñëè èõ ñóììà ðàâ-
íà 62, à ñóììà èõ êâàäðàòîâ ðàâíà 2604.

14. ×èñëà a1, a2, a3 îáðàçóþò àðèôìåòè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ, à èõ êâàäðàòû - ãåîìåòðè÷å-
ñêóþ ïðîãðåññèþ. Îïðåäåëèòü ýòè ÷èñëà, åñëè èçâåñòíî, ÷òî èõ ñóììà ðàâíà 21.

15. Îïðåäåëèòü àðèôìåòè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ, åñëè ñóììà åå ïåðâûõ äåñÿòè ÷ëåíîâ ðàâíà
300, à ïåðâûé, âòîðîé è ïÿòûé ÷ëåíû ýòîé ïðîãðåññèè îáðàçóþò ãåîìåòðè÷åñêóþ
ïðîãðåññèþ.

Ëèòåðàòóðà
1. P.Cojuhari si altii. Progresii aritmetice si geometrice. Mica biblioteca a elevului. Seria

Matematica, informatica. Chisinau, Editura ASRM, 1995.


