
Copyright c©1999 ONG TCV Scoala Virtuala a Tanarului Matematician http://math.ournet.md 1

Ïîêàçàòåëüíûå íåðàâåíñòâà

Ïðè ðåøåíèè ïîêàçàòåëüíûx íåðàâåíñòâ èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:
A.1. Åñëè a > 1, íåðàâåíñòâî

af(x) > ag(x)

ðàâíîñèëüíî íåðàâåíñòâó
f(x) > g(x).

Àíàëîãè÷íî, {
af(x) < ag(x)

a > 1
⇔ f(x) < g(x).

A.2. Åñëè 0 < a < 1, íåðàâåíñòâî

af(x) > ag(x)

ðàâíîñèëüíî íåðàâåíñòâó
f(x) < g(x).

Àíàëîãè÷íî, {
af(x) < ag(x)

0 < a < 1 ⇔ f(x) > g(x).

A.3. Íåðàâåíñòâî
[h(x)]f(x) > [h(x)]g(x) (1)

ðàâíîñèëüíî ñîâîêóïíîñòè ñèñòåì íåðàâåíñòâ
{
h(x) > 1,
f(x) > g(x),{
0 < h(x) < 1,
f(x) < g(x).

Çàìå÷àíèå. Åñëè çíàê íåðàâåíñòâà (1) íåñòðîãèé, äîïîëíèòåëüíî ðàññìàòðèâàåòñÿ è
ñëó÷àé {

h(x) = 1,
x ∈ D(f) ∩D(g),

ãäå D(f) (D(g)) îçíà÷àåò îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè f (g).
A.4. Åñëè b ≤ 0, íåðàâåíñòâî

af(x) < b

íå èìååò ðåøåíèé (ñëåäóåò èç ñâîéñòâ ïîêàçàòåëüíîé ôóíêöèè).
A.5. Åñëè b ≤ 0, ìíîæåñòâîì ðåøåíèé íåðàâåíñòâà af(x) > b ÿâëÿåòñÿ x ∈ D(f).
A.6. Åñëè a > 1, b > 0, íåðàâåíñòâî

af(x) > b

ðàâíîñèëüíî íåðàâåíñòâó
f(x) > loga b.
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Àíàëîãè÷íî,
af(x) < b ⇔ f(x) < loga b.

A.7. Åñëè 0 < a < 1, b > 0, íåðàâåíñòâî

af(x) > b

ðàâíîñèëüíî íåðàâåíñòâó
f(x) < loga b.

Àíàëîãè÷íî,
af(x) < b ⇔ f(x) > loga b.

Óïðàæíåíèå 1. Ðåøèòü íåðàâåíñòâà:

a) 2
2

x2−1 > 2
1

x−2 , e) 2x < −4,
b) (0.3)|2x−3| < (0.3)|3x+4|, f) 2x > −4,
c) (4x2 + 2x+ 1)x

2−x > 1, g) 5x2−2x+3 < 7,

d) (x2 − x+ 1)x ≤ 1, h) 2
√
x−3
x−8 > −4.

Ðåøåíèå. a) Òàê êàê 2 > 1, èñïîëüçóÿ óòâåðæäåíèå A.1, ïîëó÷àåì ðàâíîñèëüíîå
íåðàâåíñòâî

x

x2 − 1
>

1
x− 2

,

êîòîðîå ðåøàåòñÿ ìåòîäîì èíòåðâàëîâ,

x

x2 − 1
>

1
x− 2

⇔ x

x2 − 1
− 1
x− 2

> 0 ⇔ x(x− 2)− (x2 − 1)
(x2 − 1)(x− 2)

> 0 ⇔

⇔ 1− 2x
(x− 1)(x+ 1)(x− 2)

> 0 ⇔ x ∈ (−1;
1
2

) ∪ (1; 2).
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b) Òàê êàê 0 < 0.3 < 1, èñïîëüçóÿ óòâåðæäåíèå A.2, ïîëó÷àåì ðàâíîñèëüíîå íåðà-
âåíñòâî

|2x− 3| > |3x+ 4|,
êîòîðîå ðåøàåòñÿ, èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà ìîäóëÿ (|a| > |b| ⇔ (a− b)(a+ b) > 0):

|2x−3| > |3x+ 4| ⇔
(
(2x−3)− (3x+ 4)

)(
(2x−3) + (3x+ 4)

)
> 0 ⇔ (−x−7)(5x+ 1) > 0.

Ðåøèâ ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ìåòîäîì èíòåðâàëîâ, ïîëó÷èì x ∈ (−7;−1
5).

c) Èñïîëüçóÿ óòâåðæäåíèå A.3, ïîëó÷èì

(4x2 + 2x+ 1)x
2−x > 1 ⇔ (4x2 + 2x+ 1)x

2−x > (4x2 + 2x+ 1)0 ⇔
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⇔



{
4x2 + 2x+ 1 > 1,
x2 − x > 0,
4x2 + 2x+ 1 < 1,
4x2 + 2x+ 1 > 0,
x2 − x < 0

⇔





 x > 0,

x < −1
2
,[

x > 1,
x < 0,

x ∈ (−1
2 ; 0),

x ∈ R,
x ∈ (0; 1).

⇔
[
x ∈ (−∞;−1

2) ∪ (1; +∞),
x ∈ ∅ ⇔

⇔ x ∈ (−∞;−1
2

) ∪ (1; +∞).

d) Ó÷èòûâàÿ çàìå÷àíèå ê óòâåðæäåíèþ A.3, ïîëó÷èì

(x2 − 2 + 1)x ≤ 1 ⇔ (x2 − x+ 1)x ≤ (x2 − x+ 1)0 ⇔

⇔



{
x2 − x+ 1 > 1,
x ≤ 0,
x2 − x+ 1 < 1,
x2 − x+ 1 > 0,
x ≥ 0,{
x ∈ D(f) ∩D(g) = R,
x2 − x+ 1 = 1.

⇔

 x < 0,
0 < x < 1,
x = 0, x = 1.

⇔ x ∈ (−∞; 1].

e) Ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ A.4, ìíîæåñòâî ðåøåíèé íåðàâåíñòâà ïóñòî.
f) Èñïîëüçóÿ óòâåðæäåíèå A.5, ïîëó÷èì x ∈ R.
g) Èñïîëüçóÿ óòâåðæäåíèå A.6, ïîëó÷èì ðàâíîñèëüíîå íåðàâåíñòâî

x2 − 2x+ 3 < log5 7.

Ïîñêîëüêó x2− 2x+ 3 = x2− 2x+ 1 + 2 = (x− 1)2 + 2 ≥ 2, à log5 7 < log5 25 = 2, ìíîæåñòâî
ðåøåíèé äàííîãî íåðàâåíñòâà ïóñòî.

h) Ìíîæåñòâî ðåøåíèé äàííîãî íåðàâåíñòâà ñîâïàäàåò ñ åãî ÎÄÇ (ñì. óòâåðæäåíèå
A.5): {

x− 3 ≥ 0,
x− 8 6= 8.

îòêóäà x ∈ [3; 8) ∪ (8; +∞).

Âñå ìåòîäû ðåøåíèÿ ïîêàçàòåëüíûõ óðàâíåíèé (ñì. Ïîêàçàòåëüíûå óðàâíåíèÿ) ìîæíî
ïðèìåíèòü (ñ ñîîòâåòñâóþùèìè èçìåíåíèÿìè) è â ñëó÷àå íåðàâåíñòâ.

Óïðàæíåíèå 2. Ðåøèòü íåðàâåíñòâà:

a) 52x+1 > 5x + 4, d) 4x2−x − 10 · 2x2 + 22x+4 ≥ 0,

b) 5 · 9x − 18 · 15x + 9 · 25x > 0, e)
1

3x + 5
≤ 1

3x+1 − 1
,

c) 2x+2 − 2x+3 − 2x+4 > 5x+1 − 5x+2, f)3x+ 12 · 3
√
x ≥ 4x · 3

√
x + 9.
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Ðåøåíèå. a) Òàê êàê 52x+1 = 5 · (5x)2, îáîçíà÷èâ t = 5x, ïîëó÷èì êâàäðàòíîå íåðà-
âåíñòâî

5t2 − t− 4 > 0,

îòêóäà t < −4
5
èëè t > 1. Òàê êàê t > 0, îñòàåòñÿ t > 1, òî åñòü, 5x > 1, è x > 0.

b) Äàííîå íåðàâåíñòâî - îäíîðîäíîå ïîêàçàòåëüíîå íåðàâåíñòâî. Ðàçäåëèâ îáå ÷àñòè
íåðàâåíñòâà íà 25x, ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî

5 ·
( 9

25

)x
− 18 ·

(3
5

)x
+ 9 > 0.

Îáîçíà÷èâ t =
(3

5

)x
, ïîëó÷èì êâàäðàòíîå íåðàâåíñòâî

5t2 − 18t+ 9 > 0,

îòêóäà t < 3
5
èëè t > 3. Òàêèì îáðàçîì,


(3

5

)x
<

3
5
,(3

5

)x
> 3.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî 0 <
3
5
< 1, ïîëó÷àåì ðåøåíèÿ x > 1 èëè x < log 3

5
3. Òàêèì îáðàçîì,

ìíîæåñòâî ðåøåíèé èñõîäíîãî íåðàâåíñòâà åñòü x ∈ (−∞; log 3
5

3) ∪ (1; +∞).
c) Èñïîëüçóÿ ìåòîä îáùåãî ìíîæèòåëÿ, ïîëó÷èì

2x+2 − 2x+3 − 2x+4 > 5x+1 − 5x+2 ⇔ 2x · 4− 2x · 8− 2x · 16 > 5x · 5− 5x · 25 ⇔

⇔ 2x(4− 8− 16) > 5x(5− 25) ⇔ 2x · (−20) > 5x · (−20) ⇔ 2x < 5x ⇔

⇔ 2x

5x
< 1 ⇔

(2
5

)x
<
(2

5

)0

⇔ x > 0.

d) Ðàçäåëèâ îáå ÷àñòè íåðàâåíñòâà íà 22x (22x > 0), ïîëó÷èì

4x
2−2x − 10 · 2x2−2x + 16 ≥ 0.

Îáîçíà÷èâ t = 2x2−2x è ðåøèâ êâàäðàòíîå íåðàâåíñòâî

t2 − 10t+ 16 ≥ 0,

ïîëó÷èì t ≤ 2 èëè t ≥ 8. Òàêèì îáðàçîì,[
2x2−2x ≤ 2,
2x2−2x ≥ 8,

îòêóäà [
x2 − 2x ≤ 1,
x2 − 2x ≥ 3.
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Ìíîæåñòâî ðåøåíèé ïåðâîãî íåðàâåíñòâà ñîâîêóïíîñòè åñòü x ∈ [1 −
√

2; 1 +
√

2], à
âòîðîãî íåðàâåíñòâà x ∈ (−∞;−1] ∪ [3; +∞).

Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèå èñõîäíîãî íåðàâåíñòâà åñòü x ∈ (−∞;−1] ∪ [1−
√

2; 1 +
√

2] ∪
[3; +∞).

e) Îáîçíà÷èì t = 3x è èñïîëüçóåì ìåòîä èíòåðâàëîâ, ó÷èòûâàÿ ÷òî t+ 5 > 0:

1
t+ 5

≤ 1
3t− 1

⇔ 3t− 1− t− 5
3t− 1

≤ 0 ⇔ 2(t− 3)
3t− 1

≤ 0 ⇔ t ∈ (
1
3

; 3].

Òàêèì îáðàçîì, 1
3
< 3x ≤ 3 ⇔ 3−1 < 3x ≤ 31 ⇔ x ∈ (−1; 1].

f) 3x+ 12 · 3
√
x ≥ 4x · 3

√
x + 9 ⇔ (3x− 9) + (12 · 3

√
x − 4x · 3

√
x) ≥ 0 ⇔

⇔ 3(x− 3)− 4 · 3
√
x(x− 3) ≥ 0 ⇔ (x− 3)(3− 4 · 3

√
x) ≥ 0.

Òàê êàê 3
√
x ≥ 1, òî 3− 4 · 3

√
x ≤ −1, ñëåäîâàòåëüíî, x− 3 ≤ 0, îòêóäà x ≤ 3. Ó÷èòûâàÿ

ÎÄÇ èñõîäíîãî íåðàâåíñòâà (x ≥ 0), ïîëó÷èì îòâåò x ∈ [0; 3].

Â äàëüíåéøåì ðàññìîòðèì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ ïîêàçàòåëüííûõ íåðàâåíñòâ, êîòîðûå
ðåøàþòñÿ ñïåöèàëüíûìè ñïîñîáàìè (ó÷èòûâàÿ îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ è îáëàñòü çíà÷åíèé,
ìîíîòîííîñòü, íåïðåðûâíîñòü è ò.ï.).

Ïðèìåð 3. Ðåøèòü íåðàâåíñòâà:

a)
√

4− 2x−2 < log2(x− 5) d) (
√

5 + 2)x−1 ≥ (
√

5− 2)
x−1
x+1

b) 3x + 4x ≥ 25 e) 3
12√x−1 + 3

4√x−1 ≥ 2 · 3 6√x−1

c)
(

2x2

x4 + 1

)3x2−x

>

(
x4 + 1

2x2

)2x−2

Ðåøåíèå. a) ÎÄÇ íåðàâåíñòâà îïðåäåëÿåòñÿ èç ñèñòåìû{
x− 5 > 0,
4− 2x−2 ≥ 0.

Ïîëó÷èì {
x > 5,
x ≤ 4,

è, òàê êàê ÎÄÇ íåðàâåíñòâî ïóñòî, òî èñõîäíîå íåðàâåíñòâî íå èìååò ðåøåíèé.
b) Ëåâàÿ ÷àñòü íåðàâåíñòâà åñòü âîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ (ñóììà äâóõ âîçðàñòàþùèõ

ôóíêöèé). Ïîñêîëüêó äëÿ x < 2, f(x) < f(2) = 25, à äëÿ x ≥ 2, f(x) ≥ f(2) = 25,
ìíîæåñòâî ðåøåíèé äàííîãî íåðàâåíñòâà åñòü [2; +∞).

c) Âûðàæåíèå ab − ac ïðè a > 1 èìååò òîò æå çíàê ÷òî è âûðàæåíèå (b− c) è ïðîòèâî-
ïîëîæíûé çíàê, åñëè 0 < a < 1, ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ a ∈ (0; 1)∪ (1; +∞) âûðàæåíèÿ ab− ac
è (a− 1)(b− c) îäèíàêîâîãî çíàêà.

Çàïèøåì íåðàâåíñòâî â âèäå(
x4 + 1

2x2

)2x−2

−
(
x4 + 1

2x2

)x−3x2

< 0,
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îòêóäà (
x4 + 1

2x2 − 1
)

(2x− 2− x+ 3x2) < 0

èëè {
(x4 − 2x2 + 1)(3x2 + x− 2) < 0,
x 6= 0

èëè {
(x2 − 1)2(x+ 1)(3x− 2) < 0,
x 6= 0.

Ðåøèâ ìåòîäîì èíòåðâàëîâ, ïîëó÷èì

x ∈ (−1; 0) ∪ (0;
2
3

).

d) Çàìåòèì, ÷òî
√

5− 2 =
1√

5 + 2
= (
√

5 + 2)−1, è ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî

(x− 1)(1 +
1

x+ 1
) ≥ 0

èëè
(x− 1)(x+ 2)

x+ 1
≥ 0,

îòêóäà x ∈ [−2;−1) ∪ [1; +∞).
e) Èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî

a+ b

2
≥
√
a · b

âåðíîå äëÿ ëþáûõ a ≥ 0, b ≥ 0, ïîëó÷èì

3
12√x−1 + 3

4√x−1

2
≥
√

3 12√x−1 · 3 4√x−1 = 3
12√x−1+ 4√x−1

2 ≥ 3
√

12√x−1· 4
√
x−1 = 3

6√x−1.

Òàêèì îáðàçîì, íåðàâåíñòâî ñïðàâåäëèâî äëÿ ëþáîãî x èç ÎÄÇ, òî åñòü x ∈ [1; +∞).

Óïðàæíåíèÿ.

Ðåøèòü íåðàâåíñòâà:

1. 85−x3 > 4.

2. (
√

5)x−10

4x−10 >
5
√

5
64

.

3.
(1

3

)x2+2x

>
(1

9

)16−x
.

4.
(3

7

) 1
x2

x2−2x

≥ 1.
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5. 4 · 3x+2 − 2 · 5x+2 ≤ 5x+3 − 3x+3.

6. 2x+2 − 2x+3 − 2x+4 > 5x+1 − 5x+2.

7. 9x−1 − 36 · 3x−3 + 3 < 0.

8. 2 · 32x2
+ 4 ≤ 3x

2+2.

9. 4
√

9−x2 + 2 < 9 · 2
√

9−x2
.

10. 5 · 9x − 18 · 15x + 9 · 25x > 0.

11.
(√

5 + 2
)x+1

≥
(√

5− 2
) x+1
x−1 .

12. 2x+1 − 22
2x − 2

≥ 1.

13. 5
2x+2 − 1

>
1

2x − 1
.

14.
√

7 + 21−x ≥ 7−
(1

2

)x−2

.

15. 3x+ 12 · 3
√
x ≥ 4x · 3

√
x + 9.

16. (x2 − x+ 1)x
2−2,5x+1 < 1.

17.
√

13x − 5 ≤
√

2(13x + 12)−
√

13x + 5.

18. (4x2 + 2x+ 1)x
2−x ≥ 1.

19. 8 · 3
√
x+ 4√x + 9

4√x+1 ≥ 9
√
x.

20. |24x2−1 − 5| ≤ 3.


