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Ïðèíöèï Äèðèõëå

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó.

Çàäà÷à 1. Â õâîéíîì ëåñó ðàñòóò 800000 åëåé. Íà êàæäîé åëè - íå áîëåå 500000 èãîëîê.

Äîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóþò õîòÿ áû äâå åëè ñ îäèíàêîâûì ÷èñëîì èãîëîê.

Ðåøåíèå. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, òî åñòü, ïðåäïîëîæèì, ÷òî â ýòîì ëåñó íå ñóùåñò-

âóþò äâå åëè ñ îäèíàêîâûì ÷èñëîì èãîëîê. Òîãäà ñóùåñòâóåò íå áîëåå îäíîé åëè (îäíà åëü

èëè íè îäíîé), èìåþùåé îäíó èãîëêó. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, ñóùåñòâóåò íå áîëåå îäíîé

åëè ñ äâóìÿ èãîëêàìè è ò.ä., íå áîëåå îäíîé åëè ñ 499999 èãîëêàìè, íå áîëåå îäíîé åëè ñ

500000 èãîëêàìè. Òàêèì îáðàçîì, íå áîëåå 500000 åëåé îáëàäàþò ÷èñëîì èãîëîê îò 1 äî

500000. Ïîñêîëüêó âñåãî ðàñòóò 800000 åëåé, è êàæäàÿ åëü èìååò íå äîëåå 500000 èãîëîê,

ñëåäóåò, ÷òî íàéäóòñÿ õîòÿ áû äâå åëè ñ îäèíàêîâûì ÷èñëîì èãîëîê.

Çàìå÷àíèå. Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî ðåøåíèå â ñóòè íå çàâèñèò îò êîíêðåòíûõ ÷èñåë

800000 (êîëè÷åñòâî åëåé) è 500000 (íàèáîëüøåå ÷èñëî èãîëîê). Ïðèíöèïèàëüíî áûë èñ-

ïîëüçîâàí òîò ôàêò, ÷òî ÷èñëî 800000 ñòðîãî áîëüøå 500000. Â äîêàçàòåëüñòâå ïðåäïîëà-

ãàëîñü, ÷òî íåò íè îäíîé åëè áåç èãîëîê, õîòÿ çàäà÷à è äîêàçàòåëüñòâî ñïðàâåäëèâû è â

ýòîì ñëó÷àå.

Òåïåðü ñôîðìóëèðóåì ïðèíöèï Äèðèõëå.

Ïóñòü â n êîðîáîê ïîìåùåíû k ïðåäìåòîâ. Åñëè êîëè÷åñòâî ïðåäìåòîâ áîëüøå êî-

ëè÷åñòâà êîðîáîê (k > n), òîãäà ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäíà êîðîáêà, â êîòîðîé áû

íàõîäèëîñü 2 ïðåäìåòà.

Ïðèìå÷àíèå. Îòìåòèì, ÷òî íå âàæíî, â êàêîé èìåííî êîðîáêå íàõîäÿòñÿ ïî êðàéíåé

ìåðå äâà ïðåäìåòà. Òàêæå íå èìååò çíà÷åíèå, ñêîëüêî ïðåäìåòîâ â ýòîé êîðîáêå, è ñêîëüêî

âñåãî òàêèõ êîðîáîê. Âàæíî òî, ÷òî ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäíà êîðîáêà ñ íå ìåíåå ÷åì äâóìÿ

ïðåäìåòàìè (äâà èëè áîëåå).

Â ëèòåðàòóðå ýòîò ïðèíöèï òàêæå âñòðå÷àåòñÿ ïîä íàçâàíèÿìè: "ïðèíöèï êðîëèêîâ è

êëåòîê", "ïðèíöèï ÿùèêîâ è îáúåêòîâ".

Âåðíåìñÿ ê çàäà÷å 1. Ðåøèì ýòó çàäà÷ó, èñïîëüçóÿ ïðèíöèï Äèðèõëå. Ïóñòü èìåþòñÿ
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500000 êîðîáîê, ñîîòâåòñòâåííî ïðîíóìåðîâàííûõ 1, 2, 3, . . . , 500000. Ïîìåùàåì (ìûñ

ëåííî) â ýòè êîðîáêè 800000 åëåé ñëåäóþùèì îáðàçîì: â ÿùèê ñ íîìåðîì s ïîìåùàåì åëè,

íà êîòîðûõ ðîâíî s èãîëîê. Ïîñêîëüêó åëåé, òî åñòü "ïðåäìåòîâ", áîëüøå, ÷åì êîðîáîê,

ñëåäóåò, ÷òî ïî êðàéíåé ìåðå îäíà êîðîáêà áóäåò ñîäåðæàòü íå ìåíåå äâóõ ïðåäìåòîâ, òî

åñòü, íå ìåíåå äâóõ åëåé. Òàê êàê â îäíîé è òîé æå êîðîáêå íàõîäÿòñÿ åëè ñ îäèíàêîâûì

÷èñëîì èãîëîê, ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî ñóùåñòâóþò õîòÿ áû äâå åëè ñ îäèíàêîâûì ÷èñëîì

èãîëîê.

Êîíå÷íî, çàäà÷à 1, êàê ìû óáåäèëèñü, î÷åâèäíà, è ëåãêî ìîæåò áûòü ðåøåíà áåç ïîìîùè

ïðèíöèïà Äèðèõëå. Ïîýòîìó, åñòåñòâåííî, âîçíèêàåò âîïðîñ: "Äëÿ ÷åãî òîãäà íóæåí ïðèí-

öèï Äèðèõëå?"Â äàëüíåéøåì ìû óâèäèì, ÷òî íåêîòîðûå çàäà÷è íå òàê î÷åâèäíû ïðè

íåïîñðåäñòâåííîì ðåøåíèè, íî â òî æå âðåìÿ äîñòàòî÷íî ïðîñòî ðåøàþòñÿ ïðè ïîìîùè

ïðèíöèïà Äèðèõëå. Ïðîñòîòà ðåøåíèÿ â çíà÷èòåëüíîé ñòåïåíè çàâèñèò îò òîãî, íàñêîëüêî

óäà÷íî áóäóò âûáðàíû "êîðîáêè"è "ïðåäìåòû". Òî åñòü, ïðè èñïîëüçîâàíèè ïðèíöèïà

Äèðèõëå íåîáõîäèìî óêàçàòü, ÷òî (êòî) áóäåò "êîðîáêîé", à ÷òî (êòî) - "ïðåäìåòîì".

Â äàëüíåéøåì, äëÿ çàêðåïëåíèÿ ìàòåðèàëà, ïðèâåäåì ðåøåíèÿ ðÿäà çàäà÷.

Çàäà÷à 2. Äîêàçàòü, ÷òî ñðåäè øåñòè öåëûõ ÷èñåë íàéäóòñÿ äâà ÷èñëà, ðàçíîñòü

êîòîðûõ äåëèòñÿ íà 5.

Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì 5 êîðîáîê, ïðîíóìåðîâàííûõ 0,1,2,3,4, - öèôðàìè, ïðåäñòàâ-

ëÿþùèìè ñîáîé îñòàòêè îò äåëåíèÿ íà 5. Ðàñïðåäåëèì â ýòè êîðîáêè øåñòü ïðîèçâîëüíûõ

öåëûõ ÷èñåë â ñîîòâåòñâèè ñ îñòàòêîì îò äåëåíèÿ íà 5, òî åñòü, â îäíó è òó æå êîðîáêó

ïîìåùàåì ÷èñëà, èìåþùèå îäèíàêîâûé îñòàòîê îò äåëåíèÿ íà 5. Ïîñêîëüêó ÷èñåë ("ïðåä-

ìåòîâ") áîëüøå, ÷åì êîðîáîê, ñîãëàñíî ïðèíöèïó Äèðèõëå, ñóùåñòâóåò îäíà êîðîáêà, ñî-

äåðæàùàÿ áîëåå îäíîãî ïðåäìåòà. Òî åñòü, ñóùåñòâóþò (ïî êðàéíåé ìåðå) äâà ÷èñëà,

ïîìåùåííûå â îäíó è òó æå êîðîáêó. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóþò äâà ÷èñëà ñ îäèíàêîâûì

îñòàòêîì îò äåëåíèÿ íà 5. Òîãäà, ðàçíîñòü ýòèõ ÷èñåë äåëèòñÿ íà 5.

Çàäà÷à 3. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n ≥ 1 ñóùåñòâóåò íàòóðàëü-

íîå ÷èñëî, ñîñòîÿùåå èç öèôð 0 è 5, äåëÿùååñÿ íà n.

Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì íàòóðàëüíûå ÷èñëà

a1 = 50, a2 = 5050, . . . , an = 5050 . . . 50︸ ︷︷ ︸
n ðàç

è ðàñïðåäåëèì ýòè "ïðåäìåòû"â "êîðîáêè"ïðîíóìåðîâàííûå 0, 1, . . . , n−1 (öèôðàìè, ïðåä-
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ñòàâëÿþùèìè ñîáîé îñòàòêè îò äåëåíèÿ íà n). Â êîðîáêó s ïîìåùàåì ÷èñëî ak, êîòîðîå

èìååò îñòàòîê îò äåëåíèÿ íà n, ðàâíûé s.

Åñëè â êîðîáêå ñ íîìåðîì 0 íàõîäèòñÿ îäèí "ïðåäìåò"(òî åñòü, îäíî ÷èñëî), òîãäà

çàäà÷à ðåøåíà. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå n "ïðåäìåòîâ"íàõîäÿòñÿ â n−1 "êîðîáêàõ". Ñîãëàñíî

ïðèöèïó Äèðèõëå, ñóùåñòâóþò äâà "ïðåäìåòà"(÷èñëà), íàõîäÿùèåñÿ â îäíîé è òîé æå

êîðîáêå. Òî åñòü, ñóùåñòâóþò äâà ÷èñëà, èìåþùèå îäèíàêîâûé îñòàòîê îò äåëåíèÿ íà n.

Èõ ðàçíîñòü áóäåò äåëèòñÿ íà n, è êàê ëåãêî çàìåòèòü, ðàçíîñòü ÷èñåë, ñîñòîÿùèõ èç öèôð

0 è 5, òàêæå áóäåò ÷èñëîì, ñîñòîÿùèì èç 0 è 5.

Çàäà÷à 4. Â çàëå íàõîäÿòñÿ n ÷åëîâåê (n > 2). Äîêàçàòü, ÷òî ñðåäè íèõ íàéäóòñÿ äâà

÷åëîâåêà ñ îäèíàêîâûì ÷èñëîì çíàêîìûõ (ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî åñëè ÷åëîâåê A ÿâëÿåòñÿ

çíàêîìûì ÷åëîâåêà B, òî è B ÿâëÿåòñÿ çíàêîìûì A; íèêòî íå ñ÷èòàåòñÿ ñâîèì ñîáñòâåí-

íûì çíàêîìûì).

Ðåùåíèå. Îáîçíà÷èì ÷åðåç m êîëè÷åñòâî ÷åëîâåê, êîòîðûå èìåþò õîòÿ áû îäíî çíà-

êîìñòâî â çàëå (ýòî è áóäóò "ïðåäìåòû"). Êàæäûé èç ýòèõ m ÷åëîâåê ìîæåò èìåòü

1, 2, . . . ,m− 1 çíàêîìûõ ("êîðîáêè ÷èñëî çíàêîìûõ).

Ñîãëàñòíî ïðèíöèïó Äèðèõëå, ñóùåòñâóþò äâà ÷åëîâåêà ñ îäèíàêîâûì ÷èñëîì çíàêî-

ìûõ.

Ïðè ðåøåíèè íåêîòîðûõ çàäà÷ ïîëåçíî ïðèìåíÿòü îáîáùåííûé ïðèíöèï Äèðèõëå.

Åñëè pn + 1 ïðåäìåòîâ ïîìåñòèòü â n êîðîáîê, òîãäà õîòÿ áû îäíà êîðîáêà áóäåò

ñîäåðæàòü ïî êðàéíåé ìåðå p + 1 ïðåäìåòîâ.

Çàäà÷à 5. Â äîìå æèâóò 40 ó÷åíèêîâ. Ñóùåñòâóåò ëè òàêîé ìåñÿö â ãîäó, êîãäà õîòÿ

áû 4 ó÷åíèêà ïðàçäíóþò ñâîé äåíü ðîæäåíèÿ.

Ðåøåíèå. Ïóñòü "êîðîáêàìè"áóäóò ìåñÿöû, à "ïðåäìåòàìè ó÷åíèêè. Ðàñïðåäåëÿåì,

"ïðåäìåòû"ïî "êîðîáêàì"â çàâèñèìîñòè îò ìåñÿöà ðîæäåíèÿ. Òàê êàê ÷èñëî ìåñÿöåâ, òî

åñòü, êîðîáîê, ðàâíî 12, à ÷èñëî ó÷åíèêîâ, òî åñòü, ïðåäìåòîâ 40 = 12 · 3 + 4, ñîãëàñíî

ïðèíöèïó Äèðèõëå ñóùåñòâóåò êîðîáêà (ìåñÿö) ñ ïî êðàéíåé ìåðå 3 + 1 = 4 ïðåäìåòàìè

(ó÷åíèêàìè).

Çàäà÷à 6. Ïóñòü M - ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç n öåëûõ ÷èñåë. Äîêàçàòü, ÷òî ñóùåñò-

âóåò ïîäìíîæåñòâî M1 ìíîæåñòâà M òàêîå, ÷òî ñóììà ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà M1 äåëèëàñü
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áû íà n.

Ðåøåíèå. Ïóñòü M = {a1, a2, . . . , an}. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå ñóììû

S1 = a1,

S2 = a1 + a2,

. . .

Sn = a1 + a2 + . . . + an.

Åñëè îäíî èç ÷èñåë Sk (k = 1, . . . , n) íå äåëèòñÿ íà n, òîãäà îñòàòêè îò äåëåíèÿ íà n

áóäóò 1, 2, . . . , n − 1. Òàê êàê èìåþòñÿ n ñóìì è n − 1 îñòàòêîâ, òî ïî êðàéíåé ìåðå äâå

ñóììû äàäóò îäèíàêîâûé îñòàòîê îò äåëåíèÿ íà n. Ïóñòü Sk è Sm (1 ≤ k < m ≤ n) - äâå

èç íèõ. Òîãäà Sm − Sk äåëèòñÿ íà n, è èñêîìîå ìíîæåñòâî åñòü {ak+1, . . . , am}.

Çàäà÷à 7. Äîêàçàòü, ÷òî èç n + 1 ðàçëè÷íûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, ìåíüøèõ 2n, ìîæíî

âûáðàòü 3 ÷èñëà òàê, ÷òîáû îäíî ÷èñëî áûëî ðàâíî ñóììå äâóõ äðóãèõ.

Ðåøåíèå. Ïóñòü a1 < a2 < . . . < an+1 - äàííûå ÷èñëà. Ðàññìîòðèì ðàçíîñòè

a2 − a1,

a3 − a1,

. . .

an+1 − a1.

Ýòè ÷èñëà ðàçëè÷íû, ïîëîæèòåëüíû è ìåíüøèå, ÷åì 2n. Ñîãëàñíî ïðèíöèïó Äèðèõëå,

õîòÿ áû äâà ÷èñëà ñîâïàäàþò. Áîëåå òîãî, îäíî èç ýòèõ ÷èñåë ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó

{a2 − a1, . . . , an+1 − a1}. Ïóñòü ýòî áóäóò ÷èñëà ak è am − a1. Îòñþäà ak = am − a1, è,

ñëåäîâàòåëüíî, am = ak + a1.

Çàäà÷à 8. Ïóñòü a1, a2, . . . , an - ïåðåñòàíîâêà ÷èñåë 1, 2, . . . , n. Äîêàçàòü, ÷òî ïðîèçâå-

äåíèå (a1 − 1)(a2 − 2) . . . (an − n) áóäåò ÷åòíûì, åñëè n - íå÷åòíî.

Ðåøåíèå. Ïóñòü n = 2k + 1. Âî ìíîæåñòâå ðàññìîòðåííûõ ÷èñåë k + 1 ÷èñåë áóäóò

íå÷åòíûìè. Â èñõîäíîì ïðîèçâåäåíèè ñðåäè óìåíüøàåìûõ è âû÷èòàåìûõ áóäóò (k + 1) +

(k + 1) = 2(k + 1) = n + 1 íå÷åòíûõ ÷èñåë. Ïîñêîëüêó ïðîèçâåäåíèå ñîñòîèò èç n ñî-

ìíîæèòåëåé, îäèí (ïî êðàéíåé ìåðå) èç íèõ áóäåò ñîäåðæàòü òîëüêî íå÷åòíûå ÷èñëà

(è óìåíüøàåìîå è âû÷èòàåìîå áóäóò íå÷åòíûìè). Òàêèì îáðàçîì, ýòîò ìíîæèòåëü áóäåò

÷åòíûì, è ïðîèçâåäåíèå òàêæå áóäåò ÷åòíûì.
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Çàäà÷à 9. Â 500 êîðîáêàõ ëåæàò ÿáëîêè. Èçâåñòíî, ÷òî â êàæäîé êîðîáêå íàõîäÿòñÿ

íå áîëåå 240 ÿáëîê. Äîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóþò õîòÿ áû 3 êîðîáêè, êîòîðûå ñîäåðæàò

îäèíàêîâîå êîëè÷åñòâî ÿáëîê.

Ðåøåíèå. Ïóñòü â ïåðâûõ 240 êîðîáêàõ íàõîäèòñÿ ðàçëè÷íîå êîëè÷åñòâî ÿáëîê

(1, 2, . . . , 240), â ñëåäóþùèõ 240 êîðîáêàõ - àíàëîãè÷íî (òî åñòü, àíàëèçèðóåòñÿ ýêñòðåìàëü-

íûé ñëó÷àé; áîëåå ïîäðîáíî îá ýòîì ìåòîäå ðàññêàçûâàåòñÿ â òåìå "ïðèíöèï êðàéíåãî").

Òàêèì îáðàçîì, îñòàëèñü 500 − 2 · 240 = 20 êîðîáîê, â êîòîðûå íåîáõîäèìî ïîìåñòèòü

ÿáëîêè îò 1 äî 240.

Çàäà÷à 10. Â êîðîáêå ëåæàò 10 êðàñíûõ êàðàíäàøåé, 8 ñèíèõ, 8 çåëåíûõ è 4 æåëòûõ.

Íàóãàä (ïðîèçâîëüíî) èç êîðîáêè âûíèìàþò n êàðàíäàøåé. Îïðåäåëèòü íàèìåíüøåå ÷èñëî

êàðàíäàøåé, êîòîðûå íåîáõîäèìî âûíóòü, ÷òîáû ñðåäè íèõ áûëî:

a) íå ìåíåå 4 êàðàíäàøåé îäíîãî öâåòà;

b) ïî îäíîìó êàðàíäàøó êàæäîãî öâåòà;

ñ) õîòÿ áû 6 êàðàíäàøåé ñèíåãî öâåòà.

Ðåøåíèå. a) Ïóñòü âûíóëè 13 êàðàíäàøåé. Òàê êàê ó íàñ âñåãî 4 öâåòà, ñîãëàñíî

ïðèíöèïó Äèðèõëå (êàðàíäàøè áóäóò "ïðåäìåòàìè", à öâåòà - "êîðîáêàìè"), ïî êðàéíåé

ìåðå 4 êàðàíäàøà áóäóò îäèíàêîâîãî öâåòà.

Äîêàæåì, ÷òî n = 13 ÿâëÿåòñÿ íàèìåíüøèì ÷èñëîì. Ñ ýòîé öåëüþ ïîêàæåì ñèòóàöèþ,

ïðè êîòîðîé óñëîâèÿ çàäà÷è íå âûïîëíÿþòñÿ. Íàïðèìåð, êîãäà âûíóòî ïî 3 êàðàíäàøà

êàæäîãî öâåòà (12 êàðàíäàøåé). Îòìåòèì, ÷òî ýòà ñèòóàöèÿ âîçìîæíà, òàê êàê â êîðîáêå

íàõîäèòñÿ íå ìåíåå 3 êàðàíäàøåé êàæäîãî öâåòà.

Ñëó÷àè b) è c) ðåøàþòñÿ àíàëîãè÷íî.

Çàäà÷à 11. Â ìåæäóíàðîäíîì ñèìïîçèóìå ó÷àñòâóþò 17 ÷åëîâåê. Êàæäûé çíàåò íå

áîëåå òðåõ ÿçûêîâ è ëþáûå äâà ó÷àñòíèêà ìîãóò îáùàòüñÿ ìåæäó ñîáîé. Äîêàçàòü, ÷òî

õîòÿ áû òðè ó÷àñòíèêà, çíàþò îäèí è òîò æå ÿçûê.

Ðåøåíèå. Ïóñòü A - îäèí èç ó÷àñòíèêîâ. Îí ìîæåò îáùàòüñÿ ñ êàæäûì èç 16 ó÷àñòíè-

êîâ íà íå áîëåå îäíîì èç òðåõ èçâåñòíûõ åìó ÿçûêîâ. Òîãäà ñóùåñòâóåò ÿçûê, íà êîòîðûé

A ãîâîðèò ñ íå ìåíåå ÷åì øåñòüþ ó÷àñòíèêàìè. Ïóñòü B - ëþáîé èç íèõ. ßñíî, ÷òî ñðåäè

îñòàëüíûõ 5 ó÷àñòíèêîâ åñòü 3, ñ êîòîðûìè B ìîæåò îáùàòüñÿ íà îäíîì ÿçûêå (íàçîâåì

åãî "âòîðîé ÿçûê"). Åñëè ñðåäè ýòèõ òðîèõ ó÷àñòíèêîâ õîòÿ áû äâà, ñêàæåì C è D, ìîãóò
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ãîâîðèòü íà "âòîðîì ÿçûêå", òî B, C è D è åñòü òå òðè ÷åëîâåêà, ãîâîðÿùèå íà îäíîì

ÿçûêå.

Íåêîòîðûå çàäà÷è, â îñîáåíîñòè ãåîìåòðè÷åñêèå, ðåøàþòñÿ ïðè èñïîëüçîâàíèè ïðèí-

öèïà Äèðèõëå â ñëåäóþùèõ ôîðìóëèðîâêàõ:

à) Åñëè íà îòðåçêå äëèíîé l ðàñïîëîæåíû íåñêîëüêî îòðåçêîâ, ñóììà äëèí êîòîðûõ áîëüùå

l, òîãäà ïî êðàéíåé ìåðå äâà îòðåçêà èìåþò îáùèé òî÷êó;

á) Åñëè âíóòðè ôèãóðû ïëîùàäüþ S ðàñïîëîæåíû ôèãóðû, ñóììà ïëîùàäåé êîòîðûõ

áîëüøå S, òîãäà ñðåäè íèõ ñóùåñòâóþò õîòÿ áû äâå ôèãóðû, èìåþùèå îáùóþ òî÷êó;

â) Åñëè ôèãóðû F1, F2, . . . , Fn (S1, S2, . . . , Sn - ñîîòâåòñòâåííî èõ ïëîùàäè) ðàñïîëîæåíû

â ôèãóðå F ïëîùàäüþ S è S1 +S2 + . . .+Sn > kS, òîãäà k +1 èç ôèãóð F1, F2, . . . , Fn

èìåþò îáùóþ òî÷êó.

Çàäà÷à 12. Òî÷êè íà ïëîñêîñòè ðàñêðàøåíû äâóìÿ öâåòàìè. Ïîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâó-

þò äâå òî÷êè îäèíàêîâîãî öâåòà, ðàñïîëîæåííûå íà ðàññòîÿíèè 1ì.

Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì ðàâíîñòîðîííèé òðåóãîëüíèê ñî ñòîðîíîé 1ì. Âåðøèíû òðå-

óãîëüíèêà áóäóò "ïðåäìåòàìè", à öâåòà - "êîðîáêàìè". Òàê êàê ÷èñëî "ïðåäìåòîâ"áîëüøå

÷èñëà "êîðîáîê", ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóþò äâå âåðøèíû îäíîãî öâåòà. Ïîñêîëüêó òðåóãîëü-

íèê ðàâíîñòîðîííèé, ðàññòîÿíèå ìåæäó âåðøèíàìè ñîñòàâëÿåò 1ì.

Îòìåòèì, ÷òî ýòà çàäà÷à ìîæåò áûòü ðåøåíà è äðóãèì ìåòîäîì - îò ïðîòèâíîãî. Ïóñòü

A - îäíà èç òî÷åê ïëîñêîñòè, è ïðåäëîæèì, ÷òî âñå òî÷êè ïëîñêîñòè, ðàñïîëîæåííûå

íà ðàñòîÿíèè 1ì îò A, îêðàøåíû â öâåò, îòëè÷íûé îò öâåòà òî÷êè A. Òîãäà ïîëó÷àåì

îêðóæíîñòü ðàäèóñà 1 èç òî÷åê îäèíàêîâîãî öâåòà. Î÷åâèäíî, ÷òî â ýòîé îêðóæíîñòè

ñóùåñòâóåò õîðäà äëèíîé 1ì. Ñëåäîâàòåëüíî, êîíöàìè õîðäû áóäóò òî÷êè îäíîãî öâåòà,

ðàñïîëîæåííûå íà ðàñòîÿíèè 1ì.

Çàäà÷à 13. Íà ïëîñêîñòè äàíû n ðàçëè÷íûõ òî÷åê. Ïàðà òî÷åê îïðåäåëÿåò îòðåçîê.

Äîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóþò äâå òî÷êè, èç êîòîðûõ âûõîäèò îäèíàêîâîå ÷èñëî îòðåçêîâ.

Ðåøåíèå. Èç îäíîé òî÷êè ìîæåò âûõîäèòü ìàêñèìóì n − 1 îòðåçêîâ è ìèíèìóì 1

îòðåçîê. Ïîñêîëüêó èìåþòñÿ n òî÷åê, òî íàéäóòñÿ äâå òàêèå, èç êîòîðûõ âûõîäèò îäèíà-

êîâîå ÷èñëî îòðåçêîâ.
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Çàäà÷à 14. Âíóòðè êâàäðàòà ñî ñòîðîíîé 1 íàõîäÿòñÿ íåñêîëüêî îêðóæíîñòåé, ñóììà

äëèí êîòîðûõ ðàâíà 10. Ïîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò ïðÿìàÿ, ïåðåñåêàþùàÿ íå ìåíåå ÷åòûðåõ

èç ýòèõ îêðóæíîñòåé.

Ðåøåíèå. Ïðîåöèðóåì îêðóæíîñòè íà îäíó èç ñòîðîí êâàäðàòà. Ïðîåêöèÿ êàæäîé

îêðóæíîñòè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îòðåçîê, äëèíà êîòîðîãî ðàâíà äèàìåòðó ñîîòâåòñòâó-

þùåé îêðóæíîñòè. Ñóììà ýòèõ îòðåçêîâ ðàâíà
10

π
> 3.1. Ñîãëàñíî ïðèíöèïó Äèðèõëå,

ñóùåñòâóþò õîòÿ áû ÷åòûðå îòðåçêà, èìåþùèå îáùóþ òî÷êó. Ïåðïåíäèêóëÿð, ïðîâåäåí-

íûé èç ýòîé òî÷êè íà ñòîðîíó êâàäðàòà, ïåðåñå÷åò íå ìåíåå ÷åòûðåõ îêðóæíîñòåé.

Çàäà÷à 15. Âíóòðè ðàâíîñòîðîííåãî òðåóãîëüíèêà ñî ñòîðîíîé 1 ëåæàò 5 òî÷åê. Äî-

êàçàòü, ÷òî íàéäóòñÿ äâå òî÷êè èç ïÿòè, ðàññòîÿíèå ìåæäó êîòîðûìè ìåíüøå 0,5.

Ðåøåíèå. Äåëèì ðàâíîñòîðîííèé òðåóãîëüíèê ñî ñòîðîíîé 1 íà ÷åòûðå ðàâíîñòîðîí-

íèõ òðåóãîëüíèêà ñî ñòîðîíîé 0,5 (ðèñ. 1).
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ðèñ. 1

Â îäíîì èç ýòèõ ÷åòûðåõ òðåóãîëüíèêîâ ëåæàò ïî êðàéíåé ìåðå äâå èç äàííûõ òî÷åê.

Ðàññòîÿíèå ìåæäó ýòèìè äâóìÿ òî÷êàìè ìåíüøå 0,5.

Çàäà÷à 16. Íà ïëîñêîñòè äàíû 25 òî÷åê òàêèì îáðàçîì, ÷òî äâå òî÷êè èç ëþáûõ

òðåõ ðàñïîëîæåíû íà ðàññòîÿíèè ìåíüøå 1. Äîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò êðóã ðàäèóñà 1,

ñîäåðæàùèé íå ìåíåå 13 èç äàííûõ òî÷åê.

Ðåøåíèå. Ïóñòü A - îäíà èç äàííûõ òî÷åê. Åñëè îñòàëüíûå òî÷êè íàõîäÿòñÿ âíóòðè

êðóãà S1 ðàäèóñà 1 ñ öåíòðîì â òî÷êå A, òîãäà çàäà÷à ðåøåíà. Ïóñòü B - îäíà èç òî÷åê,

ëåæàùèõ âíå êðóãà S1. Ðàññìîòðèì êðóã S2 ðàäèóñà 1 ñ öåíòðîì â òî÷êå B. Ñðåäè òî÷åê

A, B, C, ãäå C - ïðîèçâîëüíàÿ èç äàííûõ òî÷åê, ñóùåñòâóþò äâå, ðàññòîÿíèå ìåæäó êîòî-

ðûìè ìåíüøå 1. Áîëåå òîãî, ýòèìè òî÷êàìè íå ìîãóò áûòü A è B.

Òàêèì îáðàçîì, êðóãè S1 è S2 ñîäåðæàò âñå èñõîäíûå òî÷êè. Òî åñòü, îäèí èç ýòèõ
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êðóãîâ ñîäåðæèò íå ìåíåå 13 òî÷åê.

Çàäà÷à 17. Íà ïëîñêîñòè äàíû n ïîïàðíî íåïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ. Ïîêàçàòü, ÷òî

ñóùåñòâóþò ïðÿìûå, óãîë ìåæäó êîòîðûìè ñîñòàâëÿåò ìåíåå
180◦

n
.

Ðåøåíèå. Âûáèðàåì íà ïëîñêîñòè òî÷êó, ÷åðåç êîòîðóþ ïðîâîäèì ïðÿìûå, ïàðàëëåëü-

íûå äàííûì n ïðÿìûì. Ýòè ïðÿìûå ðàçáèâàþò ïëîñêîñòü íà 2n óãëîâ, ñóììà âåëè÷èí

êîòîðûõ ðàâíà 360◦. Òî åñòü, ïî êðàéíåé ìåðå îäèí èç óãëîâ áóäåò ìåíüøå
180◦

n
.

Çàäà÷à 18. Íà áåñêîíå÷íóþ ñåòêó ïîìåùåíà ôèãóðà, ïëîùàäü êîòîðîé ìåíüøå ïëî-

ùàäè êâàäðàòèêà ñåòêè. Äîêàçàòü, ÷òî ýòà ôèãóðà ìîæåò áûòü ðàçìåùåíà íà ñåòêå òàê,

÷òîáû îíà íå ïîêðûâàëà óçëû ñåòêè.

Ðåøåíèå. Ðàçìåùàåì äàííóþ ôèãóðó íà ñåòêå ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì è ðàçðåçàåì

ñåòêó âäîëü ñòîðîí. Ñêëàäûâàåì âñå êâàäðàòèêè ñåòêè îäèí íà äðóãîé, îáðàçóÿ ñòîïêó,

ïðè ýòîì ñîâåðøàÿ òîëüêî ïàðàëëåëüíûå ïåðåìåøåíèÿ (áåç ïîâîðîòîâ). Ïðîåöèðóåì ôè-

ãóðó íà îäèí êâàäðàòèê. Ïðîåêöèè ôèãóðû íå ìîãóò ïîêðûâàòü âåñü êâàäðàòèê, òàê êàê

åãî ïëîùàäü áîëüøå ïëîùàäè ôèãóðû. Âîçâðàùàåìñÿ ê èñõîäíîìó ïîëîæåíèþ ôèãóðû

è ïåðåíîñèì ñåòêó ïàðàëëåëüíî, òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ïðîåêöèè âåðøèí ðàñïîëàãàëèñü

âíóòðè ôèãóðû. Â ðåçóëüòàòå ìû ïîëó÷èì èñêîìîå ïîëîæåíèå ôèãóðû.

Ñàìîñòîÿòåëüíàÿ ðàáîòà

1. Äîêàçàòü, ÷òî èç 11 öèôð ìîæíî âûáðàòü äâå îäèíàêîâûå.

2. Ïîêàçàòü, ÷òî èç òðåõ ÷èñåë, îòëè÷íûõ îò íóëÿ, äâà ÷èñëà áóäóò îäíîãî çíàêà.

3. Äîêàçàòü, ÷òî â øêîëå, ãäå ó÷àòñÿ 400 ó÷åíèêîâ, íàéäóòñÿ äâîå, äíè ðîæäåíèÿ êîòî-

ðûõ ñîâïàäàþò.

4. Äîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò ÷èñëî âèäà

19991999 . . . 199900 . . . 00,

äåëÿùååñÿ íà 1999.

5. Äîêàçàòü, ÷òî ëþáîå ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç 2n+1 − 1 öåëûõ ÷èñåë ñîäåðæèò ïîä-

ìíîæåñòâî èç 2n ÷èñåë, ñóììà êîòîðûõ äåëèòñÿ íà 2n.
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6. Ïîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíîå ÷èñëî äåëÿùååñÿ íà 1997, ïîñëåäíèå öèôðû

êîòîðîãî 1998.

7. Â íàöèîíàëüíîì ÷åìïèîíàòå ïî ôóòáîëó ó÷àñòâóþò 30 êîìàíä. Äîêàçàòü, ÷òî â

ëþáîé ìîìåíò íàéäóòñÿ äâå êîìàíäû, êîòîðûå ñûãðàëè îäèíàêîâîå êîëè÷åñòâî èãð

â ÷åìïèîíàòå.

8. Ïîêàçàòü, ÷òî ñðåäè ëþáûõ n+2 íàòóðàëüíûõ ÷èñåë íàéäóòñÿ äâà ÷èñëà, ñóììà ëèáî

ðàçíîñòü êîòîðûõ äåëèòñÿ íà 2n.

9. Ïîêàçàòü, ÷òî ñðåäè n+1 íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, ìåíüøèõ 2n, åñòü äâà ÷èñëà, îòíîøåíèå

êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ ñòåïåíüþ ÷èñëà 2.

10. Ïîêàçàòü, ÷òî ñðåäè ëþáûõ òðåõ ïðîñòûõ ÷èñåë, áîëüøèõ 3, ìîæíî âûáðàòü äâà

÷èñëà, ñóììà ëèáî ðàçíîñòü êîòîðûõ äåëèòñÿ íà 12.

11. Ïîêàçàòü, ÷òî, êàêèìè áû íè áûëè ÷èñëà a, b, c, d, ÷èñëî

abcd(a2 − b2)(a2 − d2)(b2 − c2)(c2 − d2)

êðàòíî ñåìè.

12. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà ñóùåñòâóåò êðàòíîå ýòîãî ÷èñëà, çà-

ïèñàííîå òîëüêî öèôðàìè 0 è 1.

13. Ïóñòü n ∈ N, n > 1. Ïîêàçàòü, ÷òî ëþáûå n + 2 ÷èñëà èç ìíîæåñòâà {1, 2, . . . , 3n},

ñîäåðæàò äâà, ðàçíîñòü êîòîðûõ çàêëþ÷åíà â èíòåðâàëå (n, 2n).

14. Óçëû áåñêîíå÷íîé ñåòêè âûêðàøåíû â äâà öâåòà. Äîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóþò äâå

âåðòèêàëüíûå è äâå ãîðèçîíòàëüíûå ïðÿìûå, ïåðåñå÷åíèå êîòîðûõ ñîäåðæèò òî÷êè

îäèíàêîâîãî öâåòà.

15. Â ïðÿìîóãîëüíèêå 3 × 4 âçÿòû 6 òî÷åê. Äîêàçàòü, ÷òî ñðåäè íèõ ñóùåñòâóþò äâå,

ðàññòîÿíèå ìåæäó êîòîðûìè ìåíüøå
√

5.

16. Â êâàäðàòå ñî ñòîðîíîé 1 ðàñïîëîæåíû 51 òî÷åê. Äîêàçàòü, ÷òî òðè èç ýòèõ òî÷åê

ìîãóò áûòü ïîêðûòû êðóãîì ðàäèóñà
1

7
.
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17. Ïîêàçàòü, ÷òî â ëþáîì âûïóêëîì 2n-óãîëüíèêå ñóùåñòâóåò äèàãîíàëü, íå ïàðàëëåëü-

íàÿ íè îäíîé èç åãî ñòîðîí.

18. Îïðåäåëèòü ìèíèìàëüíîå ÷èñëî òî÷åê, êîòîðûå íåîáõîäèìî âûäåëèòü â âûïóêëîì

n-óãîëüíèêå, ÷òîáû ëþáîé òðåóãîëüíèê ñ âåðøèíàìè â âåðøèíàõ ìíîãîóãîëüíèêà

ñîäåðæàë õîòÿ áû îäíó âûäåëåííóþ òî÷êó.

19. Â êðóãå ðàäèóñà 1 ïðîâåäåíî íåñêîëüêî õîðä. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè êàæäûé äèàìåòð

ïåðåñåêàåò íå áîëåå S õîðä, òî ñóììà äëèí õîðä ìåíüøå πS.

20. Â êðóãå ðàäèóñà 16 âçÿòû 650 òî÷åê. Äîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò êîëüöî, áîëüøèé

ðàäèóñ êîòîðîãî ðàâåí 3, à ìåíüøèé - 2, ñîäåðæàùåå áîëåå 10 òî÷åê èç äàííûõ.

21. Ïîêàçàòü, ÷òî ãðàíè êóáà íå ìîãóò áûòü âûêðàøåíû â äâà öâåòà òàêèì îáðàçîì,

÷òîáû ëþáûå äâå ñîñåäíèå ãðàíè áûëè ðàçíîãî öâåòà.

22. Â êóáå ñ ðåáðîì 1 ïîìåùåíû m3 + 1 òî÷åê. Ïîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóþò ïî êðàéíåé

ìåðå äâå òî÷êè, ðàññòîÿíèå ìåæäó êîòîðûìè ìåíüøå

√
3

m
.

23. Äîêàçàòü, ÷òî â ëþáîì äåâÿòèóãîëüíèêå ñóùåñòâóåò ïàðà äèàãîíàëåé, óãîë ìåæäó

êîòîðûìè ìåíüøå 7◦.

24. Äàíû äâå îêðóæíîñòè, äëèíîé ïî 100ñì. Íà îäíîé èç îêðóæíîñòåé âûäåëåíû 100

òî÷åê, à íà äðóãîé - íåñêîëüêî äóã, ñóììà äëèí êîòîðûõ ìåíüøå 1. Äîêàçàòü, ÷òî

îêðóæíîñòè ìîãóò áûòü íàëîæåíû äðóã íà äðóãà òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû íè îäíà èç

âûäåëåííûõ òî÷åê íå ïîïàëà íà âûäåëåííóþ äóãó.
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