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Ìèíèñòåðñòâî Îáðàçîâàíèÿ è Íàóêè
Ýêçàìåí ïî ìàòåìàòèêå äëÿ âûïóñêíèêîâ 11 êëàññà, 8 èþíÿ 1999

1. Óïðîñòèòü âûðàæåíèå
1

x
+

2

x− 1
− x + 1

x(1− x2)

è íàéòè çíà÷åíèå ýòîãî âûðàæåíèÿ ïðè x =
2

3
. (4 î÷êà)

Ðåøåíèå. Îáëàñòü äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé (ÎÄÇ) äàííîãî âûðàæåíèÿ åñòü ìíîæåñòâî
x ∈ R \ {−1; 0; 1}. Ïðèâåäÿ ê îáùåìó çíàìåíàòåëþ è ó÷èòûâàÿ ÎÄÇ, ïîëó÷èì
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Ïðè x =
2

3
ïîëó÷èì

3
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3
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= −9.

2. Îòðåçîê MB ïåðïåíäèêóëÿðåí ïëîñêîñòè ïðÿìîóãîëüíèêà ABCD. Òî÷êà M ñîåäèíå-
íà ñ âåðøèíàìè ïðÿìîóãîëüíèêà. Íàçîâèòå âñå îáðàçîâàííûå ïðÿìîóãîëüíûå òðåóãîëüíèêè.
(3 î÷êà)

Ðåøåíèå. Èñïîëüçóÿ òåîðåìó òðåõ ïåðïåíäèêóëÿðîâ, çàìåòèì ÷òî âñå áîêîâûå ãðàíè îáðà-
çóþò ïðÿìîóãîëüíûå òðåóãîëüíèêè. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àþòñÿ ñëåäóþùèå ïðÿìîóãîëüíûå
òðåóãîëüíèêè MBA, MBC, MAD è MCD.

3. Íàéòè îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè

f(x) = log0,5(x + 3)−√1− 2x.

(3 î÷êà)
Ðåøåíèå. Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ ïîä çíàêîì ëîãàðèôìà äîëæíà áûòü ïîëîæèòåëüíîé, à

ôóíêöèÿ ïîä çíàêîì êâàäðàòíîãî êîðíÿ íåîòðèöàòåëüíîé, îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ íàõîäèòñÿ
èç ñèñòåìû {

x + 3 > 0,
1− 2x ≥ 0.

Ðåøàÿ ñèñòåìó, ïîëó÷èì D(f) = (−3, 1
2
].

4. Íàéäèòå ñóììó êîðíåé óðàâíåíèÿ x1+lg x = 100. (5 î÷êîâ)
Ðåøåíèå. ÎÄÇ äàííîãî óðàâíåíèÿ åñòü x > 0. Ëîãàðèôìèðóÿ îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ ïî

îñíîâàíèþ 10, ïîëó÷èì
lg x1+lg x = lg 100

èëè
(1 + lg x) lg x = 2.

Îáîçíà÷èâ lg x = t, ïîëó÷èì êâàäðàòíîå óðàâíåíèå

t(1 + t) = 2,
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ðåøåíèÿ êîòîðîãî åñòü t1 = −2, t2 = 1.
Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷åíà ñîâîêóïíîñòü óðàâíåíèé

[
lg x = −2,
lg x = 1

⇔
[

x = 1
100

,
x = 10.

Îáà êîðíÿ óäîâëåòâîðÿþò ÎÄÇ, è èõ ñóììà ðàâíà 10, 01.

5. Ïóñòü äàíà ôóíêöèÿ
f(x) = 8− x

√
x.

Íàéòè, ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ x ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

f(x) + 2xf ′(x) = 0. (1)

(5 î÷êîâ)
Ðåøåíèå. Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè x ≥ 0. Ïåðåïèøåì ýòó ôóíêöèþ â âèäå

f(x) = 8− x
3
2 .

Ïðîèçâîäíàÿ ýòîé ôóíêöèè åñòü
f ′(x) = −3

2
x

1
2 .

Òàêèì îáðàçîì óðàâíåíèå (1) ïðèìåò âèä

8− x
√

x + 2x(−3

2

√
x) = 0

èëè
x
√

x = 2,

îòêóäà ñëåäóåò x = 3
√

4. Ýòî çíà÷åíèå óäîâëåòâîðÿåò ÎÄÇ óðàâíåíèÿ (x ≥ 0) è, ñëåäîâàòåëü-
íî, ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (1).

6. Â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå ABC ñ ïðÿìûì óãëîì C, CD åñòü áèññåêòðèñà è
AD = 2

√
3ñì. Íàéòè äëèíó ñòîðîíû BC, åñëè èçâåñòíî, ÷òî âûñîòà DM òðåóãîëüíèêà ADC

ðàâíà
√

3ñì. (6 î÷êîâ)
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Ðåøåíèå. Òàê êàê CD - áèññåêòðèñà ïðÿìîãî óãëà, 6 ACD = 6 BCD = 45◦. Òðåóãîëüíèê
MDC - ðàâíîáåäðåííûé (6 MDC = 6 DCM = 45◦), ñëåäîâàòåëüíî, MC = DM =

√
3. Èñ-

ïîëüçóÿ òåîðåìó Ïèôàãîðà, íàõîäèì èç ïðÿìîóãîëüíèêà òðåóãîëüíèêà ADM ÷òî AM =
3. Ñëåäîâàòåëüíî, AC = AM + MC = 3 +

√
3. 4AMD ïîäîáåí 4ACB (ïðÿìîóãîëüíûå

òðåóãîëüíèêè è óãîë 6 A îáùèé), ñëåäîâàòåëüíî,

AD

AB
=

AM

AC
, îòêóäà AB =

AD · AC

AM
è AB =

2
√

3(3 +
√

3)

3
= 2(

√
3 + 1).

Òàêèì îáðàçîì,

BC =
√

AB2 − AC2 =
√

4(
√

3 + 1)2 − 3(
√

3 + 1)2 =
√

(
√

3 + 1)2 =
√

3 + 1.

7. Ïåðâîîáðàçíàÿ ôóíêöèè
f(x) = 4x3 + 2x,

ïðè x = 1 ïîëó÷àåò çíà÷åíèå 25. Íàéòè çíà÷åíèå ýòîé ïåðâîîáðàçíîé ïðè x = 2. (5 î÷êîâ)
Ðåøåíèå. Íàõîäèì ïåðâîîáðàçíóþ ôóíêöèè f :

F (x) =
∫

(4x3 + 2x)dx = x4 + x2 + C.

Ïîñêîëüêó F (1) = 25 ñëåäóåò 14 + 12 + C = 25, îòêóäà C = 23 è F (x) = x4 + x2 + 23. Òàêèì
îáðàçîì, F (2) = 24 + 22 + 23 = 43.

8. Íàéòè íàèáîëüøåå è íàèìåíüøåå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè

f(x) = cos 2x− 4 cos x

íà îòðåçêå [−π
2
; π

2
]. (6 î÷êîâ)

Ðåøåíèå. Íàõîäèì ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè f(x):

f ′(x) = − sin 2x · 2 + 4 sin x

îòêóäà, ó÷èòûâàÿ ÷òî sin 2x = 2 sin x cos x,

f ′(x) = 4 sin x− 4 sin x · cos x = 4 sin x(1− cos x).

Ïðèðàâíèâàÿ ïðîèçâîäíóþ ê íóëþ, ïîëó÷èì óðàâíåíèå

4 sin x(1− cos x) = 0.

Ýòî óðàâíåíèå èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, êîòîðîå ïðèíàäëåæèò îòðåçêó [−π
2
; π

2
], à èìåííî

x = 0. Ïîñêîëüêó
f(0) = −3,
f(−π

2
) = −1,

f(π
2
) = −1,

òî íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ôóíêöèè äîñòèãàåòñÿ ïðè x = 0 è ðàâíî −3, à íàèáîëüøåå çíà÷åíèå
ïðè x = ±π

2
ðàâíî −1.
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9. Îñíîâàíèå ïèðàìèäû - ðîìá ñ òóïûì óãëîì â 120◦. Âûñîòà ïèðàìèäû ïàäàåò â âåðøèíó
ýòîãî óãëà, èç êîòîðîãî ïðîâîäèòñÿ ïåðïåíäèêóëÿð äëèíû 12ñì íà ïðîòèâîïîëîæíóþ áîêîâóþ
ãðàíü. Íàéòè îáúåì ïèðàìèäû, åñëè ýòîò ïåðïåíäèêóëÿð îáðàçóåò ñ ïëîñêîñòüþ îñíîâàíèÿ
óãîë â 60◦. (7 î÷êîâ)

Ðåøåíèå.
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Ïîñêîëüêó BM ïåðïåíäèêóëÿðíà ïëîñêîñòè ABCD, ñëåäóåò, ÷òî òî÷êà N ïðèíàäëåæèò
âûñîòå MP òðåóãîëüíèêà MDC. Ñëåäîâàòåëüíî, 6 NBP = 60◦, à 6 MBN = 30◦. Íàõîäèì
âûñîòó BM è ñòîðîíó BP èç òðåóãîëüíèêîâ MBN è BNP ñîîòâåòñòâåííî. Òàêèì îáðàçîì,

h = MB =
BN

cos 6 MBN
=

12

cos 30◦
=

24√
3
,

BP =
BN

cos 60◦
= 24.

Â ñâîþ î÷åðåäü, BP åñòü âûñîòà ðîìáà ABCD. Èç 4BPC

BC =
BP

sin 60◦
=

24

sin 60◦
=

48√
3

.

Íàõîäèì ïëîùàäü îñíîâàíèÿ ïèðàìèäû

S = CD ·BC · sin 60◦ =
1152√

3

è îáúåì ïèðàìèäû
V =

1

3
Sh = 3072 (êóá.åä.).

10. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà a óðàâíåíèå

(2x − a)(2x + a)

x2 − 5x + 6
= 0

èìååò îäíî äåéñòâèòåëüíîå ðåøåíèå? (8 î÷êîâ)
Ðåøåíèå. ÎÄÇ óðàâíåíèÿ åñòü ìíîæåñòâî x ∈ R \ {2; 3}. Â ÎÄÇ óðàâíåíèå ðàâíîñèëüíî

ñîâîêóïíîñòè [
2x = a,
2x = −a.
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Ïðè a = 0, ðåøåíèé íåò (2x > 0).
Åñëè a > 0, òî [

2x = a,
2x = −a,

⇔
{

x = log2 a,
x ∈ ∅, ⇔ x = log2 a.

Ó÷èòûâàÿ ÎÄÇ, â ýòîì ñëó÷àå ïîëó÷èì log2 a 6= 2, log2 a 6= 3 èëè a 6= 4, a 6= 8. Àíàëîãè÷-
íî, ïðè a < 0 åäèíñòâåííîå ðåøåíèå åñòü x = log2(−a), åñëè a 6= −4, a 6= −8. Òàêèì îáðàçîì,
èñõîäíîå óðàâíåíèå èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, åñëè a ∈ R \ {0;±4;±8}.

Çàìå÷àíèÿ.

1. Âðåìÿ âûïîëíåíèÿ ðàáîòû 180 ìèíóò.

2. Â çàâèñèìîñòè îò êîëè÷åñòâà î÷êîâ, îöåíêè áóäóò

Îöåíêà Î÷êè
10 49− 52
9 44− 48
8 38− 43
7 31− 37
6 23− 30
5 17− 22


