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Ìèíèñòåðñòâî Îáðàçîâàíèÿ è Íàóêè
Ýêçàìåí ïî ìàòåìàòèêå íà ñîèñêàíèå çâàíèÿ áàêàëàâðà, 2000

Ïðîôèëü: ôèçèêà-ìàòåìàòèêà, ýêîíîìèêà, èíôîðìàòèêà-ìàòåìàòèêà

Âðåìÿ: 180 ìèíóò.

1. Îïðåäåëèòü, êàêîìó ÷èñëîâîìó ìíîæåñòâó ïðèíàäëåæèò çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ√
9− 4

√
5 + 1√

5− 1
. (5 î÷êîâ)

2. Ïóñòü äàíû ôóíêöèè f : R −→ R, f(x) = x2 − 3x + 2; g : R −→ R, g(x) = 2x − 3.
Íàéäèòå f(g(x)). (4 î÷êà)

3. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ äåéñòâèòåëüíîãî ïàðàìåòðà a óðàâíåíèå
√

3 cos x + sin x = a
èìååò ðåøåíèÿ? (6 î÷êîâ)

4. Âû÷èñëèòü äëèíó êðèâîé x2 + 5x + y2 = 0. (7 î÷êîâ)
5. Ðåøèòü íåðàâåíñòâî D(x) ≥ 0 ãäå

D(x) =

∣∣∣∣∣∣

−1 x x
x −1 x
x x −1

∣∣∣∣∣∣

(8 î÷êîâ)
6. Îïðåäåëèòü ïîêàçàòåëü ñòåïåíè, â êîòîðîì íóæíî âîçâåñòè

√
2 +

√
3, èñïîëüçóÿ

ôîðìóëó áèíîìà Íüþòîíà, òàê ÷òîáû T3

T4

=

√
6

4
. (8 î÷êîâ)

7. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë
1∫

0

−7x− 4

3x2 + 5x + 2
dx.

(9 î÷êîâ)
8. Öåíòð âïèñàííîé â ðàâíîáåäðåííûé òðåóãîëüíèê îêðóæíîñòè äåëèò åãî âûñîòó íà

îòðåçêè äëèíû 5 ñì è 3 ñì. Íàéäèòå äëèíû ñòîðîí òðåóãîëüíèêà. (9 î÷êîâ)
9. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ äåéñòâèòåëüíîãî ïàðàìåòðà m, ôóíêöèÿ f : R −→ R,

f(x) = ex(m− 3x− x2) ìîíîòîííî óáûâàåò íà R? (10 î÷êîâ)
10. Ðàçëîæèòü íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè â C ìíîãî÷ëåí P (X) = X4+13X2+36. (9 î÷êîâ)
11. Ïëîùàäü äèàãîíàëüíîãî ñå÷åíèÿ ïðàâèëüíîé ïðÿìîóãîëüíîé ïèðàìèäû ðàâíà S.

Áîêîâîå ðåáðî ïèðàìèäû îáðàçóåò ñ ïëîñêîñòüþ îñíîâàíèÿ óãîë β. Íàéäèòå îáúåì ïèðà-
ìèäû. (12 î÷êîâ)

12. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ äåéñòâèòåëüíîãî ïàðàìåòðà a, ñèñòåìà




y + ln
|y|
y

= x

y + 2(x + a)2 = x + 2a + 4

èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå? (13 î÷êîâ)



Copyright c©2001 ONG TCV Scoala Virtuala a Tanarului Matematician http://math.ournet.md 2

Ðåøåíèÿ

1. Çàìåòèì, ÷òî
√

9− 4
√

5 =
√

4 + 5− 2 · 2√5 =
√

(2−√5)2 = |2 − √5| =
√

5 − 2 è
ïîëó÷èì √

9− 4
√

5 + 1√
5− 1

=

√
5− 2 + 1√

5− 1
=

√
5− 1√
5− 1

= 1.

Òàêèì îáðàçîì, çíà÷åíèå äàííîãî âûðàæåíèÿ − íàòóðàëüíîå ÷èñëî.
Çàìå÷àíèå: N ⊂ Z ⊂ Q ⊂ R ⊂ C . . . (ñì. è âàðèàíòû 1999 ãîäà).
2. Èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå ñëîæíîé ôóíêöèè ïîëó÷èì

f(g(x)) = (2x− 3)2 − 3(2x− 3) + 2 = 4x2 − 12x + 9− 6x + 9 + 2 = 4x2 − 18x + 20.

3. Óðàâíåíèå a sin x + b cos x = c èìååò ðåøåíèÿ åñëè è òîëüêî åñëè∣∣∣∣
c√

a2 + b2

∣∣∣∣ ≤ 1 (ñëåäóåò èç ìåòîäà âñïîìîãàòåëüíîãî óãëà). Ñëåäîâàòåëüíî, äàííîå óðàâ-

íåíèå èìååò ðåøåíèÿ ëèøü ïðè
∣∣∣a
2

∣∣∣ ≤ 1, îòêóäà a ∈ [−2, 2].

4. Òàê êàê x2 +5x+y2 = 0 ⇔ x2 +2 · 5
2
x+

25

4
− 25

4
+y2 = 0 ⇔ (x+

5

2
)2 +y2 =

(
5

2

)2

, òî

äàííàÿ êðèâàÿ åñòü îêðóæíîñòü ðàäèóñà R =
5

2
ñ öåíòðîì â òî÷êå M

(−5
2
; 0

)
. Èñïîëüçóÿ

ôîðìóëó äëÿ îïðåäåëåíèÿ äëèíû îêðóæíîñòè, ïîëó÷èì

l = 2πR = 2π
5

2
= 5π(åä.äëèíû).

5. Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâî îïðåäåëèòåëåé, ïîëó÷èì

D(x) =

∣∣∣∣∣∣

−1 x x
x −1 x
x x −1

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣

2x− 1 2x− 1 2x− 1
x −1 x
x x −1

∣∣∣∣∣∣
= (2x− 1)

∣∣∣∣∣∣

1 1 1
x −1 x
x x −1

∣∣∣∣∣∣
=

= (2x− 1)

∣∣∣∣∣∣

1 1 1
x + 1 0 x + 1
x + 1 x + 1 0

∣∣∣∣∣∣
= (2x− 1)(x + 1)2

∣∣∣∣∣∣

1 1 1
1 0 1
1 1 0

∣∣∣∣∣∣
= (2x− 1)(x + 1)2

Íåðàâåíñòâî D(x) ≥ 0 ïðèìåò âèä (2x− 1)(x + 1)2 ≥ 0. Èñïîëüçóÿ ìåòîä èíòåðâàëîâ

u u− − +

−1 1
2

ïîëó÷èì x ∈ {−1} ∪ [
1
2
; +∞)

.
6. Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó äëÿ k-ãî ñëàãàåìîãî â ðàçëîæåíèè áèíîìà Íüþòîíà (a + b)n,

Tk+1 = Ck
nan−kbk, (k = 0, n )

ïîëó÷èì
T3

T4

=
C2

n(
√

2)n−2(
√

3)2

C3
n(
√

2)n−3(
√

3)3
=

C2
n

C3
n

√
2 · 1√

3
=

√
6

4
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èëè, ó÷èòûâàÿ ÷òî Ck
n =

n!

k!(n− k)!
,

n(n− 1)

2
n(n− 1)(n− 2)

2 · 3
=

3

4
,

îòêóäà ñëåäóåò n− 2 = 4 è n = 6.
7. Ïîäèíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ åñòü äðîáíî-ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ. Ó÷èòûâàÿ ÷òî

êîðíè òðåõ÷ëåíà çíàìåíàòåëÿ åñòü äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà êðàòíîñòè îäèí, ðàçëîæèì
ôóíêöèþ íà ïðîñòûå äðîáè

−7x− 4

3x2 + 5x + 2
=

−7x− 4

3
(
x + 2

3

)
(x + 1)

=
A

3x + 2
+

B

x + 1
=

A(x + 1) + B(3x + 2)

(3x + 2)(x + 1)
.

Èñïîëüçóÿ ìåòîä íåîïðåäåëåííûõ êîýôôèöèýíòîâ, íàéäåì A = 2 è B = −3. Ñëåäîâàòåëüíî∫ −7x− 4

3x2 + 5x + 2
dx =

∫ (
2

3x + 2
− 3

x + 1

)
dx = 2

∫
dx

3x + 2
− 3

∫
dx

x + 1
=

=
2

3
ln |3x + 2| − 3 ln |x + 1|+ C.

Ñîãëàñíî ôîðìóëå Íüþòîíà-Ëåéáíèöà
1∫

0

−7x− 4

3x2 + 5x + 2
dx =

(
3

2
ln |3x + 2| − 3 ln |x + 1|

)∣∣∣∣
1

0

=

=
2

3
(ln 5− ln 2)− 3 ln 2 =

2

3
ln 5− 11

3
ln 2.

8. Ïóñòü ABC − ðàâíîáåäðåííûé òðåóãîëüíèê (AB = BC), BD − âûñîòà (BD ⊥
AC) O ∈ BD − öåíòð âïèñàííîé îêðóæíîñòè â 4ABC, OB = 5 ñì, OD = 3 ñì è,
ñëåäîâàòåëüíî, BD = 8 (ñì). Ïóñòü E − òî÷êà êàñàíèÿ ñòîðîíû AB ñ îêðóæíîñòüþ.
Òîãäà OE ⊥ AB è ñëåäîâàòåëüíî 4BOE − ïðÿìîóãîëüíûé. Òàê êàê OE = OD = 3,
BO = 5, ñîãëàñíî òåîðåìå Ïèôàãîðû

BE =
√

BO2 −OE2 =
√

25− 9 = 4(ñì).
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Òàê êàê ïðÿìîóãîëüíûå òðåóãîëüíèêè BOE è ABD ïîäîáíû (∠B − îáùèé), òî

AB

BO
=

BD

BE
=

AD

OE
,

îòêóäà
AB =

BO ·BD

BE
=

5 · 8
4

= 10(ñì),

AD =
BD ·OE

BE
=

8 · 3
4

= 6(ñì).

Ïîñêîëüêó BD − âûñîòà îïóùåííàÿ íà îñíîâàíèå ðàâíîáåäðåííîãî òðêóãîëüíèêà ABC,
òî BD − ìåäèàíà è AC = 2AD = 12(ñì).

Òàêèì îáðàçîì AB = BC = 10 ñì, AC = 12 ñì.
9. Ôóíêöèÿ f : X −→ R, X ⊂ R ìîíîòîííî óáûâàåò íà X åñëè f ′(x) ≤ 0 äëÿ ëþáîãî

x ∈ X. Ñëåäîâàòåëüíî

f ′(x) = ex(m− 3x− x2) + ex(−3− 2x) = −ex(x2 + 5x−m + 3) ≤ 0.

Ïîñêîëüêó ex > 0 äëÿ ëþáîãî x ∈ R, íåðàâåíñòâî ïðèìåò âèä

x2 + 5x−m + 3 ≥ 0.

Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ñïðàâåäëèâî äëÿ ëþáîãî x ∈ R, åñëè è òîëüêî åñëè åå äèñêðèìè-
íàíò íåïîëîæèòåëåí (ñì. Ôîðìóëû, Ñëîâàðè, Êâàäðàòíûé òðåõ÷ëåí).

Ñëåäîâàòåëüíî: 25− 4(3−m) ≤ 0, îòêóäà m ≤ −13

4
.

10. Ðàññìîòðèì áèêâàäðàòíîå óðàâíåíèå

x4 + 13x2 + 36 = 0,

êîðíè êîòîðîãî (âî ìíîæåñòâå êîìïëåêñíûõ ÷èñåë) åñòü x1 = −2i, x2 = 2i, x3 = −3i,
x4 = 3i. Ñëåäîâàòåëüíî

X4 + 13X2 + 6 = (X + 2i)(X − 2i)(X + 3i)(X − 3i).
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Ïóñòü SABCD − ïðàâèëüíàÿ ÷åòûðåõóãîëüíàÿ ïèðàìèäà (ABCD − êâàäðàò), ïëî-
ùàäü 4SAC = S, ]SAC = β, O − öåíòð êâàäðàòà ABCD. Ïóñòü AO = a. Òîãäà AC = 2a;
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SO = AO · tg β = a tg β (èç ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà SAO) è ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà
SAC

S =
1

2
AC · SO =

1

2
2a · a tg β = a2 tg β

îòêóäà a2 = S ctg β è a =
√

S ctg β. Ñëåäîâàòåëüíî AB2 = a2+a2 = 2a2 = 2S ctg β (ïëîùàäü
îñíîâàíèÿ ïèðàìèäû), SO = a tg β =

√
S ctg β · tg β (âûñîòà ïèðàìèäû) è

V =
1

3
SABCD · SO =

2

3
S ctg β ·

√
S ctg β · tg β =

2

3
S
√

S ctg β(êóá.åä.)

12. Èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû ñëåäóåò y = x è x > 0 (âûðàæåíèå ln
|y|
y

îïðåäåëåíî
ëèøü äëÿ y > 0 − ñì. Ôîðìóëû, Ñëîâàðè, Ìîäóëü). Òîãäà âòîðîå óðàâíåíèå ïðèìåò
âèä

2(x + a)2 = 2a + 4 èëè x2 + 2ax + a2 − a− 2 = 0.

Ïîñëåäíåå óðàâíåíèå èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, åñëè

D = 4a2 − (a2 − a− 2) = 0 ⇒ a = −2 è x = 2 (x > 0)

è åäèíñòâåííîå ïîëîæèòåëüíîå ðåøåíèå, åñëè



a2 − a− 2 < 0,{
a2 − a− 2 = 0,
−a > 0

îòêóäà a ∈ [−1; 2).
Òàêèì îáðàçîì, a ∈ {−2} ∪ [−1, 2).


