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Prefata

Kk K

Pe parcursul mai multor ani autorul a predat cursurile “Tehnici de progmare”, “Lim-
baje formale si automate”, “Proiectarea compilatoarelor, “Programarea functionala”
la Universitatea de Stat din Moldova si Universitatea Tehnica a Moldovei. Deseori o
buna parte din studenti nu aveau cunostintele de baza necesare, nefiind familiarizati
cu notiunile fundamantale ale matematicii discrete ceea ce provoca abateri pentru
unele recapitulari si explicatii suplimentare. Manualul prezent are drept scop li-
chidarea acestor goluri servind drept baza pentru un curs normativ la specialitatile
informatice, dar si ca suport pentru autoinstruire. Subiecte abordate: multimi si
operatii asupra lor, relatii si functii, logica matematica si algebra Booleana, grafuri,
elaborarea algoritmilor s.a. Concomitent cu principalele concepte, definitii si metode,
manualul include exemple, probleme si exercitii pentru lucrul individual cu rezolvari
si solutii.

Manualul poate fi recomandat atat studentilor, cat si elevilor de liceu. Autorul
spera ca manualul va constitui un suport eficient pentru recapitularea materialului
si crearea abilititilor de baza pentru studierea disciplinelor informatice.
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Multimi, operatii asupra multimilor
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1.1 Multimi, elemente, submultimi

Vom considera ca multimea este o colectie neordonata de obiecte arbitrare distincte,
care se mai numesc elemente ale multimii. Aceasta “definitie” este una intuitiva,
naiva, dar suficientd pentru expunerea de mai departe. Multimile pot contine un
numadr finit sau infinit de elemente. Cea mai simpla metoda de definire a unei multimi
este enumerarea elementelor separate prin virguli si cuprinse intre “{” si “}”. Vom
nota multimile prin litere mari A, B, C, ..., posibil indexate.

Multimea nu trebuie si contind repetiri de elemente. De exemplu, {1,a,1,2,b}
nu este o multime corecta, deoarece elementul "1" se repeta. Faptul ca elementul
x apartine multimii A il vom nota prin x € A si vom citi: z apartine multimii A.
Prin A 5 x vom nota faptul ca multimea A contine z, prin ¢ A — z nu apartine
multimii A, iar prin A Z x — multimea A nu contine z.

Astfel, pentru multimile din Exemplul 1.1.1: a € Ay, C; 2 9, "gradina lui lon" €
A1, 3¢ By, By #8.

Sa mentionam ca ”gradina lui Ion” este un element distinct al multimii A;.
Exemplul 1.1.1.
Ay = {a,2018,7100011”, ”gradina lui Ion”, abcd, multime},

Ay = {a,b,{2,3},d}, As = {1,{2,3}, @, a}
Bl = {1,@,2,[)},B2 = {1,2,&,6},
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C1={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9},Cy, = {1, 2,3}
. = .
% - }

v, [
EMOTICON = {©,©,0,0,8 ©,® |

Multimile A si B sunt egale, daca contin exact aceleasi elemente. Notdm aceasta
prin A = B. In caz contrar A # B si multimile se numesc disjuncte . De exemplu,
By = By, C1 # Ay, C1 # Cy.

Multimea care nu contine nici un element se numste multime vida si se noteaza
prin @ sau {}. Daca toate elementele multimii A se contin in multimea B vom
spune ca A este submultime a multimii B si vom nota aceasta prin A C B, in caz
contrar vom nota A ¢ B. Dacd avem A C B si B contine cel putin un element
care nu apartine multimii A, atunci A se numeste submultime proprie a multimii B
si se noteaza prin A C B (sau B D A) . Faptul cd A nu este submultime proprie a
multimii B il vom nota prin A ¢ B (sau B 2 A).

De exemplu,

B, C By, BC By ,By DBy, By D By, Cy, C 01, Cy C 017 B SZ CQ, By ¢ .

Se poate afirma ci, dacd A C Bsi B C A, atunci A = B si invers, dacd A = B,
atunci A C B si B C A. Anume aceasta este tehnica principala de demonstrare a
egalitatii multimilor. Deoarece elementele unei multimi sunt obiecte arbitrare, unele
elemente pot fi, la rdndul lor, multimi. De exemplu,

Ay ={a,b,{2,3},d}, A3 = {1,{2,3}, 9, a}

Astfel, {2,3} € 45,{2,3} € Ay, @ € A3, C A;.

Conform definitiei submultimii, orice multime este si submultime pentru ea insesi.
Astfel, A C A, pentru orice multime A. Sa nu confunddm "C" cu "€"! Vom
considera in continuare (prin definitie) ci multimea vidi & este submultime pentru
orice multime, adici @ C A, @ C @ (dar @ ¢ 2).

Numarul de elemente ale multimii A este o caracteristica importanta a multimii,
se numeste numar cardinal (cardinalitate, putere) si se noteaza prin card(A). Astfel,
card(Ay) = 4, card(As) = 4, card(Ay) = 6, card(@) = 0. Deseori card(A) se noteazi
prin |A].

Multimile A si @ se numesc submultimi improprii ale multimii A. Toate celelalte
submultimi ale multimii A vor fi submultimi proprii.

Operand cu aplicatii ale multimilor pentru un domeniu concret uneori este co-
mod sa se considere ca exista o multime "mare”, care contine ca submultimi toate
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multimile folosite in aceasta aplicatie. De obicei, aceasta multime se numeste multime
universala si se noteaza prin U.

Dupéa cum s-a relatat mai sus, multimea nu poate sa contina repetari de elemente.
Ins#, in unele situatii, este comod sa se admita repetari de elemente. De exemplu,
multimea divizorilor primi ai numarului 504 este comod s& se scrie ca {2,2,2,3,3,7}.
Multimile care admit repetari de elemente se numesc multiseturi. La fel ca si in cazul
multimilor, ordinea elementelor nu este relevanta. Astfel, {2,2,2,3,3,7}={2,3,7,2,3,2}.
Numaérul de repetari ale elementului in multiset se numeste multiplicitate a acestui
element. Astfel, 2 are multiplicitatea 3, 3 — multiplicitatea 2, 7 — multiplicitatea 1.

1.2 Moduri de definire a multimilor

Prin enumerare

Dacd multimea contine un numar finit de elemente, atunci ea se defineste simplu
prin enumerarea elementelor: A;, Ay, As, 292, Prin enumerare putem defini si multimi
infinite in cazul cand este clara legitatea formarii elementelor. De exemplu, multimile
folosite frecvent in matematica:

e N=1{1,2,...} — multimea numerelor naturale;

e Ny ={0,1,2,...} — multimea numerelor naturale plus 0;
e 7Z=1{0,-1,1,-2,2,-3,3,...} — multimea numerelor intregi;
e Q={2|m € Z,n € N} — multimea numerelor rationale (de exemplu, 2, 2) ;

e R — multimea numerelor reale (de exemplu, 5, %, 3.14, V2, 7);
e NCNyCZCQCR;

o A=1{1, %, %, ...} — seria armonica.
Prin proprietatea caracteristica
Multimea poate fi definitd si cu ajutorul unei proprietati (functii) caracteristice.
Fie p(z) un predicat care fiind aplicat asupra lui x intoarce ca rezultat valoarea fals
sau adevdr (0 sau 1). In asa caz multimea A poate fi definitd ca multimea tuturor

elementelor = pentru care p(z) este adevirat. Se noteazd prin

A={z|p(x)}
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Exemplul 1.2.1.

Ar={n|neNo,n<7}=1{0,1,2,34,56,7).
Ay = {n | n = 2k, k € Z} = {0,2,-2,4,-4,...} — multimea numerelor
pare.

Asp = {m |m = 3q,q € Z}-={0,3,-3,6,-6, .. .}.

A, ={x|r €Z, 22° + 2* —x = 0}={-1,0}.

Prin generare
In acest caz se defineste un algoritm, care genereaza elementele multimii. Sa
construim algoritmul care genereaza toate numerele Fibonacci mai mici ca n,n > 2.

Algoritmul 1.2.1 GENERAREA NUMERELOR FIBONACCI

0. start

1. :=0,F:={a;} = {0}
2. 1:=1,F:=FU{a}=1{0,1}
3. 1:=i+1

4. F:=FU{a;2+a;1}
5. if i <n goto 3

6. return F

7

stop

Prin recursie (recurentd)

Sa examindm in continuare functia Ackermann, folositd in teoria calculabilitatii.
Definitia functiei este urmétoarea:

n+1, daca m = 0;
A(m,n) =< A(m —1,1), dacd m > 0,n = 0;
A(m —1,A(m,n — 1)), dacd m > 0,n > 0.
Folosind aceasta definitie putem construi, de exemplu, multimea tuturor valorilor

functiei Ackermann pentru 2 < m < 3, 3 < n < 12. Daca vom nota elementele
multimii prin (m,n, A(m,n)) vom obtine:
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Amn:{

(2,3,9), (2,8,19), (3,3,61),  (3,8,2045),
(2,4,11), (2,9,21), (3.4,125), (3,9,4093),
(2,5,13), (2,10,23), (3,5,253), (3,10,8189),
(2,6,15), (2,11,25), (3,6,509), (3,11,16381),
(2,7,17), (2,12,27), (3,7,1021), (3,12,32765) }

1.3 Cardinalitatea multimilor

Cate submultimi distincte poate avea o multime finitd de elemente? Fie A =
{ay,ay,...,ax}, card(A) = k, k > 1. Vom arata ci existd 2¥ submultimi distincte
ale multimii A. Aceasta afirmatie poate fi usor demonstrata adresandu-ne informa-
ticii. Sa examinam toate secventele posibile de cifre binare (0 sau 1) de lungimea
k. Secventa (0,0,...,0) sau mai simplu 00...0, va corespunde multimii &, iar secventa
11...1 - multimii A. Toate celelalte secvente vor defini submultimi distince alcatuite
dupa regula: elementul a; se include in submultime, daca pozitia ¢ a secventei este 1.
Deoarece exista 2% secvente diferite (corespund reprezentirilor binare ale numerelor
0,1,2,...,28 — 1), existd 2% submultimi diferite.

De exemplu, A = {a,b,c}, k = 3. Secventele binare de lungimea 3 sunt: 000,
001, 010, 011, 100, 101, 110, 111. Respectiv, obtinem 23 = 8 submultimi distincte:
2, {c}, {b}, {¢, b}, {a}, {a, ¢}, {a, b}, {a,b, ¢}

Multimea tuturor submultimilor multimii A se noteaza prin 24. Astfel,

20 ={o, {1}, {2}, {3}, {1,2},{1,3},{2,3}.{1,2,3}}

2 = {o, {1}, {{2,3}}{o}.{a} . {1.{2.3}}. {1, @} {1, a},{{2,3},
2}.{{2,3},a},{2,a},{1,{2,3}, &}, {1,{2,3}, a}, {1, &,
a},{{2,3},9,a},{1,{2,3}, 9, a}}

Dar cum se procedeaza in cazul multimilor infinite? Care este cardinalitatea unei
astfel de multimi? Si in acest caz existd infinit “mai mic” si infinit “mai mare”. Un
rol important aici revine multimii numerelor naturale N. Cardinalul multimii N se
noteazd prin Xy si se citeste “alef zero” (N este prima litera a alfabetului ebraic).
Doua multimi se numesc echipotente , daca ele au acelasi numar cardinal. Multimea
A se numeste numdrabild, daca ea este echipotentd cu orice submultime a multimii
N. Se poate spune ca multimea este numarabila daca elementele ei pot fi enumerate:
€1,€2,...,€En, ... Rezultd ca orice multime finita este numarabila. Multimile Ny, Z, Q,
Ay, Aok, Asi sunt multimi numarabile, adica sunt echipotente cu multimea numerelor
naturale. Multimile numarabile se mai numesc discrete.
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Multimea R nu mai este numarabila. Este suficient sa se demonstreze ca nu este
numdrabild multimea numerelor reale de pe segmentul [0,1] (teorema lui Cantor,
metoda diagonalizirii). Aceastd teoremd se demonstreazd simplu prin reducere la
absurd.

Sa presupunem ca multimea numerelor reale de pe segmentul [0, 1] este numarabila.

Astfel, toate numerele reale de pe segmentul [0, 1] pot fi enumerate: aq,as, ..., a; ...
Asa cum 0 < a; < 1, a; poate fi reprezentat ca a; = 0,ay1, 4o, ..., a4, ... Aic
1, o, . . ., i, ... sunt cifrele din reprezentarea zecimald a numéarului a;. Aceste

numere pot fi reprezentate intr-0 tabeld (Tabela 1.3.1), unde au fost evidentiate ele-
mentele de pe diagonald - ;. Construim un numéar nou, a = 0,305 ... ;... in

ax Qr2 13 Qg A5
Qg | Qg1 Qa3 Qa4 Qeos
as| Q3r (32 Q34 Q35
Qg | Qa1 Qg Q43 Q45
as | Q51 Q2 Q53 (l4q e

a | oq [6%) (0% Qg (071

Tabela 1.3.1: Metoda diagonalizarii Cantor

modul urméator: dacid «; = 0, atunci a; = 1, in caz contrar, o; = 0. Numarul
astfel construit nu poate fi intalnit in tabela noastra: a # a;, deoarece ay; # a,
a # ag, deoarece any # s s.a.m.d. Acest rationament ne demonstreaza ca numere
reale pe segmentul [0, 1] sunt mai multe de cat putem enumera. Concluzia generala:
multimea numerelor reale de pe segmentul [0, 1] este nenumérabila.

Sa mentionam ca putem obtine mult mai multe numere care nu vor fi incluse in
tabeld. De exemplu, drept a; putem lua orice cifra care nu coincide cu ay;. In aceastd
demonstrare este important faptul ca multimea acestor numere, dar si reprezentarea

1 1
lor, de exemplu 3= 0,333... sau 3= 0,500... sunt infinite.

Cardinalitatea multimii R se noteazad prin card(R) = N si se mai numeste “pu-
terea continuului”.

1.4 Operatii asupra multimilor

Asupra multimilor se definesc urmatoarele operatii:
¢ Reuniunea. AUB = {x |z € Asaux € B};
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e Intersectia. ANB={x|x € Asiz € B};

e Diferenta. A\ B (sau A— B)={xz|x € Asixz ¢ B};

e Diferenta simetrica. AA B =(A\ B)U (B \ A). Diferenta simetrica a
multimilor A si B include toate elementele care apartin doar uneia din multimile
Asau B. Evident AAB=BAA ANT=A ANA=0.

e Complementara. Fie U o multime universald si A C U. Complementara
multimii A in raport cu multimea U (se noteaza Z) se defineste in modul
urmitor: A = U \ A;

e Produsul cartezian. A x B = {(z,y)| z € A,y € B} — multimea tuturor

perechilor ordonate (z,y), © € A, y € B. In general, produsul cartezian nu
este comutativ, A x B # B x A.

Exemplul 1.4.1.

Fie
= {a,b,{2,3},d}, Ay = {1,{2,3}, @, a},

Bl—{1a2b}B2 {12ab}
¢y ={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}, Co = {1,2,3}.
Obtinem:
B1 U CQ = {1,@,2,[), 3}, Cl U CQ = Cl,
A2 U A3 = {(l, b, {2, 3}, d, 17 @},
Bl N Cg - {172}, AQ N Ag - {CL, {2,3}} 01 N Cg - Cg, Bl \ BQ - @,
B\ Cy = {a,b}, C;\Cs=1{0,4,5,6,7,8,9},
A2 \ A3 - {b, d}, Ag \ A2 == {1, @},
Ay AN As = Ay A Ay = {b,d, 1, 0}

Daca C; este multime universala, atunci

Oy =1{0,4,5,6,7,8,9} = C; \ Cs.

By x 02 = {< ) ( )7( ) ( ) (av 2)7 (a,3), (27 1)7 (272>7
(2,3),(b,1),(b,2), (b,3)},

Cy x By = {( ) )7( ) )’( ) ) ( ) (27 1)7 (2,@), (272)a (27b)7
1),(3,a),(3,2),(3,0)}.

(3,
Observam ca By x Cy # 02 X Bj.

Operatiile reuniune, intersectie si produs cartezian pot fi extinse asupra unui
numdr arbitrar de multimi Ay, Ay, ... A,,n € Nyn > 2

=1
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i=1
o Ay x Ay x ... x A, ={(x1,29,...2,) | & € A, 1 € {1,2,...n}}. Elementul
ordonat (z1, s, ... z,) se mai numeste tuplu . Daci Aj = Ay = ... = A, = A,

atunci vom nota A; x Ay x ... x A, = A".

1.5 Partitionarea multimilor

Definitia 1.5.1. ]

Multimile M; si M, se numesc disjuncte, daca My N My = &.

Definitia 1.5.2. ) ~
’ )

Fie A o multime arbitrarad. Multimile My, M, ... M} alcatuiesc o partitie
pentru multimea A, daca

o M;#+2,1<i<k.

e orice doud multimi M;, M; sunt disjuncte, i # 7,1 > 4,5 <k

M, = {b,c,6}
Mg — {d7f71>7}
My = {a,2,3} My = {4,5}
M4 = {evg}

Figura 1.5.1: Partitia multimii A = {a,b,c¢,d,e, f,9,1,2,3,4,5,6,7}.
A= M UMy UMs;UM,,;U Ms;

Din definitie este evident ca M, Ms,... My sunt submultimi ale multimii A.
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Exemplul 1.5.1.

Fie A = {a,b,2,3,d}. Atunci:

a) My = {a}, My = {3,d}, M3 = {b} - nu este partitie, deoarece M; U My U
M3: {CL7 3, d, b} 7£ A.

b) My = {a}, My = {3,d}, M3 = {a,b,2} - nu este partitie, deoarece M; si
M, nu sunt disjuncte, M; N My= {a}, cu toate ca M; U My U Mz = A.

¢) My ={a,d}, My ={b,3}, M3 = {2} - este partitie.

In Figura 1.5.1 prezentim schematic notiunea de partitie.

Exemplul 1.5.2.

Sa se construiascd toate partitiile posibile pentru multimea A = {a, b, c}.
M, = {{a}v {b}7 {C}}

My = {{a, b}, {c}}

Mz = {{a, c}, {b}}

My = {{a},{b, c}}

M5 = {{a,b,c}}

1.6 Proprietati. Diagrame Venn

Sa formulam cateva proprietiti ale operatiilor definite mai sus. Fie A, B, C' — multimi
arbitrare, iar U - multime universala, A C U, B C U,C' C U. Tabela 1.6.2. Evitarea
ambiguitatilor la efectuarea operatiilor se asigura cu ajutorul parantezelor. Pentru
ilustrarea (demonstrarea) operatiilor si proprietatilor se utilizeaza diagramele Venn,
figura 1.6.2. Suprafata hasurata corespunde rezultatului final.
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Proprietatea

Denumirea

PUA=A, 6 NA=0

Legea contradictiei

AUU=U, ANU=A

Legea tertului exclus

AUA=U, ANA=o

Complementaritate

A=A

Legea involutiei

A\@=A, A\A=g, A\B=ANB Diferenta
Daca ACB, iar BCC, atunci ACC | Tranzitivitate
Daca ACC, atunci Modularitate
AU(BNC)=(AuB)NC

AUA=A, ANA=A Idempotenta
AN(AUB)=A, AU(ANB)=A Absorbtie
AUB=BUA, ANB=BnNA Comutativitate
(AUB)UC'=AU(BUC), Asociativitate
(ANB)NC'=AN(BNC)

AN(BUC) =(ANB)U(ANC), Distributivitate

AU(BNC)=(AUB)N(AUC)

AUB=ANB, ANB=AUB

Legile lui De Morgan

Tabela 1.6.2: Operatii asupra multimilor. Properietati

Exemplul 1.6.1.

Sa demonstram proprietatea diferentei: A\B:AOE.

Demonstrare analiticd.

(i) A\BCANB.
Fie z € A\B. Rezultd cd z € A, dar x ¢ B, adicd © € A si x € B, de unde
rezultd cd x € ANB.

(i) ANB C A\B.
Fie z € ANB. Rezulta ci x € Asix € Bsauz € Asiz ¢ B. Asadar, x € A\B.

Demonstrare prin diagrame Venn.
Este sufucient sa comparam figura 1.6.3 (b) cu figura 1.6.2 (d).
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U

'
d
'

(a) AUB (b) ANB

|©
§

'

3

(c) A (d) A\ B

'
-
.

() (A\B)U(B\A=AAB (f) (A\B) U (B\ A)

Figura 1.6.2: Diagrame Venn

(a) B (b)y ANB

Figura 1.6.3: Diagrame Venn. Proprietatea diferentei
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Exemplul 1.6.2.

Sa demonstram distributivitatea diferentei:
A\(BNC)=(A\B)U (A\C).
A\(BNC)=AN(BNC)=AN(BUC)=(ANB)U(ANC)=(A\B)U(A\C).
Am aplicat proprietatea diferentei, legea lui De Morgan si distributivitatea inter-
sectiei. In Figura 1.6.4 prezentam diagramele Venn care ilustreaza aceasti iden-
titate.

U a U
09| | 9
(a) BNC (b) (A\(BNC)
87 [ &
(c) A\ B (d) A\C (e) (A\B)U(A\C)

Figura 1.6.4: Diagrame Venn pentru A\ (BNC)=(A\B)U(A\C)

Exemplul 1.6.3.

La o competitie sportiva la proba sarituri in lungime s-au inregistrat 15 per-
soane (multimea A), la proba sarituri in inéltime — 20 de persoane (multimea
B), iar 8 persoane din cei inregistrati vor participa la ambele probe (multimea
).

a) cate persoane vor participa doar la sdrituri in lungime

b) cate persoane vor participa doar la sarituri in inaltime

c) cite persoane vor participa cel putin la o proba

d) céte persoane vor participa exact la una din cele doua probe.
Sa mentiondm mai intdi ca C C A, C C B, C = ANB.
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a) La sdrituri in lungime s-au inregistrat 15 persoane, 8 dintre care vor par-
ticipa si la sarituri in inaltime. Astfel, 15-8=7 persoane vor participa doar la
sarituri in lungime. Aceasta va fi multimea A\ C.

b) Analogic, exclusiv la sarituri in indltime vor participa doar 20-8=12 per-
soane. Aceasta va fi multimea B\ C.

¢) Aici vom include persoanele care participa la o singura proba, dar si per-
soanele care participa la ambele probe. Astfel vom calcula reuniunea: (A\ C)U
(B\ C)UC. In total vom avea 7-+12+8=27 persoane. Este exact numsrul total
al participantilor la competitie.

d) Am calculat deja numéarul persoanelor care participa exact la o proba:
7 — la sarituri in lungime si 12 — la sarituri in inaltime. Asadar, exact la una
din probe vor participa 7+12=19 persoane. Observam ca aceasta corespunde
diferentei simetrice a multimilor A si B, AAB = (A\ B)U(B\ A).

Deoarece C'= AN B, se poate demonstra ci AA B = (A\C)U(B\C(C).

1.7 Programarea operatiilor asupra multimilor

Spre deosebire de matematicd unde multimile reprezintd un instrument concep-
tual foarte important, in informatica, in mod special in limbajele de programare,
multimile privite ca structuri de date sunt mai putin utilizate. Mentionam doar lim-
bajul specializat SETL [1| (SET Language) care a aparut in 1986 si prezenta tipului
predefinit de date “multime’ in cateva limbaje de programare, de exemplu, PASCAL,
PyTHON, C++.

In realitate este recunoscut faptul ci utilizarea tipului de date “multime’ si a
operatiilor masive asupra acestora ar constitui o caracteristica valoroasa a limbajelor
de programare de nivel inalt. Aceasta ar imbunatati semnificativ viteza si productivi-
tatea programarii, claritatea si lizibilitatea programelor, dar ar provoca si o anumita
pierdere de eficienta. Cu certitudine aceasta este principala cauza care limiteaza
utilizarea multimilor in limbajele de programare. Pe de alta parte, prezenta acestor
facilitati ar fi un motiv pentru a considera aceste limbaje nu ca instrumente pentru
programare efectiva, dar ca instrumente pentru elaborarea operativa a prototipurilor
programelor si algoritmilor, unde eficienta nu este o cerinta primordiala.

Cu toate acestea, practic toate limbajele de programare includ posibilitati de codi-
ficare a multimilor ca structuri de date si de realizare a operatiilor asupra multimilor.
Astfel, multimile pot fi reprezentate cu ajutorul vectorilor (tablourilor unidimensio-
nale), listelor, secventelor (tuplurilor), sirurilor. Am vazut mai sus cd multimile
pot fi reprezentete prin secvente binare. De exemplu, daca este datda multimea uni-
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\/11010010 /\11010010
10100111 10100111
11110111 10000010

(a) Ao1 V Byt (b) A1 A Boy
(AUB) (AN B)

11010010 /\11010010
10100111 01011000
01110101 01010000
(c) Ao1 @ Boy (d) Ao1 A =By
(AA B) (A\ B)

Figura 1.7.5: Operatii asupra multimilor

versala U = {a,b,c,d,e, f,g,h}, atunci orice submultime a multimii U poate fi re-
prezentatd ca o secventd binarad de lungimea 8, 8=card(A). De exemplu, pentru
A = {a,b,d, g} secventa binara va fi Ag; = 11010010, pentru B = {a,c, f,g,h} —
By = 10100111. In acest caz operatiile asupra multimilor pot fi redise la operatii
logice asupra secventelor binare considerand 1 — "adevar", iar 0 — "fals". Astfel, pen-
tru a calcula complementara unei multimi calculam negatia secventei binare cores-
punzatoare. Astfel, =4y = —=11010010=00101101, =By = —10100111=01011000,
respectiv, A = {c,e, f,h}, B={b,d, e}.

Operatiile reuniune (U), intersectie (N) si diferentd simetricd (A) se programeazi
prin disjunctie (V), conjunctie (A) si disjunctie exclusivd (@). Sciaderea multimilor
(\) se asociaza prin proprietatea sciderii A\ B=AN B cu Ag; A = By;.

Din figura 1.7.5 observim ca: AUB = {a,b,c,d, f,g,h}, ANB ={a,g}, AAB =
{b,c,d, f,h}, A\ B ={b,d}.

Dacéa nu suntem presati de eficienta, putem utiliza pentru programarea multimilor
un limbaj functional, multimile fiind reprezentate prin liste. De exemplu, in limbajul
COMMON L1SP avem reprezentarea: A = (abd g), B= (ac f g h). Aceasta codi-
ficare poate fi aplicata si pentru multiseturi. De exemplu, M = (abccga b ce).
Deoarece ordinea elementelor este irelevantd, putem scrie M = (a a bbccce g),
respectand ordinea elementelor din multimea universald. In acest caz multiseturile
pot fi reprezentate, prin analogie cu secventele binare, prin secventa (lista) multipli-
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citatilor elementelor. Pentru exemplul nostru obtinem M,, = (223000 1 0).
Mai mentionam ca in COMMON LISP este definita constructia iterativa

(DOLIST (X M)
operatii cu X

)

care este comodd pentru parcurgerea elementelor (X) listei (multimii) M, dar si un
set de operatii predefinite asupra multimilor:
e (MEMBER X M) — predicat, verificd apartenenta elementului X multimii

1.8

M.

Y

(ADJOIN X M) — insereaza elementul X in multimea M;
UNION M1 M2) — calculeaza M1 U M2;
INTERSECTION M1 M2) — calculeazd M1 N M2;
SET—DIFFERENCE M1 M2) — calculeazd M1\ M2;
SET—EXCLUSIVE—OR M1 M2) — calculeazd M1 A M2;
SUBSETP M1 M2) — predicat, verifica M1 C M2;

Exercitii si probleme

1. Diferenta multimilor.

Sa se demonstreze identitatile:

l.a) A\(BUC)=(A\B)\C

L.b) (ANB)\C=AN(B\C)

l.c) (AUB)\C =(A\C)U(B\C), (An B)\C =(A\C)N(B\C).

. Diferenta simetrica.
Sa se demonstreze identitatile:

2.2) AANB=(ANB)U(AN B)
AAB=(AUB)N(AUB)
ANB=(AUB)\ (AN B)

AN(BAC)=(ANB)A(ANC)
AN (BAC) = (AA B)AC. Asociativitatea diferentei simetrice.

2.b)
2.c)
2.d) (AAB)=(AUB)N (BN A)
2.e)
2.f)
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2¢) AN(AAB) =B

3. Cardinalitatea multimilor.

In finalul unui concurs pentru cei 2 finalisti (A si B), juriul (multimea .J) a
votat in modul urmator:

e 1 din membrii juriului au votat pentru A (multimea Jy4),

e 2 pentru B (multimea Jp),

e 4 membri au votat pentru ambii finalisti (multimea J;), iar
e 2 voturi au fost nevalabile (multimea Js).

Cate persoane au fost in juriu?

4. Produsul cartezian.
Sa se demonstreze identitatile:

4a) (AUB)xC=(AxC)U(Bx(C),Ax(BUC)=(AxB)U(AxC(C),
(ANB)xC=(AxC)N(BxC),Ax (BNC)=(Ax B)N(Ax (),
(A\B)XC (AxC)\(Bx(C),Ax (B\C)=(AxB)\ (AxC).
Distributivitatea produsului cartezian.
) (AUB)x (CUD)=(AxC)U(BxC)U(Ax D)U(B x D).
) (AxB)N(CxD)=(ANC)x (BND).
4.d) (AXB) (CxD)=(AxB)N(CxB)N(AxD)N(Cx D).

) (

)

~— —

)N
(Ax B) = (A><B) A><B) (A x B).
Sa se construasca A x B x C' pentru
A=1{1,2,3}, B=/{a,b}, C ={cd}.

1.9  Solutii

1. Diferenta multimilor.

l.a) A\(BUC)=(A\B)\C.
Sa transformam mai intai partea stanga a identitatii aplicind proprieta-
tea diferentei si legea lui De Morgan. Obtinem:

(st) A\(BUC)=AN(BUC)=AN(BNC).
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Pentru partea dreaptd aplicam proprietatea diferentei (de doua ori) si pro-
prietatea de asociativitate: L o

(dr) (A\B)\C = (ANB)\C=(ANB)NC=AN(BNCO).

1.b) (ANB)\C'=AN(B\C).

(st) (ANB)\C= (ANB)NC= ANBNC
(dr) AN(B\C)=ANn(BNC)=ANnBNC.
Am folosit proprietatea diferentei si asociativitatea intersectiei.

L.c) (AUB)\C =(A\C)U(B\C), (AN B)\C =(A\C)N(B\C).

(AUB)\C =(AUB)NC = (ANC)u(BNC)). Am aplicat proprietatea
diferentei, comutativitatea si distributivitatea intersectiei.
(ANB)\C=(ANnB)NC=An(BNC)=An(B\(O).

Am aplicat proprietatea diferentei si asociativitatea intersectiei.

. Diferenta simetrica..

2.a)

2.b)

2.¢)

AANB=(ANB)U(ANB)

AAB=(A\B)U(B\A) =(ANB)U(AN B). Am aplicat definitia
diferentei simetrice si proprietatea diferentei.
AANB=(AUB)N(AUB)

Transformam partea dreaptd a identitatii aplicand identitatea 2.a) de-
monstrata mai sus, distributivitatea reuniunii si a intersectiei.

(AUB)N(AUB)=(AN(AUB))U(BN(AUB))=
(ANAUANB)U(BNA)U(BNB)=gU(ANB)U(BNA)UgZ=
(A\B)U(B\A) =AAB.

AAB=(AUB)\ (ANB)

Transformam partea dreapta a identitatii aplicand proprietatea diferentei,
legea lui De Morgan, distributivitatea reuniunii si a intersectiei, identita-
tea 2.a).

(AUB)\(ANB) = (AUB)N (AN B) = (AUB)N (AU B) =
(AN (AU

nB))U (BN (AUB))=(AN A)
GUANB)U(BNA) UG = (
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2.d) (AAB)=(AUB)N(AUB)

Aplicim identitatea 2.a) si legea lui De Morgan.

(AAB)=((ANB)U(ANB)=(ANB)N(ANB)=(AUB)N(AUB).

2.¢) AN(BAC)=(ANB) A (ANC) (distributiviatea intersectiei fata de

2.f)

diferenta simetrici).
Transforndm partea stangd aplicand identitatea 2.a), distributivitatea si
asoclativitatea intersectiei:

(st) AN(BAC)=AN((BNC)U(BNC)) =
(Aﬂ(BﬂC’)) (Aﬂ(BﬂC)):(AﬂBﬂC) (AﬂBﬂC)
Transfornam partea dreaptd aplicand identitatea 2.a), legea lui De Mor-
gan, distributivitatea, comutativitatea si asociativitatea intersectiei si re-
uniunii:

(dr) (AN B) A(AHC):((AHB) (ANCHU((ANB)N(ANC))=
(ANB)N(AUC))U((AU B)n(AnC)) =
(MmBmA)(AmBm@ﬁMAmCmAuMmOmB»
ZUANBNC)UGU(ANBNC)=(ANBNC)U(ANBNO).
Rezulta: (st)=(dr).

AN (BAC) = (AA B)AC (asociativitatea).
Transfornam partea stanga aplicand identitétile 2.b), 2.d), distributivita-
tea, comutativitatea si asociativitatea intersectiei si reuniunii:

(st) AA(BAC)=(AUBAC)N(AU(BAC) =
(AU ((BUC)N(BUC))N(AN((BUC)N(CUB)) —
(AUBUC)N(AUBUC)N(AU((BUC)N(CUB))) =

(AUBUC)N(AUBUC)N(AUBUC)N(AUBUC).
Transfornam partea dreaptd aplicand identitatile 2.a), 2.d), distributivi-
tatea, comutativitatea si asociativitatea intersectiei si reuniunii:

(dr) AM(BAC=(AN(BAC))U(AN(BAC)) =

(AN((BUC)N(BUC)U(AN((BNC)U(BNCO)) =
(AN((BUC)NC)U((BUC)NB)))U(ANBNC)U(ANBNC) =
(AN((BNC)U(CNC)U(BNB)U(BNC)))U(ANBNC)U(ANBNC) =
(ANBNC)U(AND)U(AND)U(ANBNC)U(ANBNC)U(ANBNC) =
(AUBUC)N(AUBUC)N(AUBUC)N(AUBUC).

Rezulta: (st)=(dr).
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2.g) AN(AAB)=B.
Se demonstreaza simplu aplicand asociativitatea diferentei simetrice (iden-
titatea 2.f)):
ANAAB)=(AANA)AB=2AB=8B.

. Cardinalitatea multimilor.

Trebuie sa calculam card(J). S& observam ca, exclusiv pentru A, au votat
Ja \ Jy membri ai juriului, iar pentru B — exclusiv Jp \ Jy. Astfel, obtinem
egalitatea:

(Ja\J)U(Jp\JH)U LU =J

Daca notam n = card(.J), obtinem ecuatia:

2
(%—4)+(§n—4)+4+2:n

Rezolvand ecuatia obtinem n = 12.

. Produsul cartezian.

4a) (AUB)xC=(AxC)U(BxC),Ax(BUC)=(AxB)U(AxC(),
(ANB)xC=(AxC)N(BxC),Ax(BNC)=(AxB)N(Ax (),
(A\B)xC = (AxC)\(Bx(C),Ax (B\C)=(AxB)\(Ax()
Distributivitatea produsului cartezian.
S& demonstram prima identitate. Celelalte se demonstreaza analogic.
(i) (AUB)xC C(AxC)U(BxC).
Fie (x,y) € (AU B) x (). Sunt posibile doua cazuri:
1)z € A,y € C. Rezultd ci (x,y) € (A x C) sau
2) x € B,y € C, de unde rezulta ca (z,y) € (B x C).
(i) (AxCYU(BxC)C(AUB) xC.
Fie (z,y) € (A x C)U (B x C). Sunt posibile doud cazuri:
1) (x,y) € (A x C), rezulta ci (z,y) € (AU B) x C sau
2) (z,y) € (B x C), de unde rezultd ci (z,y) € (AU B) x C. Astfel,
(r,y) € (AUB) x C
4b) (AUB)x (CUD)=(AxC)U(BxC)U(Ax D)U (B x D).
Vom aplica identititile 4.a).
(AUB)x (CUD)=((AUB)xC)U((AUB) x D) =
(AxC)U(BxC)U(AxD)U(Bx D).
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4¢) (AxB)N(CxD)=(ANC)x (BND).
(i) (AxB)N(CxD)C(ANnC)x (BND).
Fie (z,y) € (AxB)N(C'x D), deci (x,y) € (AxB)si (z,y) € (C'xD).
Rezulta ca x € A,y e Bjr e Cly e Dsaux € ANC,ye€ BND.
Prin urmare, (z,y) € (ANC) x (BN D).
(i) (ANC)x (BND)C(Ax B)N(C x D).
Fie (z,y) € (ANC)x (BND). Rezultacaz € A,z € C,y € B,y € D
sau (z,y) € (A x B) si (z,y) € (C x D).
Astfel, (z,y) € (Ax B)N(C x D).
4d) (AxB)N(CxD)=(AxB)N({CxB)N(AxD)N(C x D).
Identitatea 4.c) stabileste (A x B)N(C' x D) =(ANC) x (BN D).
Sa transformam in continuare partea dreaptd aplicand identitatile de dis-
tributivitate 4.a).

(ANC)x (BND)=((ANC)xB)N((ANC) x D)=
(AxB)N(Cx B)N(AxD)n(C x D).

VANERVANERVAN
C/ \ C/ \ C/ \d C/ \d C/ \d C/ \d
\ I | \

d ¢ d
e ) A I

lac lad 1bc 1bd 2ac 2ad 2bc 2bd 3ac 3ad 3bc 3bd

Figura 4.1: Produsul cartezian Ax BxC

4e) (Ax B)=(Ax B)N(Ax B)N(Ax B).
Conform definitiei complementarei, (A x B) = (U x U) \ (A x B). Asa
cum U =AU A (sau U = B UE) obtinem:
(AxB)=((AuU Z) x (B U E)) \ (A x B). In continuare transformam

partea dreapta aplicand distributivitatea produsului cartezian, asociativi-
tatea reuniunii si proprietatea (AU B) \ B = A. Obtinem:

((AUA) x (BUB))\ (A x B) = ((AUA) x B)U((AUA) x B))\ (Ax B) =
((Ax B)U(Ax B)U(Ax B)U(Ax B))\ (Ax B) =

(Ax B)N(Ax B)N(Ax B).

Sunt adevarate si egalitatile: (A x B) = (AUA) x (AU A))\ (4 x B),
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(Ax B)=((BUB)x (BUB))\ (Ax B).

4.f) Sa se construasca A x B x C pentru
A={1,2,3}, B=/{a,b}, C ={cd}.
AxBxC={lac, lad, 1bc, 1bd, 2ac, 2ad, 2bc, 2bd, 3ac, 3ad, 3bc, 3bd} Metoda
aplicata la generarea produsului cartezian este expusa in Figura 4.1. Ob-
servam cd |[AxBxC| = |A|-|B|-|C|=3-2-2=12.

1.10 Notite bibliografice

Materialul expus mai sus tine de asa-numita teorie “naiva” a multimilor, propusa
de matematicianul german Georg Cantor (1845 — 1918). Denumirea “naivd” a fost
atribuitd datoritd faptului ci ea poate genera o serie de situatii contradictorii (pa-
radoxuri) bazate pe lipsa unor definitii formale a notiunii de multime si a modurilor
de construire a multimilor.

Cel mai cunoscut rezultat care vine sa confirme acest lucru este paradoxul ma-
tematicianului britanic Bertrand Russell (1872 — 1970). Pentru a demonstra ci
teoria “naiva” a multimilor enuntata de Cantor este inconsistenta, Russell a propus
o multime speciald, definitd in modul urmator. Fie R multimea tuturor multimilor
A pentru care A ¢ A, adicd multimea A nu se contine ca element in A. Deoarece R
este o multime, existd doud posibilitati pentru R: R € R sau R ¢ R. Sa examinim
ambele situatii

e R € R. Conform definitiei multimii R, R poate fi inclusa in R doar daca
R ¢ R. In cazul nostru R € R, prin urmare avem o contradictie.

e R ¢ R. Conform definitiei, deoarece este dat R ¢ R, ar trebui sa se indeplineasca
R € R, dar nu se indeplineste — iarasi contradictie.

Rezulta cd multimea R nu poate exista.

Iata si o formulare mai haioasa a paradoxului. In tara lui Papura Voda a fost
decretata legea: niciun primar nu poate sa locuiasca in orasul sau natal, toti primarii
vor locui in Orasul Primarilor. Asa cum Orasul Primarilor are si el un primar, apare
intrebarea: unde va locui primarul Orasului Primarilor?




CAPITOLUL

Relati s1 functu

Kk K

2.1 Notiuni generale

Dupa cum am vazut, multimea este o colectie neordonata de obiecte arbitrare dis-
tincte. Aspecte foarte importante ale oricarei multimi sunt relatiile dintre aceste
obiecte. De exemplu, pentru o multime de numere este important si se stabileasca
urmdatoarele relatii: numerele sunt naturale, intregi, rationale, numéarul m este mai
mic ca numarul n, n este multiplu al lui m etc. Un obiect poate fi mai greu, altul
mai usor, unul poate fi rosu, altul verde. Pentru relatiile de familie — tata, fiu, sora,
bunic etc. Alt exemplu: cuvéantul ,abracadabra” este in dictionar, iar cuvanul ,ar-
bacadabra” nu este. Cuvantul ,abraziv” este in dictionar si e situat mai jos decat
sabracadabra’.

Unele relatii sunt reflexive, de exemplu ,,n este egal cu n”, pot fi simetrice. De
exemplu, daca ,Jon este consatean cu Vasile”, atunci si ,Vasile este consatean cu Ion”.
Relatiile pot fi si tranzitive, de exemplu, daca z > y si y > z, atunci si x > z.

2.2 Abordare formala

Ca de obicei, matematica propune abordari formale, care vin sd precizeze notiunile
intuitive, sa stabileasca niste proprietati generice, niste clasificari. Se numeste relatie
n-ard orice submultime R a produsului cartezian A; x Ay x ... x A,. Daca tuplul
(ay,aq,...a,) € R, vom zice ¢ aj, as, .. .a, sunt in relatia R. Daca R C A", atunci
R se numeste relatie n-ard omogend. Un interes deosebit prezinti cazul n = 2. In
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acest caz R C A; x A, si se numeste relatie binard. A; se numeste domeniu, iar Ao

— codomeniu.
Dacd R = A; X Ay, atunci relatia R se numeste relatie universald, iar dacd R = @&

— relatie vida .

Exemplul 2.2.1.

A=1{1,2,3}, B=1{a,b,c,d}, R={(1,a), (1,b), (1,¢), (2,a), (2,¢), (3,d)},
RC AxB.

Exemplul 2.2.2.

Relatia binard R< se defineste pe produsul cartezian N x N si include toate
perechile ordonate (m,n), m < n. Astfel, (5,8) € R<, (1,123) € R<, (3,7) ¢ R<,
(8,5) ¢ R<. Uneori pentru relatia binara R in loc de (a,b) € R vom scrie aRb.
Pentru exemplul nostru, aR<b sau simplu a < b.

2.3 Proprietati. Moduri de reprezentare

Deoarece orice relatie este o multime, relatiile pot fi definite la fel ca si multimile,
asupra relatiilor pot fi aplicate toate operatiile definite pentru multimi. Exista si
moduri de reprezentare care tin cont de specificul relatiilor ca submultimi ale unor
produse carteziene.

Modul de reprezentare a relatiilor din Exemplele 2.2.1 si 2.2.2 il vom numi mod
analitic. In Figura 2.3.2 expunem si alte moduri de reprezentare: diagrama, tabel,
matrice.

A | B

1 a

1| b

1] e a b ¢ d

2 | a 1{1{1]|1]o0

2 | ¢ 2|1 |0|1]0

3| d 3loflofof1
(a) diagrama (b) tabel (c) matrice

Figura 2.3.1: Reprezentari grafice pentru relatia de ordine partiala.
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Relatiile definite pe produsul cartezian R x R pot fi reprezentate sub forma unor
grafice. De exemplu, Ry, = {(z,y)|r,y € R,0 < z < 21,y = sinzx}, Repe =
{(z,y)|z,y,r € R, 2? + y* = r?}.

In Figura 2.3.2 sunt perzrntate graficele relatiilor y = sin(z) pe segmentul [0, 27]
si cercul cu originea in (2.5,1.5) si raza 1, adicd (z — 2.5)* + (y — 1.5)*> = 1.

1N
[T 1N

0 1 2 3 4 5

INERE S
3
wjew |

3
N
3

v

(a) y = sin(x) (b) 22 + y2 = 12

Figura 2.3.2: Reprezentarea grafica a relatiilor.

Vom considera in continuare doar relatii binare omogene, adici R C A x A si
vom spune ca relatia R este definita pe multimea A.
Sa definim cateva proprietati ale relatiei R:

Definitia 2.3.1. ) ~
! ),

Relatia binara R este:

e reflexiva , dacd (x,z) € R pentru orice z € A.

o ireflexivd , daci (z,z) ¢ R pentru orice x € A.

e simetrica , daca din (z,y) € R intotdeauna rezulta

(y,z) € R.
o antisimetrica , dacd din (z,y) € R si (y,x) € R intotdeauna rezulta
T =uy.

e asimetricd , dacd (z,y) € R, atunci (y,z) ¢ R.
e tranzitiva , daca din (z,y) € R si (y, 2) € R intotdeauna
\rezulté (x,2) € R.

J

Observatie referitor la definitia relatiilor de antisimetrie si asimetrie. Ea poate
fi formulata si in modul urméator: pentru toti x,y € A, # y, numai unul, sau
niciunul, din elementele (z,y), (y, ) poate sa apartina relatiei R. Prezenta (absenta)
elementelor (z,z) nu afecteaza antisimetria.
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In cazul relatiei de asimetrie prezenta elementului (z,y) intotdeauna exclude
prezenta elementului (y,z) si invers, chiar dacd x = y. Astfel, in cazul relatiei
asimetrice nu mai sunt admise elemente de tipul (z,z).

Exemplul 2.3.1.

Fie A = {1,2,3,4}. S& examinam relatiile:

e R ={(1,1),(1,2),(2,2),(2,3), (3,3), (3,4), (4,4)}
o Ry ={(1,1),(1,2),(2,1),(2,3),(3,3),(3,2)}

o R3= {(17 1)7 (17 2), (1, 3)7 (174)7 (2,3), (47 3>}

o 1y ={(1,1),(1,2),(2,1),(2,2),(3,3),(3,4),(4,3),(4,4)}

— Relatia R, este reflexivd, dar nu este simetricii, deoarece (1,2) € Ry, iar
(2,1) ¢ Ry; este antisimetricd, dar nu este asimetricd, deoarece (1,1),(2,2), (3,3),
(4,4) € Ry si nu este tranzitiva, deoarece (1,2),(2,3) € Ry, iar (1,3) ¢ R;.

— Relatia Ry este simetricd, dar nu este reflexivd, deoarece (2,2) ¢ Ry; nu
este tranzitiva, deoarece (2,3),(3,2) € Ry, iar (2,2) ¢ Ry. Nu este antisimetrica,
nu este asimetrica.

— Relatia Rj3 este tranzitivd, dar nu este reflexiva, (2,2) ¢ Rs, si nu este
simetrica, (1,2) € Rs, iar (2,1) ¢ Rs. Este antisimetricd, dar nu si asimetrica
((1,1),(2,2),(3,3),(4,4) € R3).

— Relatia Ry este reflexiva, simetrica si tranzitiva. Nu este antisimetrica, nu
este asimetrica.

Relatiile binare omogene pot fi reprezentate si sub forma de graf orientat. In
Figura 2.3.3 vedem reprezentarile sub forma de graf pentru relatiile Ry, Ry, R3 si Ry
din Exemplul 2.3.1.

(a) B (b) Ro (c) Rs (d) R4

Figura 2.3.3: Reprezentarea relatiilor binare prin grafuri orientate
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S& aducem si un exemplu ,gustos” (Exemplul 2.3.2).

Exemplul 2.3.2. Receta ,,Placinte moldovenesti”

1. Se pregatesc ingredientele pentru aluat (fdina, apa, ulei, sare).

2. Se pregitesc ingredientele pentru umplutura cu branza (branza, oud. marar,
ceapd verde).

Se pregitesc ingredientele pentru umplutura cu varza (varza, ceapd, ulei).
Se pregateste aluatul.

Se pregateste umplutura cu branza.

Se pregateste umplutura cu varza.

Se intind foile.

Se pregatesc placintele.

© e N T W

Se pregiteste (incilzeste) cuptorul.
10. Se coc placintele.

Procesul de coacere a plicintelor constd din 10 pasi. Fie A={1, 2, 3, 4, 5, 6,
7,8,9, 10 }. Dacd vom urma acesti pasi in ordinea expusi in recetd, vom putea
coace placinte. Dar sa observam ca pregatirea aluatului si pregatirea umpluturi-
lor pot fi efectuate in paralel, poate chiar de persoane diferite. Asa situatii sunt
mai multe. Existd insd pasi care trebuie executati strict in ordinea indicata.
De exemplu, nu putem intinde foile inainte de a pregati aluatul. Astfel vom
stabili niste relatii de consecutivitate intre pasi, le vom nota prin R,. Perechea
de pasi (4, j) € R,, daca pasul ¢ trebuie indeplinit inaintea pasului j. Obtinem:
Ry ={(1,4),(4,7),(7,8),(2,5), (5,8),(3,6),(6,8), (9,10), (8,10)},

R, C Ax A

Aceasta relatie este:

— evident refleziva, (i,1) € Ry;

— antisimetricd, deoarece nu se pot indeplini concomitent si (i,j) € R,, si
<j7 Z) € RP;

— tranzitivd, deoarece, dacd (i,j) € R, si (j, k) € R,, atunci si (i, k) € R,,.
De exemplu, (1,4),(4,7) € R, deci si (1,7) trebuie s apartind lui R,. Adica,
nu putem intinde foile neavand ingrediente pentru aluat.

In definitia de mai sus a relatiei R, nu au fost incluse relatiile de reflexivitate
si tranzitivitate, ele putand fi oricand restabilite.

Sa observam ca existd perechi de pasi care nu se includ in R,. De exemplu,
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(2,4),(5,7). Anume acest fapt determind existenta mai multor secvente de pasi
posibile la executarea recetei.

In Figura 2.8.9 prezentam graful redus si diagrama Hasse pentru aceasta
relatie.

2.4 Compozitia relatiilor

Fie R si S doua relatii peste multimea A. Compozitia relatiilor R si .S, o vom nota
prin RoS sau simplu RS, se defineste ca

RoS ={(a,c) | (a,b) € R, (b,c) € S}.

Comporzitia relatiilor nu este comutativa, adica RoS # SoR, Exemplul 2.4.1. Evident,
putem construi compozitia R o R, pe care o vom nota prin R?, R?> = Ro R. Este
comod si notdm R' = R. Putem continua acest proces construind B> = Ro Ro R.
Se poate verifica cd R* = (RoR)o R = Ro(RoR) sau R® = R?o R' = R' o R%
Aceastd proprietate poate fi extinsa: R/TF = Rio R¥. Dacad nu apar ambiguititi,
semnul “o” poate fi omis, adici R® = R?R, RIoR¥ = R/ R*.

Exemplul 2.4.1.

Fie A = {1,2,3,4}, Ry = {(1,1),(1,2),(2,2),(2,3),(3,3),(3,4)}, Ry = {(1,1),
(1,2),(2,1),(2,3) (3,2),(3,3)} (Flgura 2.3.3).

Obtinem:

Ry o Ry = {(1,1),(1,2), (1,3), (2,1), (2,2), (2.3),(3,2), (3,3)},
Ry o Ry = {(171>7<172) ( )7 < 71)7 ( 2)7 ( 73) ( 4)> (372)7 (373)> (374 }
Este clar cd RioRy # RsoR;.

Construim in continuare:

B2 = {(1,1),(1,2), (1,3), (2,2), (2,3), (2,4), (3,3), (3, )},

R = {(1,1),(1,2), (1.3), (1,4), (2,2), (2,3), (2,4), (3.3), (3.4) }.

In Figura 2.4.4 vedem reprezentirile grafice pentru Rjo Ry, Ryo Ry, R?, R3.

Din exemplul de mai sus observam cd Ry C R?, R? C R}, iar R\ = R? pentru
orice i € N,7 > 3. Relatia R? in acest caz se numeste inchidere tranzitiva a relatiei
R; si o vom nota prin Rj.
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bR

O O O

(a) R1 OR2 (b) R2 o R1 (C) R% (d) R‘f

Figura 2.4.4: Compozitia relatiilor binare

2.5 Inchiderea relatiilor

Sa formulam in continuare cateva definitii referitoare la inchiderea relatiilor binare.
Fie R o relatie binara arbitrara peste multimea A.
o Inchiderea tranzitivi a relatiei R va fi relatia R* care satisface proprietatile:
1. R* este tranzitiva;
2. RCR*
3. Daca S este o relatie tranzitiva arbitrara care contine relatia R, R C .5,
atunci S va contine si R*, R* C §S.
Cu alte cuvinte, R* este cea mai mica relatie tranzitiva care contine relatia
R.
e Inchiderca reflerivd a relatiei R va fi relatia R* = RU {(x, z)|z € A}.
o Inchiderea simetrici a relatiei R va fi relatia
R* = RU{(z,2)|(z,y) € Rsi (y,2) € R}.

Pentru a evita ambiguitétile legate de notatia R*, de fiecare data vom specifica
tipul inchiderii. Cu atat mai mult ca o inchidere poate fi in acelasi timp si reflexiva,
si simetricd, si tranzitiv. Inchiderile reflexivd si simetrici pot fi usor construite
reiesind din definitii.

Inchiderea tranzitivd se construieste mai dificil. Sa revenim la definitia compozi-
tiei RoR = R% Daci elementul (a,c) ¢ R? dar existd (a,b) € R si (b,c) € R,
atunci (a, c) se include in R%. Daca ne vom referi la reprezentarea sub forma de graf
a relatiei R putem spune ca in acest caz existd un drum de lungime mai mica sau
egalid cu 2 din a in c. Aceastd observatie poate fi formulati pentru orice relatie R,
i € N,i > 2: (a,c) se include in R, daci existd un drum de lungime mai micd sau
egala cu ¢ din a in c. Cat de lung poate fi un drum in graful a relatiei R 7 Fie R
o relatie binara arbitrard pe multimea A si card(A) = n. Afirmam ca, daca existd
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drum in R din a in ¢, atunci intotdeauna exista un astfel de drum de lungime mai
mica sau egald cu n. S& presupunem ci nu existd asa un drum, adicd cel mai scurt
drum de la a la c este de lungimea m > n, adicd a — by — by — ... = b,,_1 — ¢. Asa
cum acest drum contine (m+ 1) > (n+ 1) noduri, conform principiului porumbeilor
(Capitolul XXX), cel putin 2 noduri in acest drum se repetd. Fie a — b;... —
bici = b — ... = bj = ... = by — csib = b In acest caz existd drumul
a—b...—=>b_1—bj —...—= by_1 — c, care este mai scurt decat drumul initial.
Obtinem o contradictie.

Cele expuse mai sus argumenteaza ideea metodei de construire a inchiderii tranzi-
tive:

Pentru relatii finite n = card(R) formula va fi

Construirea inchiderii ar putea sd se termine in mai putin de n pasi, dacd R = R’
1< n.

Sa aratam cd R* intr-adevar este inchiderea tranzitiva a relatiei R.

1. R* este tranzitivd. S& ne convingem ci dacd (a,b) € R*, (b,c) € R*, atunci si
(a,c) € R*. Fie (a,b) € R?, (b,c) € RF. Existd un drum de lungime cel mult j
din a in b, un drum de lungimea cel mult k£ din b in ¢, respectiv exista un drum
de lungime cel mult j + k din a in c. Astfel (a,c) € R7** C R*.

2. R C R*. Evident, deoarece R = R!.

3. R* este relatia tranzitiva minimala care contine R. Fie S o relatie tranzitiva
arbitrard care contine R. Sa ariatim ca R’ C S pentru totis > 1. Pentrui =1
evident R' = R C S. Daca R' C S, atunci si R € S, conform definitiei si
faptului ca S este tranzitiva. Rezulta ca R* C S si, prin urmare, R* se contine
in orice alta relatie tranzitiva care contine relatia R.

Relatia inversa pentru R se defineste ca

R ={(y.2)|(z,y) € R}

Este usor dr observat ca (R™')™! = R.
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2.6 Clase de echivalenta

Sa mai definim o notiune importantd pentru expunerea ulterioara.

Definitia 2.6.1. ]

Relatia binara R se numeste relatie de echivalenta , daca este reflexiva, si-
metrica si tranzitiva.

Schematic putem scrie:

s Y

echivalentd — reflexivitate | simetrie + tranzitivitate

" J

De exemplu, relatia R, din Figura 2.3.1 este o relatie de echivalenta.

Exemplul 2.6.1.

Fie m,n € N, k € NJk > 2. m este congruent cu n modulo k, se noteazi
n=m(mod k) sau n £ m, dacs (n —m) se imparte fira rest la k, adici (n — m) =
gk, q € Z. Sa aratam ca aceasta relatie este o relatie de echivalenta pe multimea
N. Fie k£ = 3.

1. Relatia m 3 n este reflexivi.

Pentru orice m € N, m £ m, deoarece (m —m) = 0-3.

2. Relatia m 3 n este tranzitivi.

Fiem 2 1sil2n, adici (m—1) = ¢-3, I —n) = ¢-3, (m—n) =
¢1:3+1—q23—1=(q1 —q2)-3. Rezultd cam 3 n, deoarece g1, g, (¢1—q2) € Z.

3. Relatia m 3 1 este simetrica.

Fie m 2 n, (m —n) = ¢-3. Atunci (n —m) = —¢-3. Asa cum —q € Z,

. < 3
rezultd cd n = m.

Alte exemple de relatii de echivalentd. Congruenta figurilor geometrice. Se ve-
rifica usor ca relatia ,a fi congruent” este o relatie de echivalenta. La fel, relatia de
paralelism a dreptelor.

Dar nu doar in matematica intalnim relatii de echivalenta. Relatiile ,a locui in
acelasi oras”, ,a fi student la aceiasi facultate”, ,a fi de culoare rosie” etc. — toate
sunt relatii de echivalenta.
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N

Teorema 2.6.1. j

Dacé relatia R este relatie de echivalentd, atunci si relatia R~! este relatie
de echivalenta.

Demonstrare.

Trebuie sd demonstram ca relatia R™! este reflexivi, simetrica si tranzitiva.

Reflexivitate.

Sa demonstram ci pentru orice z € A, (z,2) € R™'. Asa cum R este relatie de
echivalentd, pentru orice x € A, (x,x) € R, iar conform definitiei relatiei inverse,
(x, ) apartine relatiei R~

Simetrie.

Fie (z,y) € R™!. Si aritam cid si (y,z) € R™'. Dacd (z,y) € R™!, atunci
(y,x) € R si, deoarece R este simetrica, (z,y) € R, iar, conform definitiei relatiei
inverse (y,r) € R\

Tranzitivitate.

Fie (z,v), (y,2) € R™!. Sd ne convingem c& (z,z) € R~!. Avem (y, z),(z,y) € R.
Deoarece R este tranzitivi, (z,z) € R. Rezultd ca (z,2) € R°'. W

Sa mentionam in continuare o aplicatie importanta a relatiilor de echivalenta.

Definitia 2.6.2. ]

Fie R o relatie de echivalenta arbitrara pe multimea A. Se numeste clasd de
echivalentd a elementului a € A multimea R, = {b|(a,b) € R}.

Multimea tuturor claselor de echivalenta ale multimii A in raport cu relatia
formeazd o partitie a multimii A si invers, orice partitie a multimii A corespunde
unei relatii de echivalenta peste A. Are loc

N

Teorema 2.6.2. j

Relatia R C A x A genereaza o partitie a multimii A atunci si numai atunci,
cand R este o relatie de echivalenta.

Demonstrare.
(i) Fie My, My, ..., My o partitie arbitrard a multimii A.
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e orice doud multimi M;, M; sunt disjuncte, i # j,1 > 4,5 < k.
o MiUM,U...UM,=A.

Sa ardatam ca existd o relatie de echivalentd peste A care genereazd partitia
My, My, ..., M. Aceastd relatie se defineste in modul urmétor: (a,b) € R, daca
a € M; si b € M;. Relatia poate fi formulata ca ,a fi elemente din aceeasi multime
M;”. Aceasta relatie evident este reflexiva, simetrica si tranzitiva, deci, relatie de
echivalenta.

(ii) Fie R o relatie de echivalentd arbitrarad peste A. Vom arita cd aceasta relatie de-
termind o partitie a multimii A. Pentru toate elementele a € A construim multimea
(clasa) R, = {b | (a,b) € R}. Sa ne convingem mai intii ci pentru orice a € A,
a € R,. Deoarece relatia R este reflexiva, (a,a) € R. Rezultd cd a € R,.

In continuare vom arita cii, daci b € R,, atunci R, = R,. S& observim mai intéi c,
deoarece b € R,, avem (a,b) € R si, din considerente de simetrie — (b,a) € R.

(a) Ry C R,. Fie © € Ry. Rezulta ca (b,z) € R. Tinand cont de tranzitivitatea
relatiei R, daca (a,b) € Rsi (b,z) € R, rezultd ca (a,x) € R. Astfel, v € R,.

(b) R, C Ry. Fie z € R,, adicd (a,z) € R. Asa cum (b,a) € R, iardsi, din
tranzitivitatea relatiei R, deoarece (b,a) € R si (a,z) € R, rezultd cd x € Ry.

Astfel, pentru toate elementele a € A se vor construi multimile R,, R, # 9.
Selectam doar multimile disjuncte (cele care au elemente comune coincid) si le notdm

prin Ry, Ro,..., Ry, k > 1. Deoarece orice element a € A se contine in una din
multimile Ry, R,, ..., Ry, obtinem
k
A=JR
i=1

Asadar, Ry, R, ..., Ry este o partitie pentru A.

Exemplul 2.6.2.

Pentru relatia R4 din Figura 2.3.1 clasele de echivalenta vor fi submultimile:
Ry = {1,2} si R3 = {3,4}. De mentionat cd Ry = Ry, Ry = Ry.
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Exemplul 2.6.3.

Pentru relatia n 2 m avem:

Ry={0,3,6,9, ...}

Ri={1,4,7,10, ...}

Ry={2,5,8, 11, ...}
Clasa Ry va contine toate numerele care se impart fara rest la 3, Ry - toate
numerele care impartite la 3 dau rest 1 si Ry - toate numerele care impartite
la 3 dau rest 2. S& observam ca Ry,R;,R, constituie o partitie a multimii N,
Ry URy URy=N,

Ry=R3=R¢=..., Ri=Ry;=R;= ..., Ro=Rs;=Rs—. ..

Exemplul 2.6.4.

Sa se construiasca toate relatiile de echivalenta posibile peste multimea A =
{a,b, c}. Ne vom orienta la Exemplul 1.5.2. Exista 5 relatii: Ry = {(a,a), (b,0), (¢,¢)}

Ry = {<a’ CL), (av b)? (b’ CL), (b’ b)v (C7 C)}

Ry = {(a’ a)v (a’ C)v (Cv a), (C, C)v (bv b)}

Ry = {<a7 CL), (ba b)’ <b> C)? (Ca b)> (C> C>}}

Rs = {(a, a), (a,b), (b,a),(a,c), (¢,a), (b, b), (b, c), (¢, b), (¢, ) }-

Grafic aceste relatii sunt prezentate in Figura 2.6.5a, 2.6.5b, 2.6.5¢, 2.6.5d,
2.6.5e.

Sa mentionam ca relatia

Bye = {(a,a), (a,), (b, a), (a,¢), (¢, a), (b,0), (¢, ¢)}
nu este o relatie de echivalenta, deoarece nu se indeplineste tranzitivitatea. Avem
(b,a) € Ry, (a,¢) € Ry, dar (b,¢) ¢ R, Figura 2.6.5f.

Sa mai mentionam o aplicatie a relatiilor de echivalenta frecvent utilizata in in-
formatica. Ne vom referi la relatii de tipul: savanti ce activeazd in acelasi domeniu,
clasificarea operelor literare dupd genuri (epic, fantastic, politist etc), clasificarea
persoanelor dupa locul de trai, activitate etc. Este clar, astfel de relatii sunt relatii
de echivalentd. Deseori este util sa se construiasca clasele de echivalenta cores-
punzatoare. Exista un algoritm simplu care rezolva aceasta problema - algoritmul
“cauta—contopeste”.
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(a) Ry (b) Ry

(c) Ry
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(d) Ry (e) Rs (f) Rne

Figura 2.6.5: Relatii de echivalenta peste A = {a,b, ¢}

Algoritmul 2.6.1 (CAUTA-CONTOPESTE)

0. start
1. Este data relatia de echivalenta R peste multimea A,
card(A) = n.
\* Vom construi pentru aceasti relatie clasele de echivalenti
My, My, ..., My, care formeazd o partitie a multimii A «\.
2. [Initial, pentru toate elementele z; € A, 1 <1 < n, definim
multimea M; = {x;} si PARTITIE={M;, Ms, ..., M,}.
3.  Pentru toate elementele (x,y) € R, © # y:
\* Pentru z = y partitia nu se va modifica x\.
3.1. Cautam multimile M; > x si M; > y.
3.2. Daca M; # M;, contopim M; cu M;, fie M; := M; U M;.
Elimindm M; din PARTITIE.
\* Pentru M; = M, partitia nu se va modifica *\.
4. Returnam PARTITIE.
5. stop
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Exemplul 2.6.5.

Fie datd o multime de persoane A = {a,b,c,d,e, f, g, h} caracterizate prin
relatia “x este considtean cu y”.

R = {(a,a), (a,d), (a,¢), (b,b), (b,9), (¢, ), (e, /), (d,d), (d, a),

(d.e), (e,0), (e,a), (e,d), (£, f), (f,0), (9:9), (9,b), (. 1)}.
Aplicand algoritmul CAUTA-CONTOPESTE sa se construiasca partitia acestei multimi,
care, de fapt, va aduna in aceeasi submultine toti consatenii din A.

Rezultatele algoritmului este comod si fie prezentate sub forma unui tabel
(Tabelul 2.6.1), ignorand relatiile (z,x).

Relatia Partitia curenta
{a} {b} {c}, {d}, {e}. {f}, {9}, {n}
(a,d) |{a,d},{b},{c}, {e}, {/}. {9}, {n}
(a,e) |{a,d e}, {b},{c}, {f} {9}, {h}
(b,g) |{a,d,e},{b, g}, {c}, {f}, {h}
(¢, f) |{a.d, e}, {b, g}, {c, f},{h}
(d,a) |{a,d e}, {b,g},{c, [}, {h}
(de) |{a,d e}, {b, g}, {c, [} {h}
(e;a) |{a,d e}, {b, g}, {c, [} {h}
(e,d) |{a,d e}, {b, g}, {c, [} {h}
(9,0) |{a,d,e}, {b,9}{c, [}, {h}
(f,¢) [{a,d,e},{b,9},{c, [}, {h}
(9:b) [{a,d,e} {b,g} {c, [}, {h}

Tabela 2.6.1: Algoritmul CAUTA-~CONTOPESTE

2.7 Relatii de ordine partiala

Zilnic suntem impusi sd comparam, si ordonam ceva (preturi, temperaturi, varste).
Un numar poate fi mai mare, altul mai mic, un obiect poate fi mai greu, altul mai




Relatii si functii 39

usor, unul poate fi rosu, altul verde, o persoand poate fi mai in varsta, alta mai
tanara etc. Aceste relatii intre obicte se numesc relatii de ordine.

Intuitiv, relatiile de ordine permit ordonarea elementelor multimii. Notiunile
definite mai sus ne permit sa formulam precis astfel de relatii.

Definitia 2.7.1. ]

Relatia binara R C A x A se numeste relatie de ordine partiald, daca este
reflexiva, tranzitiva si antisimetrica.
Multimea A in acest caz se numeste multime partial ordonata.

Cuvantul ,partial” apare in definitia de mai sus deoarece nu neaparat toate pe-
rechile (z,%) din Ax A apartin relatiei. In caz daci (z,y) ¢ R, elementele x,y se
numesc incomparabile. De exemplu, pentru relatia “X este submultime pentru Y”
din Exemplul 2.7.3 , elementele ({a}, {b}) si ({a, b}, {a, c}) apartin multimii 24 x 24,
dar nu apartin relatiei. La fel, (2,4), (5,7) nu apartin relatiei R, din Exemplul 2.3.2
(receta ,Placintd moldoveneascd”).

Schematic putem scrie:

~

\fordine partiala = reflexivitate + antisimetrie + tranzitivitate

J

Exemplul 2.7.1.

Exemplul standard de relatie partial ordonata este relatia “z < y” definta pe
multimea numerelor reale R. Aceasta relatie este:
- reflexiva, v < x,
— antisimetrica, deoarece din x < y si y < x rezultd x =y,
— tranzitiva, deoarece, daca x < ysiy < z, atunci x < z, pentru orice z,y, z € R.

Tinand cont de proprietatile specifice relatiei de ordine partiala putem simplifica
graful relatiilor eliminand arcele redundante.

— Deoarece relatia R este reflexiva, pentru toate elementele x € A vom omite
buclele (z,z). Ele oricind pot fi restabilite.

— Deoarece R este tranzitivd, pentru toate relatiile (z,v), (v, 2), (x, z) € R, arcul
(z, z) pote fi eliminat; el poate fi restabilit oricand.
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(a) Relatia de ordine partiala (b) Graful relatiei R, fara bucle.

- %#@
(0—
@ o

(¢) Graful redus al relatiei (d) Diagrama Hasse

R.. pentru relatia R..

Figura 2.7.6: Reprezentari grafice pentru relatia de ordine partiala.

Exemplul 2.7.2.

Fie A = {(a,b,¢), R € A x A, R. = {(a,a), (b,b), (c,c), (d,d),(a,b), (a,c),
(a,d), (b,c), (b,d)}. Usor se verificd cd R, este o relatie de ordine partiala.

In Figura 14)2a prezentam graful relatiei R., in Figura 2.7.6b - graful R, fara
bucle, iar in Figura 2.7.6¢ - graful redus al relatiei R..

Exemplul 2.7.3.

Fie datd multimea A = {a, b, c}. Si definim relatia R C 24x24 R = {(X,Y)
| X CY}. Aceasta relatie este:
— reflexivd, orice subultime este submultime pentru ea insesi,
— antisimetrica, deoarece, dacd X C Y si Y C X rezulta X =Y,
— tranzitiva, deoarece, daca X C Y si Y C Z, atunci X C Z, pentru orice
XY, Z € 24,

Graful redus al relatiei este prezentat in Figura 2.7.7.
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Exemplul 2.7.4.

Fie datd multimea A = {a, b, c}. Sa definim relatia R C 24x24 R = {(X,Y)
| card(X)< card(Y)}.
Aceasta relatie este:
— evident reflexivd,
— tranzitiva, deoarece, dacd card(X)< card(Y) si
card(Y)< card(Z), atunci card(X)< card(Z),
— nu este antisimetricd; de exemplu, pentru X = {a,b}, Y = {b,c}, (X,Y) € R,
(Y, X)e R, dar X #Y.
Astfel, relatia R nu este o relatie de ordine partiala.

{a,b,c}

W

{a,c}

/N

{a,b} —{a} {c}—A{b,c}

N S

6]

|

{b}

Figura 2.7.7: Relatia de ordine partiala
“X este submultime pentru Y.

Pentru relatiile de ordine partiala sunt importante urmatoarele notiuni:

f[ Definitia 2.7.2. ]

Fie R C A x A relatie de ordine partiala. Elementul x € A se numeste:
— element mazimal, dacd pentru toti y € A (y,z) € R sau y este incompatibil cu
;3
— element minimal, dacd pentru toti y € A (z,y) € R sau y este incompatibil
cu x;
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— cel mai mare element, dacd pentru toti y € A (y,z) € R;
— cel mai mic element, dacd pentru toti y € A (x,y) € R;

Pentru relatia , X este submultime pentru Y, Exemplul 2.7.3, {a, b,c} este unicul
element maximal si cel mai mare element, iar & este unicul element minimal si cel
mai mic element.

Pentru Exemplul 2.3.2 avem 4 elemente minimale {1,2,3,9} (cel mai mic element
nu existd) si un singur element maximal {10} care este si cel mai mare element.
Aceasta se determina simplu consultand diagrama Hasse din Figura 2.8.9.

2.8 Diagrame Hasse

Reprezentarea relatiilor de ordine partiala prin grafuri reduse este comoda, intuitiv
clara. Faptul ca graful redus nu contine bucle si cicluri permite de a reprezenta aceste
relatii prin diagrame speciale numite Diagrame Hasse. Diagrama Hasse se obtine din
graful redus in modul urmator:

— se rearanjaza ndurile grafului astfel ca orientarea tuturor arcelor sa fie de jos in
sus; aceasta este posibil intotdeauna, deoarece graful redus nu contine cicluri

— se substituie toate arcele din graf prin laturi simple (drepte sau curbe),

Aducem o definitie formala pentru aceste diagrame.

Definitia 2.8.1. ]

Vom spune ca elementul y acoperd elementul z, dacd (z,y) € R si nu exista
z pentru care (z,2) € Rsi (z,y) € R.

f[ Definitia 2.8.2. ] ~

Diagrama Hasse pentru o relatie de ordine partiala R € A x A, (A — multime
finita) prezinta elementele din A desenate planar, elementul y fiind desenat mai
jos decét x si conectat cu z printr-o laturd (dreaptd sau curba), daca si numai

L daca y acopera .

J

De exemplu, pentru relatia R, din Exemplul 2.7.2 diagrama Hasse este prezentata
in Figura 14)2b.

In Figura 2.8.8 prezentam diagrama Hasse pentru relatia “X este submultime
pentru Y.
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/\
>< ><

{a,b} {a,c} {b, ¢}

N7

{a,b,c}

Figura 2.8.8: Diagrama Hasse pentru relatia
“X este submultime pentru Y.

Dupéa cum am vazut in Exemplul 2.3.2, relatia R, este o relatie de ordine partiald.
In Figura 2.8.9 prezentam graful redus si diagrama Hasse pentru aceasta relatie.

2.9 Relatii de ordine totala

Dupa cum am vazut, relatia de ordine partiala R nu neaparat este definita pentru
toate perechile (z,y) € AxA, adica pot exista si elemente incomparabile. Daci toate
elementele unei relatii partial ordonate sunt comparabile, atunci aceasta relatie este
o relatie de ordine totala.

Definitia 2.9.1. ) ~
’ )

Relatia de ordine partiald R C A x A se numeste relatie de ordine totald sau
relatie de ordine liniara, dacd pentru toate elementele (z,y) din R se indeplineste
exact una din conditiile:

1) (z,y) € R, sau
2) (y,x) € R, sau
3)x=y.
Aceasta regula se mai numeste principiul trihotomiei.
Multimea A in acest caz se numeste multime total ordonatd.

Schematic putem scrie:

c]
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(a) Graful redus. (b) Diagrama Hasse.
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—&—0
O

©)

e

Figura 2.8.9: Reprezentari grafice pentru receta
“Placinte moldovenesti”.

Exemple traditionale de relatii de ordine totalda sunt relatiilele <, > definite pe
multimea numerelor naturale, ordinea intrarilor intr-un dictionar (ordinea lexicogra-

fica).
Exemplul 2.9.1.

Sa consideram relatia R,,, — m este multiplu al lui n — peste multimea N,
m = kn,k € N. Aceastd relatie este o relatie de ordine partiald. Intr-adevar, ea
este:
— reflexiva; (m, m) € Ry, deoarece m =1 -m;
— antisimetricd, deoarece, din (m,n),(n,m) € R, rezulti cd m = kn,n =
Im, (k,l € N}, m =kim,k=1=1sim=n.
— tranzitiva, deoarece, dacd (m,n),(n,q) € Ry, obtinem m = kn,n = lg,
(k,l € N), m = klg,kl € N, rezulta ca (m,q) € Rpn-

R, nu este o relatie de ordine totald, deoarece, de exemplu, (2,3), (7,5)
¢ R

Daca vom considera relatia R,,, peste multimea A = {1,2/4, 8}, R, —
{(1,1), (2,1),(4,1),(8,1),(2,2),(4,2),(8,2),(4,4), (8,4), (8,8)}, putem usor verifica
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cd in acest caz R,,, este o relatie de ordine totala.
Se verifica usor ca relatia asemanatoare
Ropn = {(2,2™) | 2™ este multiplu al lui 2", m,n € N}
este relatie de ordine totala peste N.

2.10 Ordinea lexicografica

O aplicatie importantd a relatiilor de ordine este ordinea lexicograficd (ordinea al-
fabetica, ordinea dictionarului). Este dat un alfabet arbitrar (romén, latin, binar,
multimea cifrelor zecimale, codificarea ASCII etc) si este definita o relatie de ordine
totald peste elementele acestui alfabet. Sa notam aceastd relatie prin R. si vom
spune cd elementul (litera, simbolul) a; precede elemenul a;, adicd a; intotdeauna se
va situa mai la stanga (in dictionar mai sus) de a;. Vom nota aceasta prin a; < a;
sau (a;,a;) € R<.

Pentru alfabetul limbii romane, de exemplu, a < 4< 4<b<c....

In mod obisnuit, prin concatenare, din simboluri se alcdtuiesc cuvinte (siruri).
De exemplu, z = ajas...am,, y = b1, by,...,b,. Sa extindem relatia R~ asupra
cuvintelor avand grija sa raméana o rlatie de ordine totala. Adica, oricare n-ar fi
sirurile z,y intotdeauna se indeplineste exact una din conditiile:

1) <y, 2) y <asau 3) z =y (principiul trihotomiei).

Ideea comparirii este simpla: comparam cuvintele simbol cu simbol pana la prima
necoincidenta, a; # b;. Daca a; < b;, atunci x < y, in caz contrar, y < x. Daca toti
a; = b;, atunci x = y. Dar cum procedam in cazul cand primul cuvant este prefix
pentru al doilea cuvént, adica se compara cuvintele z si zy? in acest caz se considera
xr < xy. Explicatia este urméatoarea. Cuvantul mai scurt se completeaza pana la
lungimea cuvantului mai lung cu un simbol special, fie simbolul vid, de obicei notat
prin ,,&”, fie cu spatii notate prin ,,,”. Prin definitie acest simbol se considera ,mai
mic” decat orice alt simbol din alfabet, adica, € < a, ,< a pentru orice a € A. Astfel,
la comparare putem considera ambele cuvinte de aceeasi lungime.

Definitia 2.10.1. ) ~
| )

Fie x,y cuvinte arbitrare peste alfabetul A, v = ajas...ay, y = by, ba, ..., by,
m > 1.
1. x =y, dacd a; = b;, 1 <7 <m, sau

2. x <y, daca exista ¢,1 < ¢ < m — 1, pentru care a; = b;, iar a;.1 < b;11,
sau
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L 3. y < x in caz contrar. J

Sa observam ca pentru m = 1 ordinea cuvintelor coincide cu ordinea impusa
alfabetului.

Exemplul 2.10.1.

Urmatoarele cuvinte au fost extrase din DEXonline in ordinea in care ur-
meazd: par< para< paralel< paralelogram=< parad< parc< parcare< parcat<
parfum= par< pdrdator

Cuvantul par precede toate cuvintele pentru care este prefix, paralel<parc,
deoarece prima necoincidenta este a#c si a<c. Din aceleasi considerente par-
fum=<pdrdtor, dar si mare<mic.

Exemplul 2.10.2.

Uneori s-ar putea confunda ordinea lexicografici cu ordinea numerica. In
mod obisnuit 23<2245. Daca, insd, operam cu siruri de cifre cu relatia 0<1 < 2
< ... =<9, atunci 2245< 23.

Ordinea lexicografica se intalneste la enumerarea capitolelor, subcapitolelor, figu-
rilor, tabelelor intr-o publicatie. De exemplu, 1, 1.1, 1.1.1, 1.1.2, 1.2, 2.10.2 (exemplul
de mai sus).
In informaticd ordinea lexicografici se aplicd frecvent la generarea tuturor per-
mutdrilor posibile, la parcurgerea arborilor, grafurilor, la codificare/decodificare, op-
timizare discreta, luarea deciziilor.
Sa formulam mai jos cateva probleme care apar la elaborarea aplicatiilor bazate
pe ordonarea lexicografica:
1. Avand o multime arbitrara de cuvinte (siruri) s se ordoneze in ordine lexico-
graficd (problema sortarii).

2. Intr-o multime ordonati lexicografic si se caute un element cu anumite pro-
prietati (problema cautirii).

3. Elaborarea modurilor de reprezentare a multimilor lexicografic ordonate.

2.11 Sortare topologica

Dupa cum am vazut, toate elementele unei multimi total ordonate pot fi aranjate
intr-o ordine stricta, fiecare element avand o pozitie bine determinata. Se poate face
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acelasi lucru cu o multime partial ordonata? Invocand anumite restrictii, aceasta este
posibil. Ideea sortarii este urmatoarea. Se aranjeaza toate elementele multimii astfel
ca intre oricare doud elemente comparabile sa se mentina relatia de ordine partiala.
Intre elementele incomparabile vom considera ci existd o relatie fictiva, doar pentru
a completa relatia de ordine totala. Desigur, astfel de ordonari pot exista mai multe.
Sa definim fomal aceste constructii.

Definitia 2.11.1. j

Relatia R; este compatibila cu relatia Ry, dacd pentru orice (x,y) € Ry avem
si (z,y) € Ra.

Definitia 2.11.2. ]

Relatia de ordine totald R; se numeste sortare topologica, pentrua relatia de
ordine partiala Ry, daca R; este compatibila cu Rs.

Pentru orice relatie de ordine partiald se poate construi o relatie de ordine totala
echivalentd, adica orice multime partial ordonata poate fi sortata topologic. Algorit-
mul de sortare topologica se bazeaza pe proprietatile:

1. Orice relatie nevida de ordine partiala are cel putin un element minimal.
2. Orice submultime a unei multimi partial ordonate este partial ordonata.

Sortarea topologicd este frecvent utilizatd la sortarea (linearizarea) grafurilor

orientate aticlice.

2.12 Functii

Sa definim in continuare cu ajutorul relatiilor binare o notiune fundamentala a ma-
tematicii si informaticii - notiunea de functie. Fie X, Y doua multimi. Relatia binara
f € X XY se numeste functie (relafie functionald , aplicatie), daca se indeplinesc
conditiile:

(1) Pentru orice x € X existd y € Y si (z,y) € f (existenta)

(2) Daca (z,vy1), (z,y2) € f atunci y; = y» (unicitatea)

Multimea X se numeste domeniu de definitie, iar multimea Y — domeniu de
valori sau codomeniu. De obicei, functia se noteaza prin f : X — Y, iar faptul ca
(z,y) € f se vanota prin y = f(x). Functia f : X; X Xy x ... x Xy — Y se numeste
functie n-ara. Functia poate fi definita si reprezentata ca si relatia. Mai mult ca
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atat, functia poate fi reprezentata si prin graficul ei. Se numeste grafic al functiei f
multimea I' = {(x, f(x))|x € X}.
Functiile astefel definite se mai numesc functii totale sau functii total definite.

In informaticd un interes deosebit prezintd functiile pentru care conditiile (1), (2)
sunt modificate. Astfel, daci nu se indeplineste conditia (1), adicd nu pentru toti
xr € X existd (z,y) € f, atunci functia se numeste partial definita.

Daca nu se indeplineste conditia (2), adicd pentru careva z € X existd y1, vz, - . -,
Yn € Y,n > 2, pentru care (z,y1),(,42),-.., (x,y,) € f, adicd f(z) = {y1, y2,---,
Y }), functia se numeste functie multivaluatd sau functie nedeterministd. In acest
caz vom considera ci se extinde codomeniul functiei. Astfel, f : X — 2¥. Trebuie
sa mentionam ca notiunea de nedeterminism este o notiune foarte des intalnita in
teoria limbajelor formale si a automatelor.

Deseori unele aplicatii functioneazi doar pentru functii total definite. In acest
caz putem in mod artificial sa extindem functia partiala (determinista sau nedetermi-
nistd) transforméand-o in functie totald. De exemplu, fie ¢ un simbol ce nu apartine
multimii Y. Functia f extinsa se defineste in modul urmator:

fz) = w92, Y}, daca f(z) ={y1, 92, Yn}
0, daca f(z) nu este definita

Functia total definitd f se numeste:

- injectiva , dacd pentru orice x1 # o, x1, 9 € X, f(x1) # f(x2);

- surjectivd, daca pentru orice y € Y exista cel putin un z € X astfel incat
flx)=y.

- bijectiva, biunivoca , dacd ea este si injectiva, si surjectiva.

Toate aceste notiuni pot fi ilustrate grafic cu ajutorul diagramelor, Figura 2.12.11
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TN
W

(a) totald injectiva, (b) totald surjectiva,
dar nu surjectiva dar nu injectiva
X Y
X Y
~\
>

<.;
Sy

i

(d) partiala si
(c) totald bijectiva nedeterminista

Figura 2.12.10: Reprezentarea schematicd a functiilor (relatiilor functionale)

Sa definim in continuare cu ajutorul relatiilor binare o notiune fundamentala a
matematicii si informaticii - notiunea de funcfie. Fie X, Y doud mul{imi. Relatia
binara f C X X Y se numeste functie (relatie functionala , aplicatie), daca se
indeplinesc conditiile:

(1) Pentru orice x € X existd y € Y si (z,y) € f (existenta)
(2) Daca (z,vy1), (z,y2) € f atunci y; = yo (unicitatea)

Multimea X se numeste domeniu de definitie, iar multimea Y — domeniu de
valori sau codomeniu. De obicei, functia se noteaza prin f : X — Y, iar faptul ca
(x,y) € f se vanota prin y = f(x). Functia f : X7 x Xg x...x Xy — Y se numeste
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functie n-ara. Functia poate fi definita si reprezentata ca si relatia. Mai mult ca
atat, functia poate fi reprezentata si prin graficul ei. Se numeste grafic al functiei f
multimea I' = {(z, f(x))|x € X}.

Functiile astefel definite se mai numesc functii totale sau functii total definite.

In informaticd un interes deosebit prezintd functiile pentru care conditiile (1), (2)
sunt modificate. Astfel, daci nu se indeplineste conditia (1), adicd nu pentru toti
r € X existd (z,y) € f, atunci functia se numeste partial definita.

Daca nu se indeplineste conditia (2), adicd pentru careva z € X exista y1, vz, - . .,
Yn € Y,n > 2, pentru care (z,y1),(x,42), ..., (x,y,) € f, adicd f(z) = {1, y2,-- -,
Y, }), functia se numeste functie multivaluatd sau functie nedeterminista. In acest
caz vom considera ci se extinde codomeniul functiei. Astfel, f : X — 2¥. Trebuie
sa mentionam ca notiunea de nedeterminism este o notiune foarte des intalnita in
teoria limbajelor formale si a automatelor.

Deseori unele aplicatii functioneazi doar pentru functii total definite. In acest
caz putem in mod artificial sa extindem functia partiala (deterministd sau nedetermi-
nistd) transforméand-o in functie totald. De exemplu, fie ¢ un simbol ce nu apartine
multimii Y. Functia f extinsa se defineste in modul urmator:

f(x) _ {ZJl,yQ, ce >yn}> daca f(x) = {yla Y2, ... 7yn}
b, daca f(z) nu este definita

Functia total definita f se numeste:

- injectiva , dacd pentru orice x1 # xo, 11,12 € X, f(x1) # f(22);

- surjectiva, daca pentru orice y € Y exista cel putin un z € X astfel incat
f@)=y.

- bijectivd, biunivocd , daca ea este si injectiva, si surjectiva.

Toate aceste notiuni pot fi ilustrate grafic cu ajutorul diagramelor, Figura 2.12.11

2.13 Exercitii si probleme

i

1) Si se demonstreze ca (RiRy)™' = Ry 'Ry .

2) Sa se construiascd toate variantele posibile de functii total definite cu domeniul
A ={1,2,3} si codomeniul B = {a,b}.
Daca card(A) = n, card(B) = m, cate variante de functii total definite sunt
posibile pentru a) n > m, b)n=m, ¢)n<m.
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R
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(a) totald injectiva, (b) totald surjectiva,
dar nu surjectiva dar nu injectiva
X Y
X Y

o
< T
B Sy

(d) partiala si
(c) totald bijectiva nedeterminista

Figura 2.12.11: Reprezentarea schematicd a functiilor (relatiilor functionale)

3) Fie A = {x1, 29, 23,24} - domeniu, B = {1,2,3} - codomeniu. Si se determine
care dintre functiile de mai jos sunt total definite:

(a) fi= {(x171)7 (I272)’ (1’2,3) ({B3,3)}

(b) f2:{<:€1,1),($2,2),(1’2, )7(3:37 ) (x4? )}>

(C) f3 = {(231,3), ($2,2), (x37 )7 (x472>}

(d) Ji= {<m17 1)? (x272)7 (1’3, )7 (ZE173), (I47 )}7
4) Fie A={1,2,b,3}, B={a,b,c,d}, C ={2,4,b}.

RiC Ax B, B = {(La), (2.¢), (b.d), (3.D)},




10).

11).
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Ry CBXxC, Ry = {(aa 4)7 (ba 2)7 (Ca b)> (da 4)}
Sa se construiasca compozitia Rjo Rs.

Fie A ={1,2,3,4,5,6,7,8,9,0}. S& se construiasca relatia
R = {(z,y)|(z — y) este divizibil prin 3} si si se demostreze ci R este o relatie
de echivalenta.

Fie A C Z x N. Relaia binarda R C A se defineste ca

R={(z,y)lzr = (z1,11),y = (22, 42), 1192 = y122}.

De exemplu, (1, 3),(3,9),(6,18) € R.

Sa se demonstreze ca R este relatie de echivalenta. Care sunt clasele de
echivalenta?

Sa se demonstreze ci daci R este relatie de echivalent#, atunci si R™! tot va fi
relatie de echivalenta.

Fie A ={1,2,3,4,5,6,7,8,9}. Sa se construiasca relatia
R={(z,y)|v=3q+71,y=3q+72,0 < 71,75 < 3}
Care sunt clasele de echivalenta?

Fie R = {(z,y)|z +y — par,z,y € N}
a) sa se demonstreze ci R este relatie de echivalenti;

b) sd se construiasca clasele de echivalenta.

Sunt date relatiile:

a) R={((a,b),(c,d)) | a,b,c,d € Nja+d=0b+c}

b) R ={((a,b),(c,d)) | a,b,c,d € N,ad = be}

Sa se demonstreze ca aceste relatii sunt relatii de echivalenta.




Relatii si functii 53

N
Definitia 2.13.1. J

Relatia R. se numeste relatie circulard, daca din
(a,b), (b,c) € R intotdeauna rezultd ca (c,a) € R.

S4a se demonstreze

N
Teorema 2.13.1. J

Daca relatia circulara R, este reflexiva, atunci R, este o relatie de echivalenta.

12).
Este datd relatia R = {(z 4+ 2,2¢+ 1) |z € N, 1 <z < 6}.

Sa se calculeze domeniul si codomeniul relatiei R.

13).
Este datd relatia R = {(z,y) | 3x-2y=3, 2 < z,y < 8}.

Sa se calculeze domeniul si codomeniul relatiei R.

14). Sunt date multimile A ={6,11,14,15,24} si B ={2,3,5,6,7}. Relatia R C
A x B se defineste in modul urmaétor:

R = {(z,y) |z este multiplu al lui y}

Sa se construiasca relatia R, sa se demonstreze ca R este relatie de ordine
partiala, sa se deseneze graful redus si diagrama Hasse pentru aceasta relatie.

15). Sa se demonstreze ci relatia
R = {(z,y) |z este multiplu al luiy}, R € Z x Z

nu este o relatie de ordine partiala.

16). Sunt date relatiile Ry, Ry, R3 CZ x Z, Ry C N x N:




17).

18).

19).

20).
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o Ri={(0,0),(1,1),(1,-1),(4,2),(4,-2),(9,3), (9, =3), ...}
o Ry={(1,4),(2,3),(3,2),(4,1),(5,0), (6, =1), (7, =2)}

o Ry={(0,0),(1,1),(~1,1),(2,2),(-2,2),(3,3), (~3,3),...}
o R,={(2,1),(3,2),(1,2),(4,3),(2,3),(5,4),(3,4),(6,5),...}

Sa se defineasca aceste relatii prin proprietati caracteristice.

Este data relatia R={(z,y) | (z + 3y) este multiplu al lui4}, R C N x N.

Sa se demonstreze cd R este relatie de echivalenta.

Sunt date relatiile:

L Rlz{ x,

°
>
l

y)

y) | =] = [yl}, Re CZ x Z.
z,y) | v #y}, Ry CZ X L,

y)

y)

°
&
JL

|xy > 0 sauzy < 0}, Ry CZ x Z.
|xy > 1}, Rs CZ x Z.

[ ]
B
I
~~—
8
+
\.)—‘
=
0
|
\.H
8
nat
B
N
z
X
Z

Sa se caracterizeze (reflexiva, simetricd, antisimetricd, tranzitiva) aceste relatii.

Sa consideram relatia de divizibilitate pentru numerele naturale pe multimea
A={1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12}. Numadrul n se imparte farad rest la numarul
m (n este divizibil prin m, n este multiplu al lui m), daci existd k € N si
n=hkm. Fie RC Ax A, R={(n,m) | n este divizibil prin m}.

Sa se arate ca R este relatie de ordine partiala si sa se deseneze graful redus al
acestei relatii.

Fie A = {a,b,c,d}. Si definim relatia R C 24 x 24 R={(X,Y) | X CY,
card(X) — impar, card(Y') — impar}.

Sa se arate ca R este relatie de ordine partiala si sa se deseneze graful acestei
relatii.
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2.14 Solutii

1)

2)

(i) (RiRe)™" C Ry'Ry".
Fie (z,y) € (R1Ry)~!. Conform definitiei (y,z) € Ry R, si existd 2 pentru
care (y,2) € R, (z,2) € R% Rezulti ca (v,2) € Ry", (2,9) € R;*. Prin
urmare, (x,y) € Ry 'Ry
(i) By'Ri' C (RiRo)™
Fie (r,y) € Ry'R;'. Existd z pentru care (r,z) € Ry', (z,y) € Ry
Rezultd cd (z,z) € Ry, (y,2) € Ry sau (y,x) € Ry Rs.
Astfel, (x,y) € (RiRy)™!
Pentru argumentul 1 se pot alege 2 valori, a si b. Pentru agumentul 2 se pot
alege cate 2 valori pentru fiecare valoare a argumentului 1, iar pentru argumen-
tul 3 pot fi selectate cate 2 valori pentru fiecare valoare a argumentelor 1 si 2.
In total vom obtine 2° = 8 variante de funtii total definite. Solutia problemei
este reprezentatd in Tabela 2)1.

Jil Lol falJalfs | Je| Jr | Js
l1la|lal|la|a|b|b|b|b
21 a | a | b|b a| b | b
3la|b|lal|b|lal|b|laldb

Tabela 2)1: Reprezentarea
tabelara a functiilor

In caz general, dacii |A| = n, iar |B| = m, pot fi construite m" functii total
definite pentru n < m. Daca n > m, atunci functii total definite cu domeniul
A si codomeniul B nu exists. In acest caz pot fi construite doar functii partial
definite si/sau nedeterministe.

Fie A = {x1, z2, x3, 24} - domeniu, B = {1,2,3} - codomeniu. S se determine
care dintre functiile de mai jos sunt total definite:

( ) fl - {(x17 ) (vaQ;’ (232,3)7 ($373>}3

(b) fo = {(z1,1), (22,2), (22,3), (3, 3), (x4, 1) };
( ) f3 = {(131,3), ($2,2), (173, 1)7 (564,2)};
( ) f = {<x171>>(x272)7(I371>>(x173)7(x472>}7
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(a) fi nu este functie total definita, deoarece nu este definitd fi(x4). fi este
partial definita.
(b) fo nu este functie total definita, deoarece fy(x1) = fo(z4) = 1.
Nu se indeplineste proprietatea de unicitate.
(c) f5 este functie total definita.
(d) f4 nu este functie total definita, deoarece fy(x1) =1 si
fa(x1) = 3. f4 este nedeterminista.
4) Solutia problemei este reprezentatd in Figura 4)1. Analitic RoRs = {(1,4), (2,6), (b,4),(3,3)}

(a) schema compozitiei (b) schema relatiei
relatiilor Ry si Ra RioRy

Figura 4)1: Reprezentarea schematicd a compozitiei relatiilor binare

5) Observam cd R C A x A. S& demonstram cd R este relatie de echivalenta.

(a) Reflexivitatea. x — x = 0, 0 este divizibil prin 3.

(b) Simetria. Fie (z,y) € R. Atunci z —y = 3k, iar y — 2 = 3(—k) - divizibil
prin 3.

(¢) Tranzitivitatea. Fie (x,y),(y,2) € R. v —y =3k,y—2=3r. o —z =
r—y+y—z=3k+3r=3(k+r). Rezultd ci (z, z) € R.
R= {<17 1)7 (174)7 (17 7)7 (27 2)7 (27 5)7 (27 8)7 (37 0)7 (37 3)? (37 6)7 (37 9)7
(47 1)7 (47 4)7 (47 7)7 (5’ 2)7 (57 8)7 (6’ 0)7 (67 3)7 (6’ 6)’ (67 9)7 (77 1)7 (77 4)7
(7,7),(8,2),(8,5),(8,8),(9,0),(9,3),(9,6),(9,9)}.

6) Sa demonstram ci R este relatie de echivalenta.

Y
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(a) Reflexivitatea. Fie x = (x1,y1). Deoarece x1y; = y121, rezultd ci (z,z) =
((z1,91), (z1,11)) € R.

(b) Simetria. Fie (x,y) € Rsix = (x1,y1),y = (T2,Y2), T1y2 = y122. Rezultd
cd xoy; = yox1. Astfel, (y,z) € R.

(¢) Tranzitivitatea. Fie (z,y),(y,2) € R, © = (x1,11),y = (22,y2),2 =
(3,13), T1Y2 = ToY1, T2Ys = Yos. Inmultind ultimele dous egalititi parte
cu parte, obtinem: z1y>x2ys = xoy1yox3. Dupa simplificare: z1ys = y123.
Asadar, (z,z2) € R.

Este logic sa notam (z1,y1), (22,92), ... prin ﬂ, E, ... Observam ci ori-

Y1 Y2
n n 2n —2n
care n-ar fi perechea —,n € Z, m € N, perechile —, —, ——,
5 5 m m 2m  2m
n —3n . . .
—, ——, ... se vor include in aceiasi clasa de echivalenta. De exemplu,
R B
- — =, —, = .. Este clar, fiecare pereche din

aceasta clasa defineste acelasi numar rational si invers, orice numar rational
n . . .

— defineste o clasa de echivalenta in R.

m

7) Sa demonstram ci R™! este relatie de echivalenta.

Simetria. Fie (a,b), (b,a) € R. Atunci (b,a), (a,b) € R™L.
Tranzitivitatea. Fie (a,b), (b, c), (a,c) € R. Rezulti ca
(¢,b), (b, a),(c,a) € R7L.

d
(a) Reflezivitatea este evidenta.
(b)
(c)

8) Din definitie (z,y) € R daca impdrtite la 3 si z, si y au acelasi cat. De exemplu,
3s15:3=1-34+0,5=1-3+2.
Sa demonstram ca R este relatie de echivalenta.
(a) Reflerivitatea. Evident, (z,z) € R.
(b) Simetria. Fie (x,y) € R, x = q -3+ 7r,y = q -3+712,0 < ry,r < 3.
Evident, (y,x) € R.
(¢) Tranzitivitatea. Fie (z,y),(y,2) € Ryx = q -3+ 711,y = q1 -3+ 1o,z =
q-3+713,0<1r,ro,r3 < 3. Tmpér‘gite la 3 si x, si y, si z produc acelasi
cat - 1. Rezulta ca (zr,2) € R.

In dependenta de catul impartirii, clasese de echivalenta se construiesc simplu:




9).

10).

11).
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[O] = {172}7 [1] = {37475}7 [2] = {6’77 8}> [3] = {9}

a)

- Reflexivitatea este evidenta, deoarece x + = este numar par pentru orice x;

- Simetria. Daca (z,y) € R, atunci si (y,x) € R, deoarece x + y =y + x.

- Tranzitivitatea. Fie v +y = 2i, si y + 2 = 2j,4,7 € N. Sa aratam ca
x4z =2k keN.

Deoarece 2i > y,2j > y (z,z € N), obtinem x + z = (2i —y) + (2 —y) =
21425 — 2y =2k, k € N.

b)

S& observam ca oricare n-ar fi 2 numere impare z,y, (z,y) € R. Astfel,
multimea numerelor impare alcatuiesc o clasa de echivalenta:

K, ={1,3,5,...}
Analogic, pentru numerele pare avem a doua clasa de echivalenta.

Ko =1{2,4,6,...}

Sa demonstram relatia a).

- Reflezivitatea. ((a,b), (a,b)) € R, deoarece a +b=0b+ a.

- Simetria. S& ne convingem ca, dacd ((a,b), (¢,d)) € R, adicd a +d = b+ ¢,
atunci si ((¢,d), (a,b)) € R. Este adevarat, deoarece ¢ + b = d + a.

- Tranzitivitatea. Fie ((a,b), (c,d)) € Rsi ((¢,d), (e, f)) € R. Avem a+d = b+c
sic+ f = d+e. Adunand aceste 2 egalitdti obtinem a+d+c+ f = b+c+d+e,
deci, a + f = b+ e. Rezultd ca ((a,b), (e, f)) € R.

Relatia b) se demonstreazi analogic.

Fie relatia circulard R, relatie reflexiva. Sa aratam ca R, este simetrica si
tranzitiva.

- Simetria. S& ne convingem cé, dacd (a,b) € R,, atunci si (b,a) € R.. Este
adevarat, deoarece (b,b) € R, si prin circularitate (b,a) € R,.

- Tranzitivitatea. Fie (a,b),(b,c) € R.. Sa ardtdam ca (a,¢) € R.. Din
(a,b), (b, c) € R. rezulta ci (c,a) € R,, iar prin simetrie si (a,c¢) € R..
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12).

13).

14).

15).

Substituind x = 1,2,3,4,5,6 in (x 4+ 2,2z + 1) obtinem:
R = {<37 2>’ (47 4)7 (57 6)’ (67 8)7 (77 10)7 (87 12)}
De aici rezulta:

domeniu(R) = {3,4,5,6,7,8},
codomeniu(R) = {3,5,7,9,11,13}.

R = {(37 3)7 (57 6)}7
domeniu(R) = {3,5},
codomeniu(R) = {5,6}.

R={(6,6),(6,2),(6,3),(14,2),(14,7),(25,5), (24,2),
(24,3),(24,6)}

Nu existd nici o relatie pentru 11, adicd nu existd y € B pentru care (11,y) ar
putea fi inclus in R.

Sa demonstram in continuare ca R este relatie de ordine partiala.
- Reflexivitatea. Evident, orice numar este multiplu pentru el insusi.

- Antisimetria. S& ne convingem cd, daci (x,y), (y,z) € R, atunci rezulta ci
xr=y. Avem v = ky,y = lx, k,l € N, de unde x = ky = klz, ceea ce este
adevarat doar pentru k =1 = 1. Rezulta x =y

- Tranzitivitatea. Fie (z,y),(y,z) € R. S& aratam cd si (x,z) € R. Avem
x=ky,y=1zsix=ky=klz, deci z = mz si (z,2) € R.

Reprezentirile grafice sunt inserate in Figura 14)2.

Sa se demonstreze ca relatia
R = {(z,y) |z este multiplu al luiy}, R € Z X Z
nu este o relatie de ordine partiala.

Ne convingem usor cd R este reflexiva si tranzitivd, dar nu este antisimetrica.
Intr-adevar, R nu este antisimetricd, deoarece, din (2, —2),(—2,2) € R, adica
2=(-1)(-2),—2 = (—-1)2, rezulta 2 # —2.
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(a) Graful redus.

2 @

b) Diagrama Hasse.

Figura 14)2: Reprezentari grafice pentru relatia
“x este multiplu al lui y”.

16).
o ’i= {(z,y) |z =y?}
o Ro={(z,y) |z +y=51<as<7}
o Rz={(z,y) |y = |z[}
o :{($+17I)( —1,(E)}
17).

- Reflezivitatea. Droarece x + 3z = 4x este multiplu al lui 4, (z,z) € R.

- Simetria. Fie (xz,y) € R, x + 3y = 4l. Pentru (y,z) obtinem y + 3z =
y+ 121 — 9y = 121 — 8y = 4(3l — 2y). Deci, (y,z) € R.

- Tranzitivitatea. Fie (z,y), (y,2) € R, x+ 3y = 41,y + 3z = 4m. Pentru (z, z)
obtinem: x 4+ 3z =4l — 3y +4m —y = 4l + 4m — 4y = 4(l + m — y). Rezultd
cd (z,z) € R.

18).

o Ri={(z,y) |z =y}, R CZ x Z.

R este reflexiva, simetrica, antisimetricd, tranzitiva.
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19).

o Ry={(z,y)[[z] =yl}, Re CZ X Z.

Ry este reflexiva, simetricd, tranzitivi. Nu este antisimetrica, deoarece
din (z,y), (y,z) € Ry nu intotdeauna rezultd z = y. De exemplu, (2,-2),(-
2,2)€ Ry, dar 2 # —2.

Ry={(z,y) |z #y}, B3 CZ X L.
— nu este reflexiva, deoarece z = z,(x, ) ¢ Rs;
— este simetrica;

— nu este antisimetrica, deoarece din x # y,y # = nu rezulta r = y;

— nu este tranzitiva, deoarece, de exemplu, (5,3),(3,5)€ R3, dar (5,5)¢ Rs.
Ry={(z,y) |zy > 1}, Ry CZ x Z.

Deoarece z,y € Z, avem x,y < —1 sau x,y > 1, adica x,y nu pot primi
valoarea 0.

Astfel, Ry

— este reflexiva;

— este simetrica;

— nu este antisimetrica. Din zy > 1 si yr > 1 nu rezultd x = y;

— este tranzitiva. Fie (z,y), (y,2) € Ry, vy > 1 si yz > 1. Sunt posibile 2
cazuri:

1) 2 > 1,y > 1. Din yz > 1 rezultd cd z > 1 si, respectiv zz > 1.

2) x < —1,y < —1. Din yz > 1 rezulta ca z < —1 si, respectiv zz > 1.
Rs={(z+1,2),(z —1,2)}, Rg C N x N.

— nu este reflexiva, deoarece xt Az + 1, x # x — 1;

— este simetricd. Daca (z,v), (y,x) € Rs, atunci sunt posibile 2 cazuri:
1) (x+1,z) € Rs, atunci pentru = y—1 obtinem (z,xz+1) = (y—1,y) €
Rs.

2) (x—1,z) € Rs, atunci pentru x = y+1 obtinem (z,z—1) = (y+1,y) €
Rs.

— nu este antisimetricd. De exemplu, din (3,4),(4,3)€ R nu rezulta 4=3.
~ nu este tranzitivd. De exemplu, (4,3),(3,2)€ Rs, iar (4,2)¢ Rs.

— Reflezivitatea. Evident, (n,n) € R.

— Tranzitivitatea. Fie n = kym, m = kol. Substituind m obtinem: n = kym =
klkgl = ]{Zl, ]{7 - k’lk’g.
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O
(8 )——(4)—12
10)——(2)—6)

(B ——()—)

Figura 19)3: Relatia “n este divizibil prin m”.

— Antisimetria. Fie (m,n),(n,m) € R, adicda n = kym,m = kyn. Obtinem
n = kym = kikon. Deoarece ki,ky € N, rezulta ca k1 = ky = 1, respectiv,
n=nm.

Graful redus al relatiei este prezentat in figura 19)3.

In 24 existd 8 subultimi cu card(X) impar. Acestea sunt:

{a}, {0}, {c}, {d}{a,b,c}, {a,b,d}, {a,c,d}, {b,c,d}.

De aici relatia I se construieste simplu:
E={({a}.{a}),({a},{a,b,c}),({a} {a, b, d}),({a}{a, ¢, d}),
({63, {b}), ({6}, {a, b, c}), ({b}, {a, b, d}), ({b}, {b, ¢, d}),
({e}{eh), (et {a, e, d}), ({c}, {a, b, ¢}), ({c}, {b, ¢, d}),
({d},{d}), ({a,b, ¢}, {a, b, c}), ({a, b, d}, {a, b, d}),
({a,c,d}, {a,c,d}), ({b,c,d},{b,c,d})}.

Reflexivitatea, tranzitivitatea si antisimetria se demonstreaza
simplu.

Graful redus al relatiei este prezentat in Figura 20)4.
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{c}

S

{b,¢c,d} ——{d}——{a,c,d}

{a,b,c} ——{b}——{a,b,d}

\{a}

Figura 20)4: Relatia “X C Y, card(X) -
impar, card(Y') — impar”.




CAPITOLUL

Metode de demonstrare

K koK

Ce este o teorema? Teorema reprezintd o afirmatie care poate fi adevarata sau falsa,
ceea ce se stabileste prin demonstratie. In caz general o teoremd poate fi formu-
latd ca “q daca p” sau “daca p, atunci ¢”, unde p si ¢ sunt niste propozitii, p se
numeste “ipoteza” (“premisd”), iar ¢ - “concluzie”. Vom numi aceasti formulare teo-
rema directa. Schimband cu locul ipoteza cu concluzia vom obtine teorema reciproca
pentru teorema directd. Daca teorema directd este adevirati, teorema reciproca nu
intotdeauna va fi adevarata.

De exemplu,

- teorema directd: “daca numarul natural n este divizibil cu 9, atunci n este
divizibil si cu 3.

- teorema reciproca: “dacd numarul natural n este divizibil cu 3, atunci n este
divizibil si cu 9” nu este adevarata, de exemplu, pentru n = 24.

Mentiondm ca “numarul natural n este divizibil cu 9” este ipoteza teoremei directe,
iar “n este divizibil si cu 3”7 este concluzia teoremei directe. Pentru teorema reciproca
avem exact situatia inversa.

In unele cazuri ambele teoreme - directd si reciprocs - sunt adevirate. De exem-
plu,

- teorema directa: “daca triunghiul are 2 inaltimi congruente, atunci el este isos-
cel”.

- teorema reciproca: “daca triunghiul este isoscel, atunci el are 2 inaltimi con-
gruente”.

In acest caz ambele teoreme pot fi unite in una: “Triunghiul este isoscel atunci
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si numai atunci, cand are 2 inaltimi congruente” sau “Triunghiul este isoscel daca si
numai daca are 2 inaltimi congruente”.

Pentru a demonstra veridicitatea unor astfel de teoreme trebuie de demonstrat
atat teorema directa, cat si cea reciproca.

In continuare ne vom opri la cateva metode de demonstrare (cele mai rispandite):
metoda inductiei matematice, metoda reducerii la absurd si principiul porumbeilor.

3.1 Metoda inductiei matematice

O metoda foarte des folosita in matematica pentru demonstrarea afirmatiilor ce
depind de un numar natural este inductia matematica. Fie m € N si P(n) o afirmatie
care depinde de n (n € N).
Daca

(1) P(m) este adevirata si

(2) din faptul cd P(k) este adevirata intotdeauna rezulta

ca si P(k + 1) este adevarata pentru toti k > m,
atunci P(n) este adevdratd pentru orice n > m.
P(n) se mai numeste ipoteza inductiei, (1) - baza inductiei, iar (2) — pasul inductiei.
De obicei m = 0 sau m = 1.
Aducem mai jos cateva exemple.

Exemplul 3.1.1.

Sa se calculeze suma
Sn)=14+3+...+(2n—-1),neN
Mai intai sé calculam:
S(1) =

S(2) = 1 +3=14
SB)=14+3+5=9
S(4)=14+3+5+7=16
Este loglc sd presupunem ci, in caz general, S(n) = n?, aceasta fiind ipoteza
inducties.

(1) Baza inductiei. Pentru k = 1 afirmatia este adevirata, deoarece

S(1)y=1=1?
(2) Pasul inductiei. Fie S(k) = k* pentru k > 1. Sa calculam S(k + 1).
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S(k+1) = 143+.. . +(2k—1)+(2k+1)=S(k)+ (2k+1)=k?+2k+1=(k+1)?
Rezultd ca S(n) = n? pentru orice n € N.

Exemplul 3.1.2.

Sa se demonstreze ci
n2

T pentru orice n > 15 (ipoteza inductiei)

n—3<

(1) Baza inductiei. Pentru k = 16 afirmatia este adevarata, deoarece

162—16 256 — 16 240
16—3=1 = — 2= 1613 < 16.
6-3=13 — ER 6si13 < 16

(2) Pasul inductiei. Fie (a) k—3 < pentru orice k > 16. Si aratam ca

1)? — 1 2
(k+1)—3 < (k1) = (k+ ) Observam ca (b) 1 < —k7 deoarece k > 16.
15 15 2 o
Daci adunam inegalititile (a) si (b) obtinem: (k—3)+1 < 1; + 5
Urmeazd: k* — k + 2k K+2k+1—k—1
(k+1)—3< % (k+1)—3< 2 +15 "~ (k+1)-3<
(k+1)*>— (k+1)
15 .
n®*—n
Rezultda can — 3 < 5 pentru orice n > 15.

Principiul inductiei matematice trebuie aplicat cu atentie. In caz contrar putem
obtine “demonstratii” absurde, cum ar fi, de exemplu, “toate pisicile sunt negre”.

3.2 Metoda reducerii la absurd

Metoda reducerii la absurd este foarte des folosita in matematica si informatica. La
baza acestei metode sta una din legile fundamentale ale logicii - legea tertului exclus.
Schema metodei este urmatoarea. Fie data o afirmatie, s-o notam prin A, pentru
care existd afirmatia contradictorie, negatia afirmatiei A, s-o notam prin —A (sau A).
Este foarte important si ne convingem, ci nu existd o altd varianta (tertul exclus
sau a treia variantd). Daca asupra afirmatiilor A si A aplicam legea tertului exclus,
atunci este suficient si se demonstreze ca este adevaratd (falsd) una din afirmatii,
cealaltd automat devine falsa (adevarata).
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In mod obisnuit se presupune provizoriu cd A nu este adevarata, dar este adevarata
—A. Invocand o serie de rationamente, afirmatii deja demonstrate, se ajunge la un
rezultat absurd, ceea ce inseamni ca afirmatia —A nu este adevarata. Aplicand legea
tertului exclus (negarea negatiei) concludem ci este adevirata afirmatia —(—A). Asa
cum —(—A) = A, concluzia finald va fi: afirmatia A este adevarata.

Aducem mai jos cateva exemple.

Exemplul 3.2.1.

Sa se demonstreze cd numarul natural n este par dacd si numai dacd n? este
par.

- dacd: fie n? par. Sa ardtam ci si n este par. Presupunem contrariul, adica
n este impar, n = 2k +1 , k € N. Calculim n? = (2k + 1) = 4k? + 4k + 1
= 2(2k® +2k) + 1 = 2ky + 1, ky = 2k* + 2k, k; € N. Rezultd ci si n? este
impar. Absurd, deoarece n? este dat par.

- numai dacd: fie n par. Atunci n = 2k,k € N. Calculam n? = 4k? =
2(2k%) = 2ky, ko € N. Rezultd ca si n? este par.

Exemplul 3.2.2.

S# se demonstreze ci nu existid numir rational x cu proprietatea 1? = 2
(teorema lui Pitagora).

. - <o o . m
S# presupunem contrariul, adici existd un numér rational x = —, 22 = 2,
n

m € N,n € Z, iar fractia — este ireductibild (m si n nu au divizori comuni).

2

Asa cum 22 = 2, = 2 sau m? = 2n2. De aici rezultd cd m? este numér par.

2
Am demonstrat mgi sus ca patratul unui numar este par atunci si numai atunci,
cand acest numadr este par. Asadar, exista k£ € N si m = 2k. Substituind in
egalitatea de mai sus obtinem: 4k? = 2n? sau 2k? = n?. Rezultd ci n tot este
par. Absurd, deoarece m si n nu au divizori comuni.

Concluzia finald: nu existd numar rational x cu proprietatea 2 = 2.

Exemplul 3.2.3.

Sa se demonstreze cd multimea numerelor reale de pe segmentul [0, 1] nu este
numarabila (teorema lui Cantor, metoda diagonalizirii). Demonstrarea a fost
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expusa in subcapitolul 1.3.

3.3 Principiul porumbeilor
Ideea principiului porumbeilor (principiul Dirichlet, principiul cutiilor) este simpla:

daca, de exemplu, avem 9 casute pentru porumbei dar trebuie “cazati” 10 porumbei,
atunci cel putin o ciisutd va “gazdui” doi sau mai multi porumbei (Figura 3.3.1).

2\ D | D 2\ D | D

@\ DD = 2\ D D
2\ DD 2\ DD

Figura 01: Principiul porumbeilor

Sa formulam principiul un pic mai general. Daca avem m cutii, m > 1, in care
trebuie sa plasam n obiecte, n > m, atunci cel putin intr-o cutie vom plasa mai mult
de un obiect. Desi formularea principiului este foarte simpla, existd multe afirmatii
(probleme) care pot fi demonstrate (solutionate) aplicand acest principiu.

Exemplul 3.3.1.

Fie datd multimea A = {1,2,3,4,5,6,7,8} (“porumbeii”). Orice submultime
arbitrard de 5 elemente din multimea A va contine cel putin 2 numere suma
carora va fi 9.

Solutie

S& observam ci (1, 8),(2,7),(3,6), (4,5) sunt toate perechile posibile suma cirora
este 9, acestea fiind “casutele”. Astfel, numere desperecheate pot fi alese cel mult
4. De exemplu, {1,7,3,4}. Al cincilea numéir obligatoriu va fi perechea unui
numar deja inclus in submultimea selectata.

Exemplul 3.3.2.

Cinci filozofi cineaza zilnic la o masa rotunda fiecare avand farfuria proprie
(Figura 02). Fotoliile si farfuriile sunt amplasate simetric in jurul mesei. Intr-o




Metode de demonstrare 69

zi, grabindu-se (sau fiind un pic distrati), filozofii s-au asezat la masa fiecare
avand in fata o farfurie straina.

Dar masa poate fi rotita schimband pozitia farfuriilor. Sa se demonstreze ca
exista, prin rotatii, o pozitie in care cel putin 2 filozofi vor avea in fata farfuria
proprie.

Solutie
Pozitia initiald este prezentata in Figura 03a (Figura 02). In rezultatul rotatiilor
total sunt posibile 5 pozitii. Vedem aceste pozitii (pozitiile 0-4) in Figura 03b.
Asa cum pozitia 0, conform conditiei, nu poate fi solutie, o excludem din lista.
Obtinem 4 pozitii (pozitiile 1-4 Figura 03c) care vor fi examinate in continuare.
Astfel avem 4 pozitii (“cdsute”) la care trebuie s aliniem 5 filozofi (“porumbei”).
Doar cel mult 4 filozofi pot fi aliniati la pozitii diferite. Al cincilea filozof se va
alinia cu una din pozitiile la care s-a aliniat deja cel putin un filozof. Vedem
schema solutiei in tabelul final, Figura 03d.
Problema poate fi generalizata simplu pentru n filozofi, n > 2.

| S

A/

Figura 02: Cina celor cinci filozofi
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= W N = O

= N = O

fil s falfs Nl s falfs

514 |1] 3|2 054 ]|1]3]|2

11411131215

2111312514

31312541

41251413

(a) pozitia initiala (b) toate pozitiile posibile

il || falls hlf B falls
0

411131215 1141113 2] 5

1132|554 21113125 |4

312|541 3131 25| 41

215|413 4121514113

(c) pozitii spre examinare (d) rezultatul final

Figura 03: Cina celor cinci filozofi. Solutia
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Notiunea de algoritm este una centrala in informatica si matematica. La fel ca in
cazul multimilor studierea algoritmilor incepe cu notiuni si formulari intuitive. Prin
algoritm se intelege o secventa finita si ordonatd de pasi (reguli) ce determind un
proces de calcul care pornind de la o multime finitd de date initiale, urmand pasii
formulati, construieste dupa un numar finit de pasi, posibil cu repetari, o multime
finita de rezultate.

Proprietatile principale ele algoritmului:

Finitudine. Algoritmul intotdeauna se va opri dupa efectuarea unui numar finit
de pasi.

Determinism. Pasii algoritmului trebuie sa fie definiti precis, fara posibilitati
de inerpretare ambigue.

Intrdar:. Algoritmul poate avea zero sau o multime finita de date care se specifici
la initierea algoritmului sau in mod dinamic pe parcursul executarii.

Iesir:. La final algoritmul returneaza una sau mai multe valori care au o relatie
specifica cu intrarile si reprezinta solutia problemei.

Eficacitate. Deoarece o problema poate fi solutionatd prin mai multe metode
(algoritmi), este logic si se aleagd metoda care foloseste cat mai putin timp si cat
mai putine resurse. Uneori aceste criterii sunt antagoniste. In acest caz se alege
raportul optimal.

Au fost propuse si definitii formale pentru notiunea de algoritm (masina Turing,
functiile recursive, masina Post, algoritmul normal Markov), dar s-a demonstrat ca
toate aceste modele sunt echivalente (teza Turing-Church).



74 Elaborarea algoritmilor

Proprietatea algoritmului de a avea o secventa ordonata de pasi se realizeaza
atribuind fiecarui pas o etichetd unica. De obicei aceste etichete sunt alfanumerice.
Structura generald a unui agoritm este urméatoarea:

0. Start

1. Pasul 1

2. Pasul 2

n-1. Pasul n-1

n. Stop
Un pas in descrierea algoritmului poate fi:
Instructiune Start (initierea algoritmului)
Instructiune Stop (terminarea algoritmului)
Instructiune de intrare (specificarea datelor de intrare)
Instructiune de iesire (extragerea rezultatelor)
Secventd liniara de calcule (atribuiri, operatii matematice etc.)
Instructiune decizionala (if-then-else, goto, loop, do-while etc.)

O O O O O O o

Comentariu (o explicatie, o constatare, care nu influenteazi executarea al-
goritmului)

Deoarece problemele propuse spre rezolvare pot fi mai simple, mai complicate,
foarte complicate, dar si din considerente ca pentru una si aceeasi problema pot exista
mai multe metode (algoritmi) de solutionare, au fost inventate mai multe tehnici de
elaborare a algoritmilor. Ne vom opri in continuare la cateva, cele mai raspandite,
astfel de tehnici.

6.1 Tehnica fortei brute

Este o abordare directd care rezolvd problema prin analiza exhaustivd a tuturor
solutiilor posibile. Este calea cea mai simpla, cea mai intuitiva de a rezolva problema.
Algoritmii proiectati cu aplicarea fortei brute nu sunt intotdeauna eficienti. Daca,
de exemplu, spatiul solutiilor posibile este foarte mare, algoritmul ar putea necesita
zile sau chiar ani pentru rezolvarea problemei.

Exemple de algoritmi care ilustreaza tehnica fortei brute:

e}

Cautare liniard (secventiald)

o Cautarea elementului maximal (minimal)

o Inmultirea matricelor prin definitie

o Cautarea celor mai apropiate doud puncte in plan
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o Cautarea unui subsir intr-un sir
o Sortare prin metoda bulelor (bubble sorting)

Exemplul 6.1.1.

Fie datd o listd de numere [ = (Iy, (3, ...,0,),n > 1, si un numar z numit cheia
de cautare. Se cere sa se verifice daca = se afla in aceastd lista. Cu alte cuvinte,
sa se gaseasca (daca existd) 1 < i < n pentru care z = [;. Ideea algoritmului este
simpla: verificim pe rand, incepand cu primul, elementele din lista pana cand
gasim elementul cautat.

Algoritmul 6.1.1 CAUTARE LINIARA (I, x)

e

start
U= (lo, 11, ln1)
fori:=0ton—1
if x = [; then
return “x apartine listei [, v =1[; 7
stop
endif
endfor

return “x nu apartine listei [ ”

© XS ok W=

stop

Exemplul 6.1.2.

Sortarea prin metoda buleleor presupune parcurgerea listei de la stanga la
dreapta comparand fiecare element cu succesorul siu. Daca aceste elemente nu
sunt in ordine crescatoare, ele se interschimba. Astfel, la parcurgeri multiple
elementele mai mari se vor deplasa spre dreapta, iar cele mai mici - spre stanga.
Daca lista este deja ordonata, toate perechile de elemente vecine sunt in ordine
crescitoare si algoritmul se opreste.

Un exemplu de aplicare a algoritmului este prezentat in Figura 01.
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Algoritmul 6.1.2 SORTARE PRIN METODA BULELOR (I)

e

[ O S
ZETNTES

© XSOk W=

start
U= "(0,l1,--s1ln1)
ord := true
loop while ord
ord .= false
for i:=0ton—2
T =1
when v > l;
li :=liv1; lixq := x; ord := true
end when
endfor
endwhile
return |

stop
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Lista 1n1’91a1é = (l() ll ZQ l3 l4 l5 l6 l7> — (15 4361031617 4)

Iteratia O
1543 6 10 31 6 17 4 i=1
15 6 43 10 31 6 17 4 i=2
15 6 10 43 31 6 17 4 i=3
15 6 10 31 43 6 17 4 i=4
15 6 10 31 6 43 17 4 i=5
15 6 10 31 6 17 43 4 i=6
Iteratia 1
15 6 10 31 6 17 4 43 i=0
6 15 10 31 6 17 4 43 i=1
6 10 15 31 6 17 4 43 i=3
6 10 15 6 31 17 4 43 i=4
6 10 15 6 17 31 4 43 i=5
[teratia 2

jep}

10 15 6 17 4 31 43 i=2
6 10 6 15 17 4 31 43 i=4
Iteratia 3
6 10 6 15 4 17 31 43 i=1
6 6 10 15 4 17 31 43 1—3
Iteratia 4
6 6 10 4 15 17 31 43 i=2
[teratia 5
6 6 4 10 15 17 31 43 i=1
Iteratia 6
6 4 6 10 15 17 31 43 i=0
Iteratia 7
4 6 6 10 15 17 31 43

Lista finala [ = (Zo ll lg l3 l4 l5 l(j l7) = <4 66101517 31 43)

Figura 01: Sortare prin metoda bulelor
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Exemplul 6.1.3.

Fie date n puncte pe plan [ = (lo,l1,...,l,_1) specificate prin coordonatele
lor, I; = (x;,y;). S& se determine doud cele mai apropiate puncte.

Ideea algoritmului este simpla: se calculeaza distantele intre toate perechile
posibile de puncte (I;,1;),l; # l;, tinand cont de faptul ca distanta intre (I;, ;)
este egald cu distanta intre ({;,/;) (pentru a evita calculele redundante).

Un exemplu de aplicare a algoritmului este prezentat in Figura 02. Date
initiale: lista punctelor [ = (ng,n1,...,n10)=((0.5, 0.5), (1.0, 4.0), (2.5, 5.5),
(2.5, 3.5), (6.0, 5.0, (5.0, 6.0), (4.5, 4.0), (5.5, 3.5), (5.0, 2.0), (3.5, 2.5), (6.0,
1.0), (2.5, 1.5)).

Rezultatul obtinut: ng=(4.5, 4.0), n;=(5.5, 3.5), d(ng,n7)=1.118.

Algoritmul 6.1.3 DISTANTA MINIMALA INTRE DOUX PUNCTE (1)

0. start

1. 1:= ((zo,y0)(x1,y1),s - (Tno1,Yn_1))

/*Introducem coordonatele punctelor.*/

2. 1= \/(331 —20)% + ((y1 — v0)?

/*Presupunem ci distanta dintre ng si n; este distanta minimala.*/

3. fori:=0ton—2
4. forj:=i1+1ton—1
5. d:=/(xr; —x:)% + ((y; — v:)?
6. when d < x
7. x = d; imin == i; jmin = j;
8. endwhen
9. endfor
10. endfor

11. return ((xzmwu yzm'm)y (xjmin; yjm'm)y ﬂ?)

12. stop
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Figura 02: Distanta minimala intre doua puncte

Algoritmi recursivi
Divide et impera
Backtracking
Algoritmi “greedy”

Programare dinamica
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