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RELAŢII DE ECHIVALENŢĂ
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1. RELAŢII S̆I APLICAŢII

Fie A şi B două muļtimi. Se numeşte relaţie binară între
elementele muļtimilor A şi B, luate în această ordine, orice triplet
ordonat α = (A,B,Gα), unde Gα este o submuļtime a produsului
cartezian A × B, numită graficul acestei relaţii. Deseori relaţia
se identifică cu graficul ei. Notaţiile

(a, b) ∈ α, (a, b) ∈ Gα, aαb

sunt echivalente şi exprimă faptul că a şi b sunt în relaţia α. Cu
α−1 se notează relaţia inversă a relaţiei α şi care se defineşte
astfel: α−1 = (B,A,G−1

α ), unde G−1
α ⊆ B ×A şi

G−1
α = {(b, a) ∈ B ×A|(a, b) ∈ Gα},

adică

aαb⇔ bα−1a.
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Cu aα sau (a)α notăm submuļtimea muļtimii B definită astfel:

aα = {b ∈ B|aαb},

care se numeşte imaginea lui a prin α. O relaţie binară α =

(A,B,Gα) se numeşte aplicaţie de la A la B dacă şi numai dacă

a) aα 6= ∅, ∀a ∈ A, şi b) aαb şi aαc implică b = c,

echivalent faptului că aα constă doar dintr-un singur element,
care va fi notat, deasemenea, cu aα şi denumit valoarea lui α în
a. Pentru aplicaţii se utilizează şi notaţia obişnuită:

α : A→ B, a→ aα.

Relaţia binară α = (A,A,Gα) se numeşte simplu relaţie binară
definită pe A.
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2. ALGEBRA RELAŢIILOR

Asupra relaţiilor binare între elementele muļtimilor A şi B se
definesc operaţiile booleene cunoscute: intersecţie - ∩, reuniune
- ∪, diferenţă - \, complementară -notată cu ”−” , sau {,

α ∩ β = (A,B,Gα∩β), Gα∩β = Gα ∩Gβ,

α ∪ β = (A,B,Gα∪β), Gα∪β = Gα ∪Gβ,

α \ β = (A,B,Gα\β), Gα\β = Gα \Gβ,

α = (A,B,Gα), Gα = (A×B) \Gα.

Dacă α şi β sunt relaţii binare între elementele muļtimilor A şi
B, atunci vom spune că α ⊆ β dacă şi numai dacă, Gα ⊆ Gβ.
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Se numeşte compusa relaţiilor binare α = (A,B,Gα) şi β =

(C,D,Gβ) relaţia binară între elementele muļtimilor A şi D, notată
cu α ◦ β şi definită prin α ◦ β = (A,D,Gα◦β), unde pentru a ∈ A
şi d ∈ D avem a(α ◦ β)d, dacă şi numai dacă există un element
b ∈ B ∩ C astfel încât aαb şi bβd, scurt

α ◦ β = (A,D,Gα◦β)

∀a ∈ A, ∀d ∈ D, a(α ◦ β)d⇔ ∃b ∈ B ∩ C, aαb, bβd.

Operaţia de compunere a relaţiilor binare este asociativă, dar nu
este comutativă. Dacă α = (A,A,Gα), adică A = B, atunci se
mai spune că α este o relaţie omogenă pe A. Orice aplicaţie
ϕ : A→ A, a→ aϕ este o relaţie binară ϕ = (A,A,Gϕ) cu graficul
Gϕ = {(a, aϕ)|a ∈ A}. Cu iA notăm aplicaţia x → x din A în A,
sau relaţia binară iA = (A,A,GiA) cu GiA = {(x, x)|x ∈ A}.
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3. ECHIVALENŢE ŞI PARTIŢII

Relaţia binară θ definită pe A se numeşte relaţie de echivalenţă
dacă ea este:

- reflexivă (iA ⊆ θ),
- simetrică (θ ⊆ θ−1) şi
- tranzitivă (θ ◦ θ ⊆ θ).

Ĭn acest caz imaginea aθ se numeşte clasă de echivalenţă
generată de elementul a, sau θ−clasă şi se notează, deobicei cu
[a]θ. Două θ−clase ori coincid, ori nu se intersectează. Muļtimea
tuturor claselor echivalenţei θ se notează cu A/θ si se numeşte
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muļtimea căt (muļtimea factor) a echivalenţei θ. Muļtimea
factor A/θ formează o parti̧tie Pθ a muļtimii A, adică:

a) [a]θ 6= ∅, ∀a ∈ A;

b) [a]θ = [b]θ ⇔ aθb, ∀a, b ∈ A;

c)
⋃
a∈A

[a]θ = A.

Dacă α : A→ A este o aplicaţie, atunci relaţia

εα = (A,A,Gεα), Gεα = {(x, y)|xα = yα, x, y ∈ A}

este o relaţie de echivalenţă. Mmuļtimea factor determinată de
această relaţie de echivalenţă se notează cu A/εα si formează
parti̧tia Pεα.
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4. Σ−ECHIVALENŢE

DEFINIŢIE. Fie α o aplicaţie şi θ o relaţie de echivalenţă definite
pe A. Aplicaţia α se numeşte compatibilă cu θ (conservă
relaţia θ), dacă avem (aα)θ(bα) ori de căte ori avem aθb: scurt

aθb⇒ (aα)θ(bα), ∀a,∀b ∈ A

DEFINIŢIE. Fie Σ o muļtime de aplicaţii (funcţii) definite pe
A şi θ o relaţie de echivalenţă definită pe A. Echivalenţa θ

se numeşte Σ−echivalenţă, dacă orice aplicaţie σ ∈ Σ este
compatibilă cu θ: scurt

aθb⇒ (aα)θ(bα), ∀a, ∀b ∈ A, ∀α ∈ Σ.

Vom arăta cum pot fi găsite toate aplicaţiile ce conservă o relaţie
de echivalenţă dată şi vom calcula numărul lor.

8



PROPOZIŢIE. Oricare ar fi aplicaţia α şi relaţia de echivalenţă
θ definite pe muļtimea A este adevărată egalitatea

(aα)θ = a(α ◦ θ), ∀a ∈ A.
PROPOZIŢIE. Fie Σ o muļtime de aplicaţii definite pe A şi θ o
relaţie de echivalenţă definită pe A. Atunci următoarele afirmaţii
sunt echivalente:

a) θ este o Σ−echivalenţă;
b) σ−1 ◦ θ ◦ σ ⊆ θ, ∀σ ∈ Σ;
c) dacă xθ = yθ, atunci x(σ ◦ θ) = y(σ ◦ θ), oricare ar fi x, y ∈ A
şi σ ∈ Σ;
d) corespondenţa σ : A/θ → A/θ, xθ → x(σ ◦ θ) este aplicaţie pe
muļtimea A/θ.

Remarcăm că condi̧tia b) ne transferă calculele în algebra relaţiilor
binare, iar condi̧tia c) ne sugerează cum să construim aplicaţii
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compatibile cu relaţia de echivalenţă θ. Mai mult, este adevărată
următoarea afirmaţie:

PROPOZIŢIE. Pentru orice relaţie de echivalenţă θ definită pe
muļtimea A şi orice aplicaţie σ : A/θ → A/θ definită pe muļtimea
A/θ există o aplicaţie σ definită pe A şi compatibilă cu θ astfel
încât

(aθ)σ = [aσ]θ.

Deci orice aplicaţie pe muļtimea A/θ poate fi obţinută în maniera
indicată anterior dintr-o aplicaţie a muļtimii A care conservă
echivalenţa θ. Dacă muļtimea A este finită atunci putem evalua
muļtimea tuturor aplicaţiilor definite pe A care conservă relaţia
de echivalenţă θ. Anume este adevărată următoarea teoremă.
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TEOREMĂ. Fie A o muļtime nevidă, θ o relaţie de echivalenţă
definită pe A şi n = card(A/θ), A/θ = {A1, A2, ..., An}. Atunci are
loc următoarea egalitate:

|Fθ(A)| =
∑
f∈Fn

( n∏
k=1

(
|Ak|

∑
i∈1,n,f(i)=k

|Ai|))
,

unde Fn este muļtimea tuturor aplicaţiilor definite pe {1,2,3, ..., n},
iar Fθ(A) este muļtimea tuturor aplicaţiilor definite pe A care
conservă echivalenţa θ.

TEOREMĂ. Funcţia

φ : Fθ(A)→ F (A/θ), σφ = σ, ∀σ ∈ Fθ(A)

este un omomorfism.
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