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1. RELATII SI APLICATII

Fie A si B doud multimi. Se numeste relatie binara intre
elementele multimilor A si B, luate in aceast3 ordine, orice triplet
ordonat a = (A, B, Gqa), unde G, este o submultime a produsului
cartezian A x B, numita graficul acestei relatii. Deseori relatia
se identifica cu graficul ei. Notatiile

(a,b) € a, (a,b) € Go, aab
sunt echivalente si exprim3a faptul c3 a si b sunt in relatia «. Cu
a1 se noteaz3 relatia inversa a relatiei o si care se defineste
astfel: a=1 = (B, A,Gg1), unde G;1 C Bx Asi
Got = {(b,a) € B x A|(a,b) € Gal,
adica

acb & ba_la.



Cu aa sau (a)a notam submultimea multimii B definita astfel:

aae = {b € Blaab},

care se numeste imaginea lui a prin «. O relatie binara a =
(A, B,Gn) se numeste aplicatie de la A la B daca si numai daca

a) aa 7= O,Va € A, si b) aab Si acc implica b = c,

echivalent faptului ca aa consta doar dintr-un singur element,
care va fi notat, deasemenea, cu aa Si denumit valoarea lui « in
a. Pentru aplicatii se utilizeaza si notatia obisnuita:

a.A— B ,a— ao.

Relatia binara a = (A, A, Go) se numeste simplu relatie binara
definita pe A.



2. ALGEBRA RELATIILOR

Asupra relatiilor binare intre elementele multimilor A si B se
definesc operatiile booleene cunoscute: intersectie - N, reuniune
- U, diferenta - \, complementara -notata cu "~ , sau C,

anp = (A,B,Gamﬁ), Gam/g:GamGB,
alUf = (A,B,Gauﬁ), Gaug:GaUGﬁ,
a\pf = (A,B,Ga\ﬁ), Ga\ﬁzGa\Gﬁ,
a:(A7B7Ga)7 Ga:(AXB)\Ga
Daca « si B sunt relatii binare intre elementele multimilor A si

B, atunci vom spune ca o C 3 daca si numai daca, G, C Gﬁ.
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Se numeste compusa relatiilor binare a« = (A,B,Gq) Si B =
(C, D, Gﬁ) relatia binar3 intre elementele multimilor A si D, notat3
Cu oo 8 si definita prin aco 8 = (A,D,Gaoﬁ), unde pentru a € A
side D avem a(a o 8)d, daca si numai daca exista un element
b € BN C astfel incat aab si bAd, scurt

aof = (AyDaGozoB)

Va € AVdE D, a(aofB)d< Ibc BNC, aab, bAd.

Operatia de compunere a relatiilor binare este asociativa, dar nu
este comutativa. Daca o« = (A, A,Gy), adica A = B, atunci se
mai spune ca o este o relatie omogena pe A. Orice aplicatie
¢ A— A, a— ap este o relatie binara ¢ = (A, A,G,) cu graficul
Gy = {(a,ap)|a € A}. Cu iy notam aplicatia = — = din A in A,
sau relatia binard iy = (4,4,G;,) cu G;, = {(z,z)|xr € A}.



3. ECHIVALENTE SI PARTITII

Relatia binara 0 definita pe A se numeste relatie de echivalenta
daca ea este;:

- reflexiva (i4 C 6),
- simetrica (0 C 9~ 1) si
- tranzitiva (o6 C9).

In acest caz imaginea af se numeste clasa de echivalenta
generata de elementul a, sau §—clasa si se noteaza, deobicei cu
[a]g. Doua f—clase ori coincid, ori nu se intersecteaza. Multimea
tuturor claselor echivalentei 6 se noteaza cu A/Q Si se numeste



multimea cat (multimea factor) a echivalentei . Multimea
factor A/9 formeaza o partitie Py a multimii A, adica:

a) [alg # 0,Va € A;
b) [CL]@ = [b]g < abb, Va,b e A,

c) U [a]yg = A.

acA
Daca o : A — A este o aplicatie, atunci relatia

co = (A4, 4,Ge), Gey = {(z,y)|za = ya, z,y € A}

este o relatie de echivalenta. Mmultimea factor determinata de
aceasta relatie de echivalenta se noteaza cu A/ea si formeaza

partitia P, .



4. > —-ECHIVALENTE

DEFINITIE. Fie o 0 aplicatie si 6 o relatie de echivalenta definite
pe A. Aplicatia o se numeste compatibila cu 6 (conserva
relatia 0), daca avem (a«a)f(ba) ori de cate ori avem abb: scurt

afb = (aa)f(ba), Va,Vbec A

DEFINITIE. Fie > o multime de aplicatii (functii) definite pe
A si 6 o relatie de echivalenta definita pe A. Echivalenta 6
se numeste 3> —echivalenta, daca orice aplicatie ¢ € X este
compatibila cu 0: scurt

afb = (aa)f(ba), Va,Vbec A, Va € 3.

Vom arata cum pot fi gasite toate aplicatiile ce conserva o relatie
de echivalenta data si vom calcula numarul lor.



PROPOZITIE. Oricare ar fi aplicatia « si relatia de echivalenta
0 definite pe multimea A este adevarata egalitatea

(a) = a(ao06), Va € A.

PROPOZITIE. Fie > o multime de aplicatii definite pe A si 68 o
relatie de echivalenta definita pe A. Atunci urmatoarele afirmatii
sunt echivalente:

a) 0 este o X —echivalenta;

by 61ohoc CH, Voex;

c) daca z6 = y0, atunci z(co00) = y(oc o), oricare ar fi x,y € A
Sl o€ 2]

d) corespondenta 7 : A/Q — A/H, x0 — x(o 0 0) este aplicatie pe
multimea A .

Remarcam ca conditia b) ne transfera calculele in algebra relatiilor
binare, iar conditia ¢) ne sugereaza cum sa construim aplicatii
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compatibile cu relatia de echivalenta 6. Mai mult, este adevarata
urmatoarea afirmatie:

PROPOZITIE. Pentru orice relatie de echivalenta 0 definita pe
multimea A si orice aplicatie o : Ay — Ay definita pe multimea
A/Q exista o aplicatie o definita pe A si compatibila cu 6 astfel
incat

(ab)T = [ao]y.

Deci orice aplicatie pe multimea A/9 poate fi obtinuta in maniera

indicata anterior dintr-o aplicatie a multimii A care conserva

echivalenta 6. Daca multimea A este finita atunci putem evalua

multimea tuturor aplicatiilor definite pe A care conserva relatia

de echivalenta 6. Anume este adevarata urmatoarea teorema.
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TEOREMA. Fie A o multime nevid3, 0 o relatie de echivalent3
definita pe A sin = CCL’I“d(A/Q), Ay = {A1, Ao, ..., Ap}. Atunci are
loc urmatoarea egalitate:

B = 3 (H (|Ak|@'€1’nvf<i>=k ))

unde F;, este multimea tuturor aplicatiilor definite pe {1,2,3,...,n},
iar Fp(A) este multimea tuturor aplicatiilor definite pe A care
conserva echivalenta 6.

TEOREMA. Functia

¢ Fy(A) = F(Ay), op =0, Vo € Fp(A)
este un omomorfism.
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