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1.1 Òîæäåñòâà ñ ïîäñòàíîâêàìè è êâàçèãðóïïû, èçîòîïíûå

ãðóïïàì

Â.Ä. Áåëîóñîâ äîêàçàë, ÷òî êâàçèãðóïïà (Q, ·) èçîòîïíà ãðóïïå,
àáåëåâîé ãðóïïå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà â ïðèìèòèâíîé

êâàçèãðóïïå (Q, ·, \, /) âûïîëíÿåòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ñëåäóþ-

ùåå òîæäåñòâî:

((x(y\z))/u)v = x(y\((z/u)v)), (1)

x\(y(u\v)) = u\(y(x\v)). (2)

Ô.Í. Ñîõàöêèé îõàðàêòåðèçîâàë êâàçèãðóïïû, èçîòîïíûå ãðóï-

ïàì, òîæäåñòâîì îò ÷åòûðåõ ïåðåìåííûõ â êâàçèãðóïïå (Q, ·, \, /):

((x(u\z))/u)v = x(u\((z/u)v)). (3)

Ýòî òîæäåñòâî Â.Ä. Áåëîóñîâà, â êîòîðîì y = u.
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Ïóñòü (Q, ·) � êâàçèãðóïïà. Ðàññìîòðèì ðàâåíñòâà (áóäåì íàçû-

âàòü èõ òîæäåñòâàìè ñ ïîäñòàíîâêàìè, èíîãäà � ïðîñòî òîæäå-

ñòâàìè) â êâàçèãðóïïå (Q, ·) âèäà

α1(α2(x⊗1 y)⊗2 z) = α3x⊗3 α4(α5y ⊗4 α6z), (4)

ãäå x, y, z � ïåðåìåííûå, αi, i = 1,2, ...,6 (êðàòêî, i ∈ 1,6)
� ïîäñòàíîâêè íà Q, (⊗k) � ïðîèçâîëüíûå ïàðàñòðîôíûå

îïåðàöèè (âîçìîæíî, è îïåðàöèÿ (·)) êâàçèãðóïïîâîé îïåðàöèè
(·), k ∈ 1,4. Ýòè òîæäåñòâà ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûìè ñëó÷àÿìè

îáîáùåííîãî òîæäåñòâà àññîöèàòèâíîñòè, ïîýòîìó ñîãëàñíî

òåîðåìå Â.Ä. Áåëîóñîâà âñå êâàçèãðóïïû â íåì èçîòîïíû

îäíîé è òîé æå ãðóïïå. ×àñòíûì ñëó÷àåì òîæäåñòâà (4)

ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâî âèäà

α2(x⊗1 y)⊗2 z = α3x⊗3 α4(α5y ⊗4 α6z), (5)

ò. å. òîæäåñòâî (4), â êîòîðîì α1 � òîæäåñòâåííàÿ ïîäñòàíîâêà.



Íèæå òèïîì òîæäåñòâà ñ ïîäñòàíîâêàìè (4) áóäåì íàçûâàòü

íàáîð ïàðàñòðîôíûõ îïåðàöèé (⊗1,⊗2,⊗3,⊗4) êâàçèãðóïïû

(Q, ·) â íåì.

Òîæäåñòâî (4) íàçîâåì äâîéñòâåííûì ê òîæäåñòâó òèïà

(⊗1,⊗2,⊗3,⊗4), åñëè îíî èìååò òèï (⊗∗1,⊗
∗
2,⊗

∗
3,⊗

∗
4), ãäå x ⊗

∗
i

y = y ⊗i x, i ∈ 1,4.
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1. Òîæäåñòâà ñ ïîäñòàíîâêàìè è êâàçèãðóïïû, èçîòîïíûå

ãðóïïàì

Òîæäåñòâî âèäà (4) ïîÿâëÿåòñÿ ïðè õàðàêòåðèçàöèè êâàçèãðóïï,

èçîòîïíûõ ãðóïïå. Âåðíà ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 1.1 Åñëè â êâàçèãðóïïå (Q, ·) âûïîëíÿåòñÿ òîæ-

äåñòâî (4) íåêîòîðîãî òèïà ñ ïðîèçâîëüíûìè ïîäñòàíîâêàìè

αi, i ∈ 1,6 , òî êâàçèãðóïïà (Q, ·) èçîòîïíà ãðóïïå. Êâàçèãðóïïà
(Q, ·) èçîòîïíà ãðóïïå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà â íåé

âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå òîæäåñòâî ñ ïîäñòàíîâêàìè òèïà

(·, ·, ·, ·):

R−1
a (x · L−1

b y) · z = x · L−1
b (R−1

a y · z)

äëÿ íåêîòîðûõ ôèêñèðîâàííûõ ýëåìåíòîâ a, b ∈ Q, ãäå Rax =
xa, Lbx = bx.
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Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå, âûòåêàþùåå èç òåîðåìû 1.1, äàåò

âîçìîæíîñòü ðàñïîçíàâàòü òîæäåñòâà îò ëþáîãî ÷èñëà ïåðå-

ìåííûõ â êâàçèãðóïïå (Q, ·) (â ýêâàçèãðóïïå (Q, ·, \, /)), ãàðàí-
òèðóþùèå èçîòîïèþ êâàçèãðóïïû (Q, ·) ãðóïïå.

Ñëåäñòâèå 1.1 Ïóñòü â êâàçèðóïïå (Q, ·) (â ýêâàçèãðóïïå

(Q, ·, \, /)) âûïîëíÿåòñÿ íåêîòîðîå òîæäåñòâî îò n ïåðåìåííûõ.
Åñëè â íåì ìîæíî âûäåëèòü òðè ïåðåìåííûå òàê, ÷òî ïðè

ôèêñàöèè îñòàëüíûõ n−3 ïåðåìåííûõ ïîëó÷àåòñÿ òîæäåñòâî

ñ ïîäñòàíîâêàìè (4), òî êâàçèãðóïïà (Q, ·) èçîòîïíà ãðóïïå.
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Òåîðåìà 1.1a Ïóñòü (Q, ◦) � îäèí èç ïàðàñòðîôîâ êâàçèãðóï-
ïû (Q, ·), Rax = x◦a, Lax = a◦x, òîãäà òîæäåñòâî ñ ïîäñòàíîâ-
êàìè òèïà (◦, ◦, ◦, ◦):

R−1
a (x ◦ L−1

a z) ◦ v = x ◦ L−1
a (R−1

a z ◦ v),

ãäå a � ïðîèçâîëüíî ôèêñèðîâàííûé ýëåìåíò èç Q, ÿâëÿåòñÿ

íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì äëÿ èçîòîïèè êâàçèãðóïïû (Q, ·)
ãðóïïå.



Òåîðåìà 1.2. Ïóñòü a � ïðîèçâîëüíûé ôèêñèðîâàííûé ýëåìåíò

èç ìíîæåñòâà Q. Êâàçèãðóïïà (Q, ·) èçîòîïíà ãðóïïå òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà â ýêâàçèãðóïïå (Q, ·, \, /, a) âûïîëíÿåòñÿ

îäíî èç òîæäåñòâ

((x(a\z))/a)v = x(a\((z/a)v)),

(a/(x\az))\v = x\(a((a/z)\v)),

((x/(z\a))a)/v = x/((za/v)\a).

Ó÷èòûâàåì, ÷òî R−1
a x = x/a, L−1

a x = a\x.
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2 Òîæäåñòâà ñ ïîäñòàíîâêàìè è êâàçèãðóïïû, èçîòîïíûå

àáåëåâûì ãðóïïàì

Â íåîïóáëèêîâàííîé ðàáîòå, ïîñâÿùåííîé àëãîðèòìè÷åñêèì

âîïðîñàì òåîðèè êâàçèãðóïï, Ì.Ì. Ãëóõîâ äîêàçàë, ÷òî ñðåäè

òîæäåñòâ, õàðàêòåðèçóþùèõ ìíîãîîáðàçèå êâàçèãðóïï, èçîòîï-

íûõ àáåëåâûì ãðóïïàì, íå ñóùåñòâóåò óðàâíîâåøåííûõ òîæ-

äåñòâ îò òðåõ ïåðåìåííûõ. Ïîïóòíî èì áûëè óñòàíîâëåíû

ñëåäóþùèå óðàâíîâåøåííûå òîæäåñòâà äëèíû 4, êîòîðûå

õàðàêòåðèçóþò êâàçèãðóïïû, èçîòîïíûå àáåëåâûì ãðóïïàì:

1) x\(y(u\v)) = u\(y(x\v)); 2) (x/y)(u\v) = (v/y)(u\x);
3) ((xy)/u)v = ((xv)/u)y; 4) xu/(z\y) = zu/(x\y);
5) x(y\(uv)) = u(y\(xv)); 6) ((u/v)x)/y = ((u/y)x)/v.

Òîæäåñòâà 1),2) - òîæäåñòâà Â. Ä. Áåëîóñîâà. Òîæäåñòâà 3),4)

óñòàíîâèë À.Äðàïàë, à òîæäåñòâî 6) çàìå÷åíî À. Õ.Òàáàðîâûì.
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Ðàññìîòðèì òîæäåñòâà ñ ïîäñòàíîâêàìè, ñâÿçàííûå ñ êâàçè-

ãðóïïàìè, èçîòîïíûìè àáåëåâûì ãðóïïàì.

Ïåðâàÿ ÷àñòü ñëåäóþùåé òåîðåìû îïèñûâàåò òîæäåñòâà ñ

ïîäñòàíîâêàìè, ãàðàíòèðóþùèìè èçîòîïèþ êâàçèãðóïïû àáå-

ëåâîé ãðóïïå. Âòîðàÿ ÷àñòü äàåò âîçìîæíîñòü ïîëó÷èòü òîæ-

äåñòâà ñ ïîäñòàíîâêàìè ëþáîãî òèïà, îòëè÷íîãî îò òèïîâ

(·, ·, ·, ·) è (∗, ∗, ∗, ∗), ãäå (∗) = (·)∗, êàæäîå èç êîòîðûõ õàðàêòåðè-
çóåò êâàçèãðóïïû, èçîòîïíûå àáåëåâûì ãðóïïàì. Ñîãëàñíî

òåîðåìå 1.1 ýòè äâà èñêëþ÷åííûõ çäåñü òèïà ñîîòâåòñòâóþò

òîæäåñòâó, õàðàêòåðèçóþùåìó êâàçèãðóïïû, èçîòîïíûå ãðóï-

ïàì.
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Òåîðåìà 2.1. Åñëè â êâàçèãðóïïå (Q, ·) âûïîëíÿåòñÿ òîæäå-

ñòâî (5) òèïà (⊗1, ◦, ◦∗,⊗4) ñ íåêîòîðûìè åå ïàðàñòðîôàìè

(◦), (⊗1), (⊗4) è ñ ïðîèçâîëüíûìè ïîäñòàíîâêàìè αi, i ∈ 2,6,

òî êâàçèãðóïïà (Q, ·) èçîòîïíà àáåëåâîé ãðóïïå.

Äëÿ ëþáîãî òèïà (⊗1,⊗2,⊗3,⊗4), ãäå (⊗i) = (·), èëè (⊗i) =

(·)∗, i ∈ 1,4, îòëè÷íîãî îò (·, ·, ·, ·) è (∗, ∗, ∗, ∗), ñóùåñòâóåò

òîæäåñòâî ñ ïîäñòàíîâêàìè âèäà (5), êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ íåîá-

õîäèìûì è äîñòàòî÷íûì äëÿ èçîòîïèè êâàçèãðóïïû (Q, ·)
àáåëåâîé ãðóïïå.



Ñëåäñòâèå 2.1. Ïóñòü â êâàçèãðóïïå (Q, ·) (â ýêâàçèãðóïïå

(Q, ·, \, /)) âûïîëíÿåòñÿ íåêîòîðîå òîæäåñòâî îò n ïåðåìåííûõ.
Åñëè â íåì ìîæíî âûäåëèòü òðè ïåðåìåííûå òàê, ÷òî ïðè

ôèêñàöèè îñòàëüíûõ n−3 ïåðåìåííûõ ïîëó÷àåòñÿ òîæäåñòâî

ñ ïîäñòàíîâêàìè (5) òèïà, óêàçàííîãî â òåîðåìå 2.1, òî êâàçè-

ãðóïïà (Q, ·) èçîòîïíà àáåëåâîé ãðóïïå.
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Òåîðåìà 2.1a Êàæäîå èç òîæäåñòâ â ýêâàçèãðóïïå (Q, ·, \, /, a):

((x · y)/a) · (a\z) = x · a\((z/a) · y),

((y/a) · (a\x))/a · (a\z) = (x/a) · a\((z/a) · (a\y)),

z · a\((y/a) · x) = (z · x)/a · (a\y),

(y · x)/a · z = (y · z)/a · x,

z · a\((y/a) · (a\x)) = (x/a) · a\(z · (a\y)),

((x/a) · y)/a · (a\z) = ((z/a) · y)/a · (a\x),

((x/a) · y)/a · (a\z) = ((z/a) · (a\x))/a · y

ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì äëÿ èçîòîïèè êâàçèãðóï-

ïû (Q, ·) àáåëåâîé ãðóïïå.
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3. Òîæäåñòâà ñ ïîäñòàíîâêàìè è ðàçëè÷íûå òèïû ëèíåé-

íîñòè

Íàïîìíèì, ÷òî ëèíåéíàÿ ñëåâà (ëèíåéíàÿ ñïðàâà) êâàçèãðóïïà

(Q, ·) � ýòî êâàçèãðóïïà, äëÿ êîòîðîé ñóùåñòâóþò ãðóïïà

(Q,+), åå àâòîìîðôèçì ϕ (àâòîìîðôèçì ψ) è ïîäñòàíîâêà

β (ïîäñòàíîâêà α), òàêèå ÷òî x · y = ϕx + βy (x · y = αx +

ψy). Ýòè äâà òèïà êâàçèãðóïï ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü êàê

ïîëóëèíåéíûå íàä ãðóïïîé. Êëàññ ëèíåéíûõ ñëåâà (ëèíåéíûõ

ñïðàâà) êâàçèãðóïï îáîçíà÷èì ÷åðåç LL (÷åðåç RL). Åñëè ϕ è
ψ � îáà àâòîìîðôèçìà è x ·y = ϕx+ c+ψy, ãäå c � íåêîòîðûé

ôèêñèðîâàííûé ýëåìåíò èç ìíîæåñòâà Q, òî êâàçèãðóïïà

ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé (íàä ãðóïïîé). Êëàññ ëèíåéíûõ êâàçèãðóïï

îáîçíà÷èì ÷åðåç L.
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Òåîðåìà 3.1 Ïóñòü (Q, ·) - êâàçèãðóïïà, òîãäà
(Q, ·) ∈ LL , åñëè â (Q, ·) âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç òîæäåñòâ:

α1(xy · z) = α3x · α4(α5y · α6z),

xy · z = α3x · α4(α5y ∗ α6z);

(Q, ·) ∈ RL , åñëè â (Q, ·) âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç òîæäåñòâ:

α2(xy) · z = α3x · (α5y · α6z),

α2(x ∗ y) · z = α3x · (α5y · α6z);

(Q, ·) ∈ L, åñëè â (Q, ·) âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç òîæäåñòâ:

α1(xy · z) = α3x · (α5y · α6z),

α1(xy · z) = α3x · α4(y · α6z); α2(xy) · z = α3x · (y · α6z),

ãäå αi, i ∈ 1,6, � íåêîòîðûå ïîäñòàíîâêè ìíîæåñòâà Q.
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Òåîðåìà 3.2 Êâàçèãðóïïà (Q, ·) ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé ñëåâà

(ëèíåéíîé ñïðàâà) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà â íåé âûïîë-

íÿåòñÿ òîæäåñòâî ñ ïîäñòàíîâêàìè

(xy) · z = Reax · L−1
a (Lay · z),

ñîîòâåòñòâåííî òîæäåñòâî

R−1
a (xy) · z = x · (R−1

a y · L−1
fa
z)

è ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà â íåé âûïîë-

íÿþòñÿ îáà ýòè òîæäåñòâà äëÿ íåêîòîðîãî ïðîèçâîëüíî ôèê-

ñèðîâàííîãî ýëåìåíòà a ∈ Q.
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Òåîðåìà 3.2a Êâàçèãðóïïà (Q, ·) ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé ñëåâà

(ëèíåéíîé ñïðàâà) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà â ýêâàçèãðóïïå

(Q, ·, \, /, a) ñ íóëüàðíîé îïåðàöèåé âûïîëíÿåòñÿ òîæäåñòâî

(x(a\y))z = (x(a\a)) · (a\yz),

ñîîòâåòñòâåííî òîæäåñòâî

(xy/a) · ((a/a)z) = x((y/a)z).

è ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà â íåé âûïîë-

íÿþòñÿ îáà ýòè òîæäåñòâà äëÿ íåêîòîðîãî ïðîèçâîëüíî ôèê-

ñèðîâàííîãî ýëåìåíòà a ∈ Q.
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Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà õàðàêòåðèçóåò ëèíåéíûå êâàçèãðóïïû

åäèíñòâåííûì òîæäåñòâîì ñ ïîäñòàíîâêàìè.

Òåîðåìà 3.3 Êâàçèãðóïïà (Q, ·) ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà â íåé âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå òîæäåñòâî

ñ ïîäñòàíîâêàìè

xy · v = Rax · (αay · L−1
a v),

ãäå αay = R−1
ea L

−1
a RaLfay.

Òåîðåìà 3.3a Êâàçèãðóïïà (Q, ·) ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé òîãäà

è òîëüêî òîãäà, êîãäà ýêâàçèãðóïïà (Q, ·, \, /, a) ñ íóëüàðíîé

îïåðàöèåé óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâó

xy · av = xa · (αay · v),

ãäå αay = (a\((a/a)y · a))/(a\a).
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Êàçèãðóïïà (Q, ·) íàçûâàåòñÿ àëèíåéíîé ñëåâà (àëèíåéíîé

ñïðàâà), åñëè ñóùåñòâóþò ãðóïïà (Q,+), åå àíòèàâòîìîðôèçì

ϕ (àíòèàâòîìîðôèçì ψ), ýëåìåíò c ∈ Q è ïîäñòàíîâêà β (ïîä-

ñòàíîâêà α) , òàêèå ÷òî x · y = ϕx+βy (x · y = αx+ψy). Êëàññ

êâàçèãðóïï àëèíåéíûõ ñëåâà, àëèíåéíûõ ñïðàâà è àëèíåéíûõ

îáîçíà÷èì ñîîòâåòñòâåííî ÷åðåç LAL, RAL è AL.

Óêàæåì ðÿä òîæäåñòâ ñ ïîäñòàíîâêàìè, ïðèâîäÿùèõ ê ñîîò-

âåòñòâóþùåìó òèïó àëèíåéíîñòè êâàçèãðóïïû.
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Òåîðåìà 3.4 Ïóñòü (Q, ·) - êâàçèðóïïà. Òîãäà
(Q, ·) ∈ LAL, åñëè â (Q, ·) âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç òîæäåñòâ:

(x ∗ y) · z = α3x · α4(α5y · α6z),

(x ∗ y) · z = α3x · α4(α5y ∗ α6z);

(Q, ·) ∈ RAL, åñëè â (Q, ·) âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç òîæäåñòâ:

α2(xy) · z = α3x · (α5y ∗ α6z),

α2(x ∗ y) · z = α3x · (α5y ∗ α6z);

(Q, ·) ∈ AL, åñëè â (Q, ·) âûïîëíÿåòñÿ òîæäåñòâî:

(x ∗ y) · z = α3x · (α5y ∗ α6z),

ãäå αi, i ∈ 2,6, - ïîäñòàíîâêè ìíîæåñòâà Q.
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Àëèíåéíûå êâàçèãðóïïû òîæå ìîæíî îõàðàêòåðèçîâàòü îäíèì

òîæäåñòâîì ñ ïîäñòàíîâêàìè.

Òåîðåìà 3.5 Êâàçèãðóïïà (Q, ·) ÿâëÿåòñÿ àëèíåéíîé òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà â íåé âûïîëíÿåòñÿ òîæäåñòâî ñ ïîäñòà-

íîâêàìè

(y ∗ v) · u = Lay · (β−1
a v ∗R−1

a u) )

äëÿ íåêîòîðîãî ïðîèçâîëüíî ôèêñèðîâàííîãî ýëåìåíòà a ∈
Q, ãäå βav = R−1

ea R
−1
a LaLfav.

Òåîðåìà 3.5a Êâàçèãðóïïà ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé òîãäà è òîëü-

êî òîãäà, êîãäà ýêâàçèãðóïïà (Q, ·, \, /, a) ñ íóëüàðíîé îïåðàöè-
åé óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâó

ay · uv = (βav · y) · ua,
ãäå βav = ((a((a/a)v))/a)/(a\a).
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Ïîä êâàçèãðóïïîé ñìåøàííîãî òèïà ëèíåéíîñòè áóäåì ïîíè-

ìàòü êâàçèãðóïïó (Q, ·), äëÿ êîòîðîé ñóùåñòâóþò òàêàÿ ãðóï-
ïà (Q,+) è ýëåìåíò c ∈ Q, ÷òî x · y = ϕx+ c+ ψy èëè x · y =

ϕx+ c+ ψy, ãäå ϕ,ψ � àâòîìîðôèçìû, à ϕ,ψ � àíòèàâòîìîð-

ôèçìû ãðóïïû (Q,+).

Åñëè ãðóïïà (Q,+) àáåëåâà, òî ýòè êâàçèãðóïïû ïðåâðàùàþò-

ñÿ â T -êâàçèãðóïïû. Â ñëó÷àå íåàáåëåâîé ãðóïïû îíè ÿâëÿþò-

ñÿ ëèíåéíûìè ñëåâà è àëèíåéíûìè ñïðàâà (ëèíåéíûìè ñïðàâà

è àëèíåéíûìè ñëåâà), ò. å. ïðèíàäëåæàò êëàññó êâàçèãðóïï

LL
⋂
RAL (êëàññó RL

⋂
LAL ñîîòâåòñòâåííî). Áîëåå òîãî, âåð-

íà ñëåäóþùàÿ
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Òåîðåìà 3.6 Ïóñòü (Q, ·) � êâàçèãðóïïà. Òîãäà

(Q, ·) ∈ LL
⋂
RAL, åñëè â (Q, ·) âûïîëíÿåòñÿ òîæäåñòâî:

(xy) · z = α3x · (α5y ∗ α6z);

(Q, ·) ∈ RL
⋂
LAL, åñëè â (Q, ·) âûïîëíÿåòñÿ òîæäåñòâî:

(x ∗ y) · z = α3x · (α5y · α6z),

ãäå α3, α5, α6 � íåêîòîðûå ïîäñòàíîâêè ìíîæåñòâà Q.
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Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà õàðàêòåðèçóåò T -êâàçèãðóïïû òîæå ñ

ïîìîùüþ òîæäåñòâ ñ ïîäñòàíîâêàìè.

Òåîðåìà 3.7 Êâàçèãðóïïà (Q, ·) ÿâëÿåòñÿ T -êâàçèãðóïïîé

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà â êâàçèãðóïïå (Q, ·) âûïîëíÿþòñÿ
ñëåäóþùèå äâà òîæäåñòâà ñ ïîäñòàíîâêàìè:

xy · v = Rax · (αay · L−1
a v),

(y ∗ v) · u = Lay · (β−1
a v ∗R−1

a u)

äëÿ íåêîòîðîãî ïðîèçâîëüíî ôèêñèðîâàííîãî ýëåìåíòà a ∈
Q, ãäå αay = R−1

ea L
−1
a RaLfay, βav = R−1

ea R
−1
a LaLfav.
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Òåîðåìà 3.7a Êâàçèãðóïïà (Q, ·) ÿâëÿåòñÿ T -êâàçèãðóïïîé

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà â ýêâàçèãðóïïå (Q, ·, \, /, a) âûïîë-
íÿþòñÿ ñëåäóþùèå äâà òîæäåñòâà:

xy · av = xa · (αay · v),

ay · uv = (βav · y) · ua,

ãäå αay = (a\((a/a)y · a))/(a\a), βav = ((a((a/a)v))/a)/(a\a), à
a - ïðîèçâîëüíûé ôèêñèðîâàííûé ýëåìåíò èç Q.


