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I. Noțiuni principale 

 

Fie L o buclă şi a un element din L. Substituţiile LLLa :  şi LLRa :  definite 

prin formulele  

)(, LxaxxRxaxL aa   

se numesc translaţie de stânga şi translaţie de dreapta. Toate translaţiile buclei L 

generează un grup M(L) numit grupul multiplicativ de substituţii al buclei L. 

 

Fie a şi b două elemente din bucla L. Substituţiile )(,, ,, LMTLR ababa   se 

definesc în modul următor: 

11

,

1

, ,,   aaabababaabbaba LRTLLLLRRRR . 

 

Elementul )(LM  se numește substituție internă dacă 11  . Mulțimea 

tuturor substituțiilor interne formează un subgrup al grupului M(L) și, conform lui R. 

H. Bruck (1958) ea este generată de mulțimea }.,|,,{ ,, LyxTLR xyxyx   Se notează cu 

J(L) și se numește grupul substituţiilor interne. 

 

Bucla L se numeşte A-buclă, dacă orice substituţie internă a ei este 

automorfism. 

 

Întrucât grupul substituţiilor interne )(LJ  ale buclei L este generat de toate 

elementele de forma ),(,, ,, LbaTLR ababa  , ca substituţiile interne din J(L) să fie 

automorfisme este suficient ca în bucla L să aibă loc egalităţile 

aaababababababa dTcTTdcdLcLLdcdRcRRdc  )(,)(,)( ,,,,,,  pentru toate elementele 

Ldcba ,,, . Prin urmare A-bucla putem s-o definim ca o buclă în care sunt adevărate 

identităţile: 
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,)( ,,, yxyxyx tRzRRzt   

,)( ,,, yxyxyx tLzLLzt   

.)( xxx tTzTTzt   

 

Prin urmare, clasa tuturor A-buclelor este o varietate definită de aceste 

identități și identitățile ce definesc bucla în signatura .1\,/,,   

 

Fie .}..,,{ 21 xxX   o mulţime nevidă, elementele căreia le vom numi variabile şi 

}1\,/,,{  - signatura buclelor. Vom defini noţiunea de cuvânt al signaturii 

}1\,/,,{  de variabilele mulţimii ,...},{ 21 xxX   astfel: 

a) toate variabilele din X şi 1  sunt cuvinte; 

b) dacă t şi s sunt cuvinte, atunci st   (sau ts  ), st /  şi ts \  sunt cuvinte. 

 

Expresia de forma 1),...,( 1 nxxt , unde ),...,( 1 nxxt  este cuvânt se numeşte 

identitate. Spunem că identitatea 1),...,( 1 nxxt  este adevărată în bucla L, dacă pentru 

orice interpretare Lxx n },...,{: 1  în L este adevărată egalitatea .1))(),...,(( 1 nxxt   

 

Mulțimea tuturor identităților adevărate într-o buclă L, o notăm cu I(L) și se 

numește teoria ecvațională a buclei L. 

 

Se spune că teoria ecvațională I(L) a buclei L are bază finită, dacă există o 

submulţime finită )(LIB , care implică oricare altă identitate din I(L) în clasa de 

bule. 
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Problema bazei finite: Are sau nu teoria ecvaţională a unei algebre bază 

finită de identități? 

 

II. Rezultate anterioare 

 

La momentul actual problema bazei finite de identități este rezolvată pentru:  

 orice algebră finită de două elemente (R. G. Lyndon, 1951); 

 orice algebră finită cu un număr finit de operații unare (G. Birkhoff, 1935); 

 orice grup nilpotent (R. C. Lyndon, 1952); 

 orice grup finit (Oates Sh., Powell M. B., 1964); 

 orice latice finită (R. McKenzie, 1970) 

 orice inel asociativ finit (I. V. Lvov, 1973, R. L. Kruse, 1979 ); 

 orice semigrup comutativ finit (P. Perkins, 1979); 

 orice buclă Moufang comutativă (T. Evans, 1974); 

 orice buclă Moufang nilpotentă (V. I. Ursu, 2000). 
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III. Rezultatul de bază 

 

Elementul ))/()((\),,( yzzxyxzyx   se numeşte asociatorul de dreapta, iar 

elementul zyzxxyzyx /))(\)((],,[   - asociatorul de stânga a elementelor Lzyx ,, . 

Elementul )//(],[ xyyxyx   se numeşte comutattorul elementelor Lyx , . 

Din definiţia acestor elemente rezultă că, pentru orice elemente Lzyx ,,  au loc 

următoarele relaţii: 

),,( zyxxzxy  ,     ),,(, zyxxxR zy  ; 

zzyxxyyzx ],,[ ,     zzyxzL xy ],,[,  ; 

],[ yxxyxy  ,     ],[ yxxxTy  . 

Pentru orice submulţime X a buclei L prin ],[ LX  vom marca subbucla în L, 

generată de mulţimea 

},,|),,(],,,[],,{[ LzyXxzyxxyzyx  . 

 

Deoarece toate substituţiile interne a А-buclei sunt automorfizme, atunci uşor se 

verifică, că comutatorul oricărei subbucle normale a А-buclei este normal. Fie LL )0(  

şi 0],,[ )()1(  iLLL ii . Atunci şirul 

...... )()0(  nLLL  

se numește şir central descendent a A-buclei L. Observăm că pentru orice n>0 bucla-

factor )1()( / nn LL  este subbuclă din centrul buclei-factor )1(/ nLL . 

 

Mulţimea 

xaaxaxyyaxxyayaxLaLZ  ,,|{)(  pentru orice }, Lyx   

se numeşte centrul buclei L. Este uşor să observăm că centrul )(LZ  este o subbuclă 

normală în bucla L. Folosind centrul vom construi inductiv un şir crescător 

...,1,0),( nLZn  de subbucle N-ale normale ale lui L. Prin definiţie 



 6 

)()(},{)( 10 LZLZeLZ  . Fie ))(/( 1 LZLZ  centrul buclei-factor )(/ 1 LZL  şi 

)(/: 11 LZLL   – omomorfismul natural. Definim 

 

)))(/(()( 1

1

12 LZLZLZ  , 

adică 

))(/()(/)( 112 LZLZLZLZ  . 

 

Întrucât ))(/( LZLZ  este o subbuclă normală în )(/ LZL , urmează că proimaginea 

)(2 LZ  în raport cu omomorfismul 1  este subbuclă normală în L. Fie ))(/( 2 LZLZ  

centrul lui )(/ 2 LZL  şi )(/: 22 LZLLp  – omomorfismul natural. Definim 

 

)))(/(()( 2

1

23 LZLZpLZ  , 

adică 

))(/()(/)( 223 LZLZLZLZ  . 

 

Presupunem că LLZn )(  şi )(/: LZLLp nn   este omomorfismul natural. Definim 

 

)))(/(()( 1

1 LZLZpLZ nnn



  , 

adică 

))(/()(/)(1 LZLZLZLZ nnn  . 

 

Rezultă că LLZn )(1  şi )()( 1 LZLZ nn  . 

 Şirul ...)(...)()(}{ 10  LZLZLZe n  de subbucle ale lui L se numeşte şirul 

central ascendent al lui L. 

 

Observație: Pentru orice buclă L are loc echivalența .}{)( LZeL n

n   
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Bucla L se numeşte nilpotentă (sau central nilpotentă) dacă există un număr 

natural n astfel ca }{)( eL n  . Cel mai mic număr natural n pentru care }{)( eL n   se 

numeşte clasă de nilpotenţă a lui L.  

 

Bucla L se numeşte nilpotentă (sau central nilpotentă) dacă există un număr 

natural n astfel ca LZn   cel mai mare număr natural n pentru care LZn   se numeşte 

clasă de nilpotenţă a lui L.  

 

Rezultatele principale se bazează pe următoarele leme, în care se arată unele 

relații dintre asociatorii de stânga, asociatorii de dreapta și comutatorii elementelor 

din bucla factor ./ )2( nLL  

Lema 1. Pentru orice elemente yx,  din А-bucla L şi orice element )(nLa  au 

loc următoarele relaţii: 

)2(1 mod),,(],,[  nLyxayxa              (2.1); 

)2(1 mod),,(],,[  nLyaxyax             (2.2) 

)2(1 mod),,(],,[  nLayxayx             (2.3) 

 

Lema 2. Pentru orice А-buclă L, pentru orice elemente Lyx ,  şi orice 

elemente )(, nLba   au loc următoarele relaţii: 

)2(mod],][,[],[  nLxbxaxab       (2.4) 

)2(mod],][,[],[  nLyaxaxya       (2.5) 

)2(1 mod],][,[],/[  nLxbxaxba      (2.6) 

)2(1 mod],][,[]/,[  nLyaxayxa      (2.7) 

)2(1 mod],[],[],\[  nLxbxaxba      (2.8) 

)2(1 mod],[],[]\,[  nLyaxayxa      (2.9) 

)2(mod],[],[  npqqp Lxaxa  pentru orice numere întregi qp,  (2.10) 
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Lema 3. Pentru orice А-buclă L, pentru orice elemente Lyx ,  şi orice 

elemente )(, nLba   au loc următoarele relaţii: 

)2(mod),,)(,,(),,(  nLayxyxayax       (2.11) 

)2(mod),,)(,,(),,(  nLyxbyxayxab       (2.12) 

)2(mod),,)(,,(),,(  nLzyazxazxya       (2.13) 

)2(mod),,)(,,(),,(  nLzxayxayzxa       (2.14) 

)2(1 mod),,)(,,(),,/(  nLyxbyxayxba      (2.15) 

)2(1 mod),,)(,,(),/,(  nLzyazxazyxa      (2.16) 

)2(1 mod),,)(,,()/,,(  nLzxayxazyxa      (2.17) 

)2(1 mod),,(),,(),,\(  nLyxbyxayxba      (2.18) 

)2(1 mod),,(),,(),\,(  nLzyazxazyxa      (2.19) 

)2(1 mod),,(),,()\,,(  nLzxayxazyxa      (2.20) 

)2(mod),,(),,(  npqrrqp Lyxayxa  pentru orice numere întregi rqp ,,  (2.21) 

 

Corolar 1. Pentru orice А-buclă L, pentru orice elemente Lzyx ,,  şi orice 

elemente )(, nLba  au loc următoarele relaţii: 

)2(mod],,][,,[],,[  nLbyxayxabyx       (2.24); 

)2(mod],,][,,[],,[  nLazyazxazxy        (2.25); 

)2(mod],,][,,[],,[  nLazxayxayzx        (2.26); 

)2(1 mod],,][,,[]/,,[  nLbyxayxbayx       (2.27); 

)2(1 mod],,][,,[],,/[  nLazyazxazyx       (2.28); 

)2(1 mod],,][,,[],/,[  nLazxayxazyx       (2.29); 

)2(1 mod],,][,,[]\,,[  nLbyxayxbayx       (2.30); 

)2(1 mod],,][,,[],,\[  nLazyazxazyx       (2.31); 

)2(1 mod],,[],,[],\,[  nLazxayxazyx       (2.32); 

)2(mod],,[],,[  nrqprqp Layxayx  pentru orice numere întregi rqp ,,  (2.33). 
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Teorema 1. Orice A-bucla nilpotentă şi finit generată L satisface condiţiei 

maximalităţii pentru subbucle (adică orice subbuclă a bulclei L este generată de un 

număr finit de elemente). 

 

Se spune că bucla L este rezidual finită sau finit-aproximabilă, dacă pentru 

orice element neunitate Lx  există un omomorfism x  de la L pe o buclă finită astfel 

ca .)( exx   

 

Teorema 2. А-bucla finit generată este finit aproximabilă. 

 

Fie ...),,( 21 xxFF   - А-buclă liberă cu o mulţime numerabilă de generatori liberi 

,...},...,,{ 21 nxxx . Pentru orice ,...2,1i vom defini endomorfismul FFi :  de relațiile: 










.,

;,

jidacăx

jidacăe
x

i

ii  

Notăm .,...2,1),(/)(  iuuu ii   

 

Lema 4. Dacă pentru elementul Fu  are loc egalitățile eu i  , }2,...,1{ ni , 

atunci )(nFu . 

 

Lema 5. Fie 0n  şi Fw . Atunci w  poate fi reprezentat în forma 

12122 ... uuuvuw nn  , unde )(nFv  şi 11...  iii wu  .pentru orice }2,...,1{ ni . 

 

Teorema 3. Teoria ecvaţională a А-buclei nilpotente are bază finită. 

 

Corolar 2. Teoria (cuasi)ecvaţională a varietăţii, generate de А-bucla 

nilpotentă, este rezolvabilă. 
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Corolar 3. Problema egalităţii cuvintelor în А-bucla nilpotentă şi finit 

generată este rezolvabilă. 

 

Corolar 4. Oricare varietate К, a А-buclelor nilpotente de clasa n  este 

generată de toate А-buclele sale cu 12 n  generatori, şi de aceea rangul axiomatic al 

varietăţii К nu întrece 2п+1. 

 

Corolar 5. Fiecare subvarietate М a căreiva varietăţi К a А-buclelor 

nilpotente de clasa n  este generată de imaginea omomorfă a А-buclei К-libere cu 

12 n generatori liberi, şi, prin urmare rangul de bază M nu întrece 12 n . 

 

Corolar 6. Orice varietate, generată de А-bucla nilpotentă şi finită conţine un 

număr finit de subvarietăţi diferite. Fiecare din aceste subvarietăţi are bază finită de 

identităţi. 
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