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I. Notiuni principale

Fie L o bucla si a un element din L. Substitutiile L, :L — L si R, : L — L definite
prin formulele
XL, =a-x, xR, =x-a(xel)
se numesc translatie de stinga si translatie de dreapta. Toate translatiile buclei L

genereaza un grup M(L) numit grupul multiplicativ de substitutii al buclei L.

Fie a si b doua elemente din bucla L. SubstitutiileRr,,, L,,, T, e M(L) se

definesc in modul urmator:

Ra,b = Ra Rb R;;’ La,b = La Lb Lg;' Ta = Ra L;l '

Elementul «eM(L) se numeste substitutic interna daca 1o =1. Multimea
tuturor substitutiilor interne formeaza un subgrup al grupului M(L) si, conform lui R.

H. Bruck (1958) ea este generatd de multimea {R,,, L ,, T, | X yeL}. Se noteazd cu

X,y!

J(L) si se numeste grupul substitutiilor interne.

Bucla L se numeste A-bucld, daca orice substitutie internd a ei este

automorfism.

Intrucat grupul substitutiilor interne J(L) ale buclei L este generat de toate

elementele de forma R,,,L,,,T,(a,bel), ca substitutiile interne din J(L) s& fie
automorfisme este suficient ca in bucla L sda aibd loc egalitatile
(c-d)R,, =CR,, -dR,,,(c-d)L,, =cL,, -dL,,, (c-d)T, =cT,-dT, pentru toate elementele
a,b,c,d e L. Prin urmare A-bucla putem s-o0 definim ca o bucla in care sunt adevarate

identitatile:



()R, =7R,, ‘R

X,y X,y!

(z)L,, =zL,, -tL

X,y X,y!

(zt)T, = zT, -tT,.

Prin urmare, clasa tuturor A-buclelor este o varietate definita de aceste

identitati si identitatile ce definesc bucla 1n signatura <-, /, \, 1>.

Fie X ={x,,x,,...} o multime nevida, elementele careia le vom numi variabile si
o={,/,\,} - signatura buclelor. Vom defini notiunea de cuvdnt al signaturii
o={, I, \, I} de variabilele multimii X ={x,x,,...} astfel:

a) toate variabilele din X si 1e & sunt cuvinte;

b) daca tsi s sunt cuvinte, atunci t-s (sau ts ), t/s si s\t sunt cuvinte.

Expresia de forma t(x,..,x,)=1, unde t(x,..,x,) este cuvant se numeste
identitate. Spunem ca identitatea t(x,,..,x,)=1 este adevarata in bucla L, daca pentru

orice interpretare 7z :{x,..., x,}— L in L este adevarata egalitatea t(z(x,),...,z(x,)) =1.

Multimea tuturor identitatilor adevarate intr-o bucld L, o notam cu I(L) si se

numeste feoria ecvationald a buclei L.

Se spune ca teoria ecvationala I(L) a buclei L are baza finita, daca exista o
submultime finita Bc I(L), care implica oricare alta identitate din I(L) in clasa de

bule.



Problema bazei finite: Are sau nu teoria ecvationald a unei algebre bazd

finitd de identitati?

1. Rezultate anterioare

La momentul actual problema bazei finite de identitati este rezolvata pentru:

orice algebra finita de doua elemente (R. G. Lyndon, 1951);

e orice algebra finita cu un numar finit de operatii unare (G. Birkhoff, 1935);
e orice grup nilpotent (R. C. Lyndon, 1952);

e orice grup finit (Oates Sh., Powell M. B., 1964);

e orice latice finita (R. McKenzie, 1970)

e orice inel asociativ finit (I. V. Lvov, 1973, R. L. Kruse, 1979 );

e orice semigrup comutativ finit (P. Perkins, 1979);

e orice buclda Moufang comutativa (T. Evans, 1974);

e orice bucld Moufang nilpotenta (V. I. Ursu, 2000).



I11. Rezultatul de baza

Elementul (x,y,z)=x\((xy-z)/(yz)) se numeste asociatorul de dreapta, iar
elementul [x,y,z]=((xy)\(x-yz))/z - asociatorul de stanga a elementelor x,y,zeL.

Elementul [x,y]=x/(y/xy) se numeste comutattorul elementelor x,yeL.

Din definitia acestor elemente rezulta ca, pentru orice elemente x,y,zeL au loc
urmatoarele relatii:

Xy-z=x(x%Y,2), XR,,=X(XVY,2);
x-yz=xy-[x,y,z]z, zL,, =[x y.z]z;
xy=y-x[x,yl,  XT, =x[x,y].

Pentru orice submultime X a buclei L prin [X,L] vom marca subbucla in L,

generata de multimea

{x ¥z, v, x],(x,y,2) | xe X, y,z € L}.

Deoarece toate substitutiile interne a 4-buclei sunt automorfizme, atunci usor se
verifica, ca comutatorul oricarei subbucle normale a 4-buclei este normal. Fie L =L
si LM =[L",L],i >0. Atunci sirul

L=L9>5.oL" ..
se numeste sir central descendent a A-buclei L. Observam ca pentru orice n>0 bucla-

factor L™ /L™ este subbucla din centrul buclei-factor L/L™V.

Multimea
Z(L)={acL|ax-y=a-xy,x-ya=xy-a,ax=xa pentru orice x,y e L}
se numeste centrul buclei L. Este usor sa observam ca centrul Z(L) este o subbucla
normald in bucla L. Folosind centrul vom construi inductiv un sir crescator

Z,(L),n=0,.. de subbucle N-ale normale ale Ilui L. Prin definitie



Z,(L)={e}, Z,(L)=2z(L). Fie z(L/z, (L)) centrul buclei-factor L/z,(L) si

@, :L—L/Z, (L) —omomorfismul natural. Definim

Z,(L) =, (Z(L/Z, (L)),
adica

Z,()/Z,(L) =Z(L/Z,(L)).

Intrucat z(L/Z(L)) este o subbucli normald in L/Z(L), urmeazi ci proimaginea
Z,(L) in raport cu omomorfismul ¢, este subbucla normala in L. Fie Z(L/Z,(L))

centrul lui L/Z,(L) si p,:L—L/Z,(L)—omomorfismul natural. Definim

Z,(L) = p," (Z(L1Z,(L))),
adica

Z,(L)/Z,(L) = Z(L1Z,(L).

Presupunem ca Z (L) <L si p,:L—L/Z (L) este omomorfismul natural. Definim

Zn+1(L) = pr:l(Z(L/Zn (L)))l
adica
Z,.(L)/Z,(L)=2Z(L/Z,(L)).

Rezultaca z ,(L)<L si Z (L)cZ,,(L).

n+1

Sirul {e}=2,(L)cZ,(L)c..c Z,(L) c... de subbucle ale lui L se numeste sirul

central ascendent al lui L.

Observatie: Pentru orice bucla L are loc echivalenta L™ ={e} <7 =L.



Bucla L se numeste nilpotenta (Sau central nilpotenta) daca existd un numar

natural n astfel ca L™ ={e}. Cel mai mic numar natural n pentru care L™ ={e} se

numeste clasa de nilpotenta a lui L.

Bucla L se numeste nilpotenta (Sau central nilpotenta) daca existd un numar

natural n astfel ca z, =L cel mai mare numar natural n pentru care Z, =L se numeste

clasa de nilpotenta a lui L.

Rezultatele principale se bazeaza pe urmatoarele leme, in care se aratd unele
relatii dintre asociatorii de stanga, asociatorii de dreapta si comutatorii elementelor
din bucla factor L/L™?.

Lema 1. Pentru orice elemente x,y din A-bucla L si orice element a<L™ au

loc urmatoarele relatii:

[a,%,y] = (a,X,y) " mod L"*? (2.1);
[x,a,y]=(x,a,y) " modL"? (2.2)
[x,y,a] = (x,y,a) " mod L"*? (2.3)

Lema 2. Pentru orice A-bucla L, pentru orice elemente x,yel §i orice

elemente a,be L™ au loc urmatoarele relatii:

[ab, x] =[a, x][b, x]mod L"*? (2.4)
[a, xy]=[a, x][a, y]mod L"*? (2.5)
[a/b,x]=[a, x][b,x] ™ mod L"*? (2.6)
[a,x/y]=[a,X][a, y] ™ mod L"*? (2.7)
[a\b,x]=[a,x]™*[b, xJmod L""*? (2.8)
[a,x\ y]=[a,x][a, y]Jmod L"*? (2.9)

[a®,x%]=[a,x]**mod L"*? pentru orice numere intregi p,q (2.10)



Lema 3. Pentru orice A-bucla L, pentru orice elemente x,yel g§i orice

elemente a,be L") au loc urmatoarele relatii:

(x,a,y) =(a,x,y)(x,y,a)mod L (2.11)
(ab, x, y) = (a, x, y)(b, x, y) mod L"™? (2.12)
(a,xy,z) =(a,x,z)(a,y,z)mod L2 (2.13)
(a,%,y2)=(a,x, y)(a,x,z) mod L2 (2.14)
(a/b,x y) = (ax, y)(b, x, y)* mod L2 (2.15)
(a,x/y,2) =(a,x,z)(a,y,z) mod L"? (2.16)
(a,x,y/2)=(a,x,y)(@ax,z) " mod L2 (2.17)
(a\b,x,y) =(a,x, y)*(b,x y)mod L"? (2.18)
(a,x\y,2) =(a x2)*(a,y,z)mod L2 (2.19)
(a,x,y\2)=(a x y)™*(a x z)mod L"? (2.20)

@, x%,y")=(ax y)" mod " pentru orice numere intregi p,q,r (2.21)
p g

Corolar 1. Pentru orice A-bucla L, pentru orice elemente x,y,zeL si orice

elemente a,b e L™ au loc urmatoarele relatii:

[x,y,ab] =[x, y,a][x, y,b] mod L™? (2.24);
[xy,z,a]=[x,z,a][y,z,a] mod L"*? (2.25);
[x,yz,a]=[x,y,a][x, z,a] mod L2 (2.26);
[x,y,a/b]l=[x,y,a][x,y,b]* mod L""*? (2.27);
[x/y,z,a]l=[x,z,a][y,z,a]* mod L""? (2.28);
[x,y/z,a]l=[x,Yy,a][x,z,a]* mod L™? (2.29);
[x,y,a\b]=[x,y,a][x y,b]™* mod L"*? (2.30);
[x\y,z,a]l=[x,za][y,z,a]™* mod L""? (2.31);
[x,y\z,a]l=[x,y,a] '[x,z,a] mod L"*? (2.32);
[x?,y%,a"1=[x,y,a]”" mod L"*? pentru orice numere intregi p,q,r (2.33).



Teorema 1. Orice A-bucla nilpotenta si finit generata L satisface conditiel
maximalitatii pentru subbucle (adica orice subbucla a bulclei L este generata de un

numar finit de elemente).

Se spune ca bucla L este rezidual finita sau finit-aproximabild, dacd pentru

orice element neunitate x e L exista un omomorfism ¢, de la L pe o bucla finita astfel

ca ¢ (x)=e.

Teorema 2. A-bucla finit generata este finit aproximabila.

Fie F =F(x,,X,,...) - A-bucla libera cu o multime numerabila de generatori liberi

{X, X550y X} - PENLIU Orice i=12,...vom defini endomorfismul s,:F — F de relatiile:

5 = e, daca i=j;
" x, daca i # j.

Notam &, (u) =u/35,(u),i=12,....

Lema 4. Daca pentru elementul ueF are loc egalitarile us, =e, iefl...2n},

atunci ue F™,

Lema 5. Fie n>0 si weF. Atunci w poate fi reprezentat in forma

W=V, U, ,..uu, unde ve F™ si u =ws6,..0,, .pentru orice ie{l....2n}.
Teorema 3. Teoria ecvationala a A-buclei nilpotente are baza finita.

Corolar 2. Teoria (cuasi)ecvationala a varietatii, generate de A-bucla

nilpotenta, este rezolvabila.



Corolar 3. Problema egalitatii cuvintelor in A-bucla nilpotenta si finit

generata este rezolvabila.

Corolar 4. Oricare varietate K, a A-buclelor nilpotente de clasa <n este
generata de toate A-buclele sale cu 2n+1 generatori, si de aceea rangul axiomatic al

varietatii K nu intrece 2n+1.

Corolar 5. Fiecare subvarietate M a careiva varietati K a A-buclelor
nilpotente de clasa <n este generata de imaginea omomorfa a A-buclei K-libere cu

2n+1generatori liberi, i, prin urmare rangul de baza M nu intrece 2n+1.
Corolar 6. Orice varietate, generata de A-bucla nilpotenta si finita contine un

numar finit de subvarietati diferite. Fiecare din aceste subvarietati are baza finita de

identitati.
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