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1. Introducere
Se stie ca grupurile au apdrut In matematica ca grupuri de automorfisme. Rolul

automorfismelor este remarcabil si bine cunoscut. La studiereca diverselor structuri
matematice speciale, de carecter algebric, geometric si chiar extramatematic, se intalnesc,
adesea, diferite simetrii, care joacd un rol foarte important. Toate aceste simetrii, ale
diferitor obiecte de naturd atat matematica cat si fizica, pot fi definite si descrise doar
folosind limbajul automorfismelor. Astfel grupurile de automorfisme se prezintd ca un
aparat matematic special pentru descrierea simetriilor. Grupul de automorfisme al unei
structuri algebrice concrete in mare parte determina starea structurei insasi. Deasemenea
grupurile de automorfisme sunt folosite si pentru clasificarea diferitor obiecte matematice.

Se stie cd orice grup poate fi reprezentat ca grup de automorfisme al unui grupoid.
Exista un numar mare de lucrari, care contin constructii a diferitor structuri Q astfel incat
grupul de automorfisme AutQ este izomorf cu un grup G predefinit. Aceste rezultate pot fi
interpretate ca constructii a structurilor Q cu simetrii predefinite. Se pare cad numarul de
orbite al grupului AutQ masoara gradul de asimetrie a structurii Q, si este inteleasa dorinta
de incercare de a masura acestd asimetrie. Din acest punct de vedere cele mai simetrice
structuri  Q sunt acelea, care au grupul AutQ tranzitiv, adica Q este singura orbitd a
grupului AutQ. Aceasta este echivalent cu faptul ca pentru orice elemente a, b € Q exista
un automorfism ¢ < AutQ astfel incat ¢(a) =b.

Pentru cuasigrupuri sunt cunoscute unele rezultate care descriu unele cuasigrupuri cu

grupul de automorfisme tranzitiv. Insd problema descrierii tuturor cuasigrupurilor cu
grupul de automorfisme tranzitiv este in caz general nesolutionata.

In aceasti comunicare se prezinti un studiu al AGC-grupoizilor i
AGC —cuasigrupurilor (grupoizi sau cuasigrupuri automorfe de grup ciclic) , definite de
savantul francez Albert Sade, care formeaza o clasa larga de grupoizi §i cuasigrupuri
speciale, care au subgrupul de automorfisme ciclic si tranzitiv. Unele rezultate sunt

prezentate si demonstrate intr-un cadru mai general decéat cel confinut in lucrarile lui A.
Sade.



2.Notiuni si rezultate preliminare

Definitie A : Grupoidul (G, x) pentru care x xy = f(x —y) + y,¥Vx,y € G_unde (G, +) este
un grup cu element neutru o, iar f:G — G o functie arbitrara se numeste AG —grupoid.

Daca (G, +) este un grup ciclic atunci (G, x) se numeste AGC —grupoid.

Propozitie: Usor se verifica ca ca f =R} si RM(G, +) = Aut(G, x), unde
RM(G,+) = (R} |RI(x)=x+a,Vax €G],

deci (G, x) are grupul de automorfisme tranzitiv .

Propozitie: Orice grupoid (G, x) care are un subgrup ciclic de automorfisme tranzitiv de
ordinul |G| este de forma dats in Definitie A. Exista o corespondenta biunivoca intre AGC

— grupoizi §i totalitatea functiilor pe multimea G.
Corolar: Pentru |Q| = n exista exact n™ AGC — grupoizi definiti pe Q.
Corolar: Daca f este bijectie atunci R} este bijectie pentru orice a € G.

Teoremi: AG-—grupoidul (G, x) este cuasigrup la dreapta daca si numai daca f —

bijectiva.

Teoremi: Un AGC — grupoid (Q, =) este cuasigrup atunci si numai atunci cind

functia ce-l determina x =0 = f(x) satisface urmatoarele conditii:

{ O fE)=fO)=x=y
@Dx-f=y-fMeox=y

(unde operatiile "+ " si " — " sunt modulo n in cazul cind Q este finit de ordinul n.)



Teoremai: Orice AGC — cuasigrup finit (G, x) este de ordin impar.
Propozitie: Pentru orice numar impar exista un AGC — cuasigrup.

Exemplu: Astfel se obtine, ca grupoidul definit de aplicatia x — x*,vx e Qprin relatia

x*y=f(x—y)+Yy, vVx, yeQ intr-un grup ciclic de ordin impar este AGC —cuasigrup.

Exemplu: Fie @ = 2N = {2k|k € N}. Atunci (Q, x) definit pe @ de urmatoarea operatie:

% (x +vy), dacix,y, % (x + y)sunt pare
XXy = ;
%(x + v) + 1,dacd x, y — pare, % (x + y) — impar

este AGC — grupoid.

Exemplu: Fie @ =2Z numerele intregi pare. Atunci se stie ca (Q, +) este grup ciclic.

Definim functia f:2Z — 2Z astfel:

£ _{ —x, x € (—o. 0]N2Z, adica x <0

—x —2, x€(0,+») N 2Z, adici x >0’
Observam ca f nu este surjectiva, dar este injectiva, deoarece ecuatia f(x) =—2 nu are
solutii:

—x =-2, x €E(—,0]Nn2Z
:_2 » r
f&x) ﬁ{—x—zz—z, x € (0, 40) N2Z

@{xz?_, x € (—oo0,0]N2Z -
x =0, x € (0,+0)N2Z

xED

Propozitie: Nu exista un AGC — grup netrivial (care contine cel putin douad elemente).

Deseori in loc de AGC-cuasigrupul definit de permutarea f se spune scurt

AGC —cuasigrupul f .



3.Transformari ce pastreaza invarianta proprietatea
grupoidului de a fi AGC - grupoid.

Cu ort(Q,+) notam multimea tuturor permutarilor f ale multimei Q, care definesc in
modul stabilit AGC —cuasigrupuri si astfel incit 9:6¢ = G,g(x) = x — f(x) este bijectie. Este
adevaratd urmatoarea afirmatie.

Teoremai: Daca f <Ort(Q,+), atunci avem aplicatiile

a:ort(Q,+) » Oort(Q,+), f »>a(f), a(f)(x)=x-1(x), VX,y € Q;
b:0rt(Q,+) » Ort(Q,+), f = b(f), b(f)(x)=—f(-x), Vx,y € Q;
ab:0rt(Q,+) —» Ort(Q,+), f — ab(f), ab(f)(x) =x+ f(-x), Vx,y € Q;
c:0rt(Q,+) —» Oort(Q,+), f - c(f), c(f)(x) = f*(x), Vx,y € Q;

D, :0rt(Q,+) » Ort(Q,+), f - D, (f), D, (f)(x) = f(x—h), VX,y,heQ;
E, :Ort(Q,+) » Ort(Q,+), f > E,(f), E,(f)(X)=f(X)+h, ¥X,y,heQ

care sunt permutari ale multimei Ort(Q,+), si care formeaza un grup diedral de ordinul 12.
Remarci: Aceste relatii raimin adevarate si pentru orice grup abelian (Q,+)inclusiv infinit.

Remarci: Daca f € Ort(G, +) atunci AGC — cuasigrupul determinat de functia f il vom
nota cu (>f<) sau (6, ).

Propozitie: Pentru orice h € Q si orice f € 0rt(G, +) AGC — cuasigrupurile determinate de

functiile D,(f) si E,(f) sunt izotopi ai AGC — cuasigrupului determinat de 7.

Notam M = {f:Zn —>Zn|f(x) =ax+b;ab€Z,(an)=1(a—1,n) = 1};

Lema: Multimea M este invarianta fata de transformarile a,b, c,D,, §i Ej,.

Exemplu: Dacda n=2k+1 i a= "‘zi atunci  pentru f:Z,—-Z, CU
f(x) = ax + b (mod n),b € Z,, AGC — grupoidul (cuasigrupul) (z,, f?) este comutativ.
Propozitie: Pentru orice n impar exista un AGC — grupoid comutativ.

Exemplu: Pentru n = 3 toate AGC — cuasigrupurile sunt date de functiile:

f(x) = 2x (mod 3); g(x) = (2x +1)(meod 3); r(x) = (2x + 2)(mod 3);



4. Compozitia AGC — cuasigrupurilor

Teorema [2]: Fie f € 0rt(Z,, +) §i py € 07t(Z, +),V x € Z,. Atunci aplicatia
F:Zpy = Zpp, F(x +py) = f(x) + pp.(y¥), VX E€EZ, VY EZp

este ortomorfism al grupului (Z,,,, +).

Propozitie: Daca a € Z, §i axa=a atunci (Ca, >;) este subcuasigrup normal in (Zmp, >;)

Corolar: Dacad a € (Zp, f?) siaxa=a atunci XX = X, oricare ar fi x € zZ,.

Teorema [2]: Fie 0rt multimea tuturor ortomorfismelor grupurilor Z,,p =1,2,3,4,....

Atunci (0rt,*) este semigrup necomutativ cu unitate in raport cu operatia (=) definitd prin
egalitatea
f*po=f+pp,fEOrtZ,, p€Ortz,

(f *p)(a +px) = f(a) +po(x),¥ a € Z,,Vx € Z,,.

Corolar: Fie (M,) = {p,p") - subsemigrupul semigrupului (~*,) generat de numerele p si

p'. AtUNCI Ort’ = U,y Ort Z, este subsemigrup al semigrupului (0rt,=).

Corolar: Daca f € ort Z,, atunci subsemigrupul semigrupului (0rt,+) generat de

elementul ¥ este izomorf cu grupul aditiv al numerelor naturale (v, +).



5. Parastrofii AGC - cuasigrupului

Notam cu "\;" si "/," parastrofii AGC — cuasigrupului (g, >J§), adica

xxy=2ex\rz=vez/-y=xVx,yEQ.
X \rz =3 /7y yEQ

Propozitie: Parastrofii AGC — cuasigrupului sunt tot AGC — cuasigrupuri.

Propozitie: Dacd (Q, x) este AGC - cuasigrup, atunci (\;) = () i (/7) = - ).

Corolar: Clasa AGC — cuasigrupurilor este inchisa in raport cu transformarea de

parastrofie.

Teorema: Daca f € 0rt(Q,+) atunci aplicatia h:Q - Q, h(x)zoigx este ortomorfism,

h € Ort(Q,+).

Corolar: Daca f € o0rt(Q,+) atunci aplicatia h:Q — Q, h(x):();g]x este ortomorfism,

heort(Q,+).

Teoremai: Daca (Q,x) este un AGC — cuasigrup, de ordinul |Q| = n, daca elementul
h € Q este solutie a unei din urmatoarele trei ecuatii 0 x 0 = x,x x0 = 0,0 X x = 0 §i h este
reciproc prim cu n atunci Aut(Q,x) = C = {R}|la€ @}, unde Rfx=a+x, unde "+ " se ia

dupa modulul n.



Teorema: Daca AGC — cuasigrupul finit (¢, x) de ordin n nu este generat de nici un
element al sau, atunci:

1. Fiecare element al sau genereaza un subcuasigrup de acelasi ordin constant
m (mp = n);

2. Exista exact m subcuasigrupuri astfel definite (monogenerate), care este generat de
orice element al sau;

3. Toate aceste p — subcuasigrupuri sunt disjuncte, izomorfe intre ele si toate se obtin
din oricare altul aplicind automorfismele R;}:Q - Q,h € {0,1,2, ...,p — 1};

4. Subcuasigrupul generat de elementul o este: b =0,p,2p,3p, ...,n —p, $i el se obtine
prin inmulfirea cu p, fara a schimba legea de compozitie a unui cuasigrup oarecare
de ordin m automorf de acelasi grup ciclic de ordin m, adica generat de unul din
elementele sale;

5. Toate aceste subcuasigrupuri au acelasi grup de automorfisme, §i anume grupul

ciclic de ordinul m, si anume grupul ciclic generat de R;:Q — Q,x — x + p.
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