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CLASA A VIII-A: SOLUTII

8.1 Si se arate ci nu existd perechi (m,n) de numere naturale care satisfac ecuatia 2™ — n? = 2009.

Rezolvare: Ecuatia se scrie 2™ = n? + 2009 > 2009. Rezulta cd m > 11. Cum n este impar, notam
n = 2k + 1. Punem in ecuatie si obtinem 2™ = 4k? + 4k + 2010. Cum 2™ pentru m > 11 este divizibil
prin 4, iar 2010 nu este divizibil prin 4, obtinem contradictie. Deci, nu exista perechi (m,n) de numere
naturale care ar satisface ecuata din enunt.

8.2 Numerele reale a si b satisfac relatiile 0 < a + b < a - b. Sa se demonstreze ca a + b > 4.

Rezolvare: Notam s = a + b i p = ab. Din enunt, rezulta ca p > s > 0. Conform relatiilor lui Viete,
numerele a si b sunt solutii ale ecuatiei 2> — sz + p = 0. Prin urmare, discriminantul ecuatiei date este
nenegativ, adica s? —4p > 0. Cum ps > s? obtinem 0 < s*> —4p < sp —4p = p(s —4). Cum p > 0, rezulta
ca s > 4. Deci a4+ b > 4.

8.3 Cercul (] de centru O si cercul C5 sunt secante in punctele A si B, astfel incat punctul O apartine
cercului Cy. Dreptele d si e sunt tangente in A la cercurile C] si,respectiv Cs. Daca dreapta e taie cercul
C1 In punctul D, sa se demonstreze ca dreptele BD si d sunt paralele.

Rezolvare. Unim punctele A, B §i D cu centrul O. Avem OA = OB = OD s m(£LABO) =
m(£LBAO) = m(£LDAO) = m(£LADO), ele avand masura egala cu jumatate din masura arcului mic OA
al cercului Cy. Astfel, [AO este bisectoarea unghiului BAD. Prin urmare, m(LAOD) = m(£LAOB) si
triunghiurile AOD si AOB sunt congruente conform cazului LUL. Obtinem AB = AD), adica triunghiul
BAD este isoscel. Atunci dreapta AO este mediatoarea segmentului [BD)]. Astfel, AO 1 d si AO 1L BD,
de unde rezulta ca dreptele BD si d sunt paralele.

8.4 Sa se demonstreze ca un triunghi dreptunghic are un unghi cu masura egala cu 30° daca si numai
daca centrul cercului inscris in acest triunghi este situat pe mediatoarea medianei duse din varful unghiului
drept al triunghiului.

Rezolvare. Fie triunghiul ABC' cu m(Z£A) = 90°, punctul M - mijlocul ipotenuzei [BC], iar I - centrul
cercului inscris in triunghi, iar £ gi F' proiectiile ortogonale ale centrului I pe cateta [AB] si ipotenuza
[BC.

Fie I apartine mediatoarei segmentului [AM]. Atunci Al = M. Punctele A, I, M nu sunt coliniare,
deoarece I nu poate Injumatati o bisectoare. Atunci triunghiurile AET si M F'I sunt congruente si M F' =
AFE. Daca AC > AB, atunci AB = AE+ EB = BF + MF = BM = BC/2. Deci, triunghiul BAM este
echilateral { m(ZC) = 30°. Daca AB > AC, atunci analogic se demonstreaza ca triunghiul CAM este
echilateral si m(£B) = 30°.

Fie triunghiul ABC' are un unghi cu masura de 30°, fie m(ZC) = 30°. Atunci triunghiul M AB este
echilateral, iar BE = BF. Rezulta ca AE = FM si triunghiurile AET si M FI sunt congruente. Prin
urmare, AI = M1 si punctul I apartine mediatoarei medianei [AM]. Problema este rezolvata.

8.5 Din girul tuturor numerelor naturale de la 1 pana la la 2009 inclusiv se exclud toti multiplii lui 5.
Sa se afle ultima cifra a produsului numerelor ramase.

Rezolvare. Multiplii lui 5 au ultima cifra egala cu 0 sau 5. Dupa excluderea lor aranjam numerele
ramase in ordine crescatoare. Cele 1608 numere ramase pot fi impartite in 201 grupe si numerele din



fiecare grupa au urmatoarele cifre ale unitatilor: 1,2,3,4,6,7,8,9. Usor se verifica ca produsul numerelor
din fiecare grupa are cifra unitatilor egala cu 6. Prin urmare, cifra unitatilor a produsului din enunt, este,
la fel, egala cu 6.

8.6 Sa se demonstreze ca exista un numar natural, scris in baza 10, cu cifre nenule identice si divizibil

cu 2009.
Rezolvare. Fie b € {1,2,3,4,5,6,7,8,9} si cercetam 2010 numere de forma

a; = b, a9 — bb, a3 = bbb, ..., Q2009 = bbb, a2010 — bbb,
2009 ori 2010 ori

adica fiecare numar a, contine exact n cifre egale cu b pentru orice numar natural n ;1 < n < 2010.
La impartirea prin 2009 exista doar 2009 resturi diferite. Conform principiului lui Dirichlet printre cele
2010 numere exista cel putin 2 numere care dau acelasi rest la impartirea prin 2009. Fie ele numerele
a,, §i ag, unde numerele naturale k£ gi m satisfac relatiile 1 < m < k£ < 2010. Avem a; = 2009 - p 4 r si
ap = 2009 - ¢ + r, unde numerele naturale p si g satisfac relatia p > ¢. Pentru diferenta ay — a,, obtinem

ax — Ay =2009- (p—q)=0b...b—0bb...b=0b...b- 10™,

k ori m ori k—m ori

adica ay —a,, = 10™-ap_,,, unde ax_,, este un numar din cele cercetate. Deoarece 2009 si 10" sunt numere
naturale relativ prime, rezulta ca numarul ay_,,, care are k —m cifre de b, este divizibil la 2009. Problema
este rezolvata.



