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CAPITOLUL 1

MUL�TIMI

1. No�tiunea de mul�time

Conform de�ni�tiei creatorului teoriei mul�timilor, Georg Cantor (1845-1918), mul�timea
este "o colec�tie de obiecte bine determinate, distincte ale intui�tiei sau g�andirii noastre,
considerate ca un tot".

Observa�tie 1.1.1.
1) De�ni�tia adus�a mai sus nu este strict�a, deoarece no�tiunea de "mul�time" se de�ne�ste

prin no�tiunea de "colec�tie", sensul exact al c�areia nu este determinat. �In genere, orice alt�a
"de�ni�tie" a mul�timii ar conduce la de�ni�tia ei prin ea ��ns�a�si � printr-un sinonim. Este o
situa�tie natural�a � no�tiunea de mul�time este o no�tiune primar�a, la fel cum punctul, dreapta
sau planul ��n geometrie.

�In teoriile axiomatice stricte, no�tiunea de "mul�time" se de�ne�ste indirect, prin pro-
priet�a�tile ce le veri�c�a.

Punctul de vedere pe care ��l vom adopta ��n lucrarea de fa�t�a constituie "teoria naiv�a" a
mul�timilor, vom evita construc�tii axiomatice stricte. A�sa o abordare va ��nlesni ��n�telegerea,
iar a�rma�tiile ce se vor ob�tine ��n a�sa mod pot � demonstrate �si din punct de vedere al
teoriilor axiomatice formale.

2) O mul�time de obiecte se consider�a ca un singur obiect.
3) Nu se impune nici o restric�tie asupra elementelor mul�timii, adic�a asupra obiectelor

ce alc�atuiesc mul�timea. Obiectele au doar calitatea de a apar�tine sau ba mul�timii.
4) Nu import�a ordinea ��n care elementele ��ntr�a ��n mul�time.
5) Pentru a de�ni o mul�time, este necesar de a de�ni elementele ce intr�a ��n aceast�a

mul�time.
�In continuare, de regul�a, vom nota mul�timile cu litere mari: A, B, C, . . . , X, Y , Z (pot

� utilizate alfabete diverse sau simboluri gra�ce etc), iar elementele mul�timii cu litere mici:
a, b, c, . . . , x, y, z.
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Dac�a obiectul a apar�tine mul�timii A, adic�a a este un element al mul�timii A, vom scrie
a ∈ A. Dac�a obiectul a nu se g�ase�ste ��n mul�timea A, vom scrie a 6∈ A. Simbolurile ∈, 6∈ se
numesc apartenen�t�a, respectiv neapartenen�t�a.

Exemple de mul�timi.
1. Mul�timea cifrelor sistemului zecemal de numera�tie

{ 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 }.

2. Mul�timea numerelor naturale

N = { 0, 1, 2, 3, . . . }.

3. Mul�timea numerelor naturale pozitive

N∗ = { 1, 2, 3, . . . }.

4. Mul�timea numerelor ��ntregi

Z = { 0,±1,±2, . . . }.

5. Mul�timea numerelor ra�tionale

Q = { m

n

∣∣∣m ∈ Z, n ∈ N∗ }.

6. Mul�timea numerelor reale. Aceasta mul�time se noteaz�a prin R �si se de�ne�ste strict
��n cursul de analiz�a matematic�a. Elementele acestei mul�timi sunt toate numerele ra�tionale
�si ira�tionale (adic�a numerele ce nu pot � reprezentate ca raportul dintre un num�ar ��ntreg
�si un num�ar natural pozitiv). Exemple de numere reale:

−3,
5

7
, 17, 3

1

2
,
√

2, − sin 1, e, π, ln 5.

7. Mul�timea numerelor complexe

C = { a + ib | a ∈ R, b ∈ R }, unde i2 = −1.

8. Mul�timea

S = { (x, y, z) |x ∈ Z, y ∈ Z, z ∈ Z, x3 + y3 + z3 = 30 }.

9. Mul�timea tuturor fulgilor de z�apad�a din anul trecut.
10. Mul�timea tuturor cuvintelor din aceasta lucrare.
11. Mul�timea triunghiurilor din plan.
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2. Moduri de de�nire a mul�timilor

O mul�time se consider�a de�nit�a, dac�a exist�a un criteriu, dup�a care deosebim elementele
mul�timii de celelalte obiecte ce nu fac parte din mul�time. �In acest sens, o mul�time poate �
de�nit�a

1) enumer�and elementele mul�timii;
2) prin speci�carea unei propriet�a�ti caracteristice P ale elementelor sale.
O mul�time determinat�a prin enumerarea elementelor sale se noteaz�a scriind��ntre acolade

elementele sale, separate prin virgule (a se vedea exemplul 1 �1). Mul�timile de�nite prin
speci�carea propriet�a�tii P se vor nota prin

A = {x |P (x) },

adic�a mul�timea acelor obiecte x, pentru care are loc P (x) (a se vedea exemplul 3 �1).
De�ni�tie 1.2.1. (Rela�tia de egalitate)
Dou�a mul�timi se numesc egale dac�a �si numai dac�a ele sunt formate din acelea�si ele-

mente.
C�and dou�a mul�timi A �si B sunt egale, vom scrie A = B, ��n caz contrar A 6= B.
Exemple.
1. A = { 1, 2, 3 }, B = { 3, 2, 1 }, C = { 3, 3, 1, 2, 1 }, D = { 1, 2 },
A = B, A = C, B = C, A 6= D.
2. A = { x |x ∈ Z, x2 = 4 }, B = {−2, 2 }, A = B.
3. A = { sin x |x ∈ R }, B = { x ∈ R | |x| ≤ 1 }, A = B.
4. A = { x ∈ R | |x| > 2 }, B = {x ∈ Q |x2 = 2 }, A 6= B.

3. Rela�tia de incluziune a mul�timilor

De�ni�tie 1.3.1. Fie A �si B dou�a mul�timi. Se spune c�a A este o submul�time a lui
B, sau este inclus�a ��n B �si se noteaz�a A ⊂ B, dac�a �ecare element al mul�timii A apar�tine
mul�timii B, adic�a

A ⊂ B ⇔ ∀x(x ∈ A ⇒ x ∈ B).

Exemplu. N∗ ⊂ N ⊂ Q ⊂ R ⊂ C.
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Observa�tie 1.3.1. Dac�a A ⊂ B, mai spunem c�a A se con�tine ��n B sau B con�tine
(sau include) pe A, sau A este o parte a lui B. �In loc de A ⊂ B se scrie de asemenea
B ⊃ A, iar dac�a A nu se include ��n B, se scrie A 6⊂ B sau B 6⊃ A (�g. 1).
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Fig. 1
Rela�tia de incluziune are urm�atoarele propriet�a�ti.
Propriet�a�ti 1.3.1.
1) A ⊂ A (re�exivitate);
2) A ⊂ B �si B ⊂ C ⇒ A ⊂ C (tranzitivitate);
3) A ⊂ B �si B ⊂ A ⇒ A = B (antisimetrie).
De�ni�tie 1.3.2. Mul�timea, care nu con�tine nici un element se nume�ste mul�time vid�a.
Mul�timea vid�a se noteaz�a cu simbolul ∅.
Exemple.
1. { x |x 6= x } = ∅.

2. { x ∈ R |x2 + 1 = 0 } = ∅.

A�rma�tie 1.3.1. Mul�timea vid�a este submul�timea a oric�arei mul�timi.
Demonstra�tie. Fie A o mul�time arbitrar�a. Vom presupune c�a ∅ 6⊂ A. Rezult�a, c�a

exist�a a�sa un element x ∈ ∅ astfel ��nc�at x 6∈ A. Dar a�sa ceva este imposibil, deoarece ∅ nu
con�tine elemente. Contradic�tia ob�tinut�a demonstreaz�a a�rma�tia ini�tial�a.

Fie A � o mul�time arbitrar�a. Mul�timea p�ar�tilor mul�timii A (mul�timea tuturor submul�timilor
ei) se noteaz�a P(A) sau 2A, astfel

P(A) = {X |X ⊂ A }.

Este evident, c�a ∅ ∈ P(A) �si A ∈ P(A).
Exemple.
1. P(∅) = {∅ }.
2. P({ 1, 2 }) = {∅, { 1 }, { 2 }, { 1, 2 } }.
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3. P({ a, b, c }) = {∅, { a }, { b }, { c }, { a, b }, { b, c }, { a, c }, { a, b, c }}.

4. Mul�timea universal�a

Paradoxul lui Russel
Exist�a dou�a feluri de mul�timi. Unele mul�timi nu se con�tin pe sine ��n calitate de ele-

ment (de exemplu, N 6∈ N, Q 6∈ Q), altele ��ns�a posed�a a�sa o proprietate. De exemplu,
A = { X |X este mul�time } este un element al s�au.

Consider�am mul�timea M , ce const�a din toate mul�timile care nu se con�tin pe sine ��n
calitate de element, adic�a

M = {X |X 6∈ X }.

Admitem c�a M ∈ M . Atunci, cum �ecare element X ∈ M veri�c�a condi�tia X 6∈ X,
rezult�a M 6∈ M , ceea ce contrazice ipoteza ini�tial�a.

Admitem c�a M 6∈ M . Atunci, conform de�ni�tiei mul�timii M , se ob�tine M ∈ M , ceea
ce iar contrazice presupunerea.

A�sadar, se ob�tine c�a at�at a�rma�tia M ∈ M , c�at �si nega�tia ei M 6∈ M sunt false
(paradoxul lui Russel).

Prin urmare M nu poate � acceptat�a ca mul�time, deci nici A.
Observa�tie 1.4.1. Pentru a evita a�sa situa�tii paradoxale, ce �tin de mul�timi de tipul

"mul�timea tuturor mul�timilor", vom �xa o mul�time su�cient de "bogat�a", ce con�tine ��n
sine toate mul�timile necesare (de exemplu N, R, C, C[a, b], . . . ). Aceast�a mul�time o vom
numi mul�time universal�a �si o vom nota U . Toate mul�timile considerate ��n continuare vor
� submul�timi (p�ar�ti) ale mul�timii universale U , chiar dac�a aceasta nu va � speci�cat.

5. Opera�tii cu mul�timi

De�ni�tie 1.5.1. Reuniune a mul�timilor A �si B se nume�ste mul�timea notat�a cu A∪B

�si de�nit�a astfel

A ∪B = { x | x ∈ A sau x ∈ B },

adic�a A ∪B este mul�timea elementelor ce apar�tin cel pu�tin uneia din mul�timile A �si B.
Exemple.
1. Fie A, B � mul�timile din �g. 2. Atunci A ∪B va � mul�timea ha�surat�a.
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Fig. 2
2. { 1, 2, 3 } ∪ { 2, 3, 4, 5 } = { 1, 2, 3, 4, 5 }.
3. Fie A = { (x, y) ∈ R2 |x2 + y2 ≤ 1 }, B = { (x, y) ∈ R2 |x ≥ 0 }. Atunci reuniunea

mul�timilor A �si B va avea forma (�g. 3.)
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Fig. 3
A�rma�tie 1.5.1. (Propriet�a�tile opera�tiilor de reuniune)
1) A ∪ A = A (idepoten�t�a);
2) A ∪∅ = A;
3) A ∪ U = U ;
4) A ∪B = B ∪ A (comutativitate);
5) (A ∪B) ∪ C = A ∪ (B ∪ C) (asociativitate).
Demonstra�tia acestor propriet�a�ti rezult�a imediat din de�ni�tia reuniunii a dou�a mul�timi.
De�ni�tie 1.5.2. Intersec�tie a mul�timilor A �si B se nume�ste mul�timea notat�a cu A∩B

�si de�nit�a astfel

A ∩B = {x |x ∈ A �si x ∈ B},

adic�a A ∩B este mul�timea elementelor, ce apar�tin �si lui A �si lui B.
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Exemple.
1. Fie A, B � mul�timile din �g. 4. Atunci A ∩B va � mul�timea ha�surat�a.
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Fig. 4
2. (−∞, 1] ∩ (−2, 7] = (−2, 1].
3. {a, b, c} ∩ {b, d} = {b}.
4. {1, 2, 3, 4} ∩ {5, 6, 7, 8, 9, 10} = ∅.
A�rma�tie 1.5.2. (Propriet�a�tile opera�tiilor de intersec�tie)
1) A ∩ A = A (idepoten�t�a);
2) A ∩∅ = ∅;
3) A ∩ U = A;
4) A ∩B = B ∩ A (comutativitate);
5) (A ∩B) ∩ C = A ∩ (B ∩ C) (asociativitate).
Demonstra�tia acestor propriet�a�ti rezult�a imediat din de�ni�tia intersec�tiei a dou�a mul�timi.
A�rma�tie 1.5.3. Leg�atura dintre opera�tiile de reuniune �si intersec�tie este exprimat�a

de propriet�a�tile de distributivitate:
1) A ∪ (B ∩ C) = (A ∪B) ∩ (A ∪ C);
2) A ∩ (B ∪ C) = (A ∩B) ∪ (A ∩ C).
Demonstra�tie. Vom demonstra, de exemplu, proprietatea 2 (demonstra�tia propriet�a�tii

1 este similar�a).
Fie x un element arbitrar. Atunci

x ∈ A ∩ (B ∪ C) ⇔ x ∈ A �si x ∈ (B ∪ C) ⇔ x ∈ A �si (x ∈ B sau x ∈ C) ⇔
⇔ (x ∈ A �si x ∈ B) sau (x ∈ A �si x ∈ C) ⇔ (x ∈ A ∩B) sau (x ∈ A ∩ C) ⇔
⇔ x ∈ (A ∩B) ∪ (A ∩ C).

A�rma�tie 1.5.4. Leg�atura dintre opera�tiile de incluziune �si opera�tiile de reuniune �si
intersec�tie este exprimat�a de urm�atoarele propriet�a�ti:
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1) A ⊂ A ∪B;
2) A ⊂ B ⇔ A ∪B = B;
3) A ⊂ B ⇒ A ∪ C ⊂ B ∪ C;
4) A ⊂ C �si B ⊂ C ⇒ A ∪B ⊂ C;
5) A ∩B ⊂ A;
6) A ⊂ B ⇔ A ∩B = A;
7) A ⊂ B ⇒ A ∩ C ⊂ B ∩ C;
8) C ⊂ A �si C ⊂ B ⇒ C ⊂ A ∩B.
Demonstra�tia acestor propriet�a�ti nu prezint�a greut�a�ti.
De�ni�tie 1.5.3. Diferen�t�a a mul�timilor A �si B se nume�ste mul�timea notat�a cu A \B

�si de�nit�a astfel

A \B = { x |x ∈ A �si x 6∈ B },

adic�a A \B este mul�timea elementelor lui A, ce nu apar�tin lui B.
Exemplu. Fie A, B � mul�timile din �g. 5. Atunci A \B va � mul�timea ha�surat�a.
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Fig. 5
Observa�tie 1.5.1.
1) Diferen�ta A \B se ob�tine elimin�and din A elementele, ce apar�tin �si lui B.
2) Dac�a A ∩B = ∅, atunci A \B = A.
3) Dac�a A ⊂ B, atunci A \B = ∅.
De�ni�tie 1.5.4. Diferen�ta simetric�a a mul�timilor A �si B se nume�ste mul�timea

A ∆ B = (A \B) ∪ (B \ A).

Exemple.
10



1. Fie A, B � mul�timile din �g. 6. Atunci diferen�ta simetric�a a acestor mul�timi va �
mul�timea ha�surat�a.
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Fig. 6
2. (−∞, 2] ∆ [−3, 5) = (−∞,−3) ∪ (2, 5).
3. {4, ◦, ? }∆ { ¦,4} = { ◦, ?, ¦ }.
A�rma�tie 1.5.5. Mul�timea tuturor submul�timilor (o parte a mul�timii universale U),

��nzestrat�a cu opera�tia binar�a algebric�a ∆ , este un grup abelian, adic�a se veri�c�a rela�tiile:
1) (A ∆ B) ∆ C = A ∆ (B ∆ C) (asociativitatea);
2) A ∆∅ = ∅∆ A = A (∅ � element neutru);
3) A ∆ A = ∅ (A este simetricul lui A);
4) A ∆ B = B ∆ A (comutativitatea).
Demonstra�tie. Vom demonstra, de exemplu, proprietatea 1 (celelalte propriet�a�ti se

demonstreaz�a similar).
∀x ∈ (A ∆ B) ∆ C ⇒ (x ∈ A ∆ B �si x 6∈ C) sau (x 6∈ A ∆ B �si x ∈ C).

Dac�a x ∈ A ∆ B �si x 6∈ C, atunci
((x ∈ A �si x 6∈ B) sau (x 6∈ A �si x ∈ B)) �si x 6∈ C ⇒
⇒ (x ∈ A �si x 6∈ B �si x 6∈ C) sau (x 6∈ A �si x ∈ B �si x 6∈ C) ⇒
⇒ (x ∈ A �si x 6∈ B ∆ C) sau (x 6∈ A �si x ∈ B ∆ C) ⇒ x ∈ A ∆ (B ∆ C).

Dac�a x 6∈ A ∆ B �si x ∈ C, atunci
x 6∈ A \B �si x 6∈ B \A �si x ∈ C ⇒ (x 6∈ A sau x ∈ B) �si (x 6∈ B sau x ∈ A) �si x ∈ C ⇒
⇒ (x 6∈ A �si x 6∈ B �si x ∈ C) sau (x ∈ B �si x ∈ A �si x ∈ C) ⇒
⇒ (x 6∈ A �si x ∈ B ∆ C) sau (x ∈ A �si x 6∈ B ∆ C) ⇒ x ∈ A ∆ (B ∆ C).

A�sadar,

(A ∆ B) ∆ C ⊂ A ∆ (B ∆ C).

Incluziunea invers�a se demonstreaz�a similar.
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De�ni�tie 1.5.5. Fie T � o mul�time, �si A ⊂ T o submul�time. Mul�timea

CT (A) = {x |x ∈ T �si x 6∈ A }

se nume�ste complementara mul�timii A ��n raport cu T .
Exemple.
1. Fie T �si A � mul�timile din �g. 7. Atunci CT (A) va � mul�timea ha�surat�a.
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Fig. 7
2. CR([1, +∞)) = (−∞, 1).
A�rma�tie 1.5.6. (Formule lui de Morgan)
Dac�a A �si B sunt dou�a submul�timi ale lui T , atunci
1) CT (A ∪B) = CT (A) ∩ CT (B);

2) CT (A ∩B) = CT (A) ∪ CT (B).

Demonstra�tie. Vom demonstra, de exemplu, rela�tia 1. Cum A ⊂ T �si B ⊂ T ,
x ∈ CT (A ∪B) ⇔ x ∈ T �si x 6∈ (A ∪B) ⇔ x ∈ T �si x 6∈ A �si x 6∈ B ⇔
⇔ x ∈ CT (A) �si x ∈ CT (B) ⇔ x ∈ CT (A) ∩ CT (B).

Observa�tie 1.5.2. De regul�a, din context este clar ��n raport cu ce mul�time T se ia
complementara mul�timilor considerate. �In a�sa caz, indicele T se omite �si complementara
mul�timii A se noteaz�a C(A) sau A.

A�rma�tie 1.5.7. Complementara are propriet�a�tile:
1) CT (CT (A)) = A;
2) CT (∅) = T ;
3) CT (T ) = ∅.
De�ni�tie 1.5.6. Fie x �si y dou�a obiecte. Se nume�ste pereche ordonat�a a obiectelor x

�si y mul�timea notat�a (x, y) �si de�nit�a astfel:

(x, y) = {{x}, {x, y}}.
12



A�rma�tie 1.5.8. Dac�a (x, y) �si (u, v) sunt dou�a perechi ordonate, atunci

(x, y) = (u, v) ⇔ x = u �si y = v.

Demonstra�tie. Fie (x, y) = (u, v), adic�a {{x}, {x, y}} = {{u}, {u, v}}. Sunt posibile
urm�atoarele cazuri:

I. Obiectele x �si y coincid. Atunci {{u}, {u, v}} = {{x}} �si prin urmare, {u} = {x} �si
{u, v} = {x}. Rezult�a u = x �si v = x, adic�a x = u �si y = v.

II. Obiectele x �si y sunt diferite. Atunci u 6= v �si, prin urmare, {x} = {u} �si {x, y} = {u, v},
de unde x = u �si y = v.
Dac�a x = u �si y = v, atunci, evident, (x, y) = (u, v).

Observa�tie 1.5.3. Dac�a x �si y sunt dou�a obiecte diferite (x 6= y), atunci (x, y) 6= (y, x).

De�ni�tie 1.5.7. Fie a1, a2, . . . , an � n obiecte. Se nume�ste n-uplu ordonat, obiectul
notat (a1, a2, . . . , an) �si de�nit prin induc�tie:

(a1, a2, . . . , an) = ((a1, a2, . . . , an−1), an), (n ≥ 3).

De�ni�tie 1.5.8. Produs cartesian al mul�timilor A1, A2, . . . , An se nume�ste mul�timea
notat�a A1 × A2 × · · · × An �si de�nit�a astfel:

A1 × A2 × · · · × An = { (a1, a2, . . . , an) | aj ∈ Aj , j = 1, n }, (n ≥ 2).

Exemplu. {a, b} × {1, 2, 3} = {(a, 1), (a, 2), (a, 3), (b, 1), (b, 2), (b, 3)}.
A�rma�tie 1.5.9. Au loc rela�tiile:
1) (A×B) ∩ (C ×D) = (A ∩ C)× (B ∩D);
2) (A ∪B)× C = (A× C) ∪ (B × C);
3) A× (B ∪ C) = (A×B) ∪ (A× C);
4) (A ∩B)× C = (A× C) ∩ (B × C);
5) A× (B ∩ C) = (A×B) ∩ (A× C).

13



Demonstra�tia acestor rela�tii rezult�a imediat din de�ni�tiile opera�tiilor
respective.
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CAPITOLUL 2

CORESPONDEN�TE

1. Coresponden�ta ��ntre dou�a mul�timi

De�ni�tie 2.1.1. Fie X �si Y dou�a mul�timi. Tripletul ordonat (X,G, Y ), unde G este
o submul�time a produsului cartesian X×Y , se nume�ste coresponden�t�a de la mul�timea X la
mul�timea Y . Mul�timea G se nume�ste gra�cul coresponden�tei, X � domeniul coresponden�tei,
iar Y � codomeniul (domeniu de valori) coresponden�tei.

Exemple.
1. Fie X = Y = R, G � mul�timea reprezentat�a ��n �g. 8. Tripletul α = (R, G,R) este

o coresponden�t�a de la mul�timea numerelor reale la ea ��ns�a�si.
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Fig. 8

2. Fie X = {1, 2, 3, 4}, Y = {a, b, c}, G = {(1, a), (3, a), (3, b), (2, c)}. Tripletul
α = (X, G, Y ) este o coresponden�t�a de la mul�timea X la mul�timea Y . Coresponden�ta α

poate � de�nit�a �si astfel (�g. 9).
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3. Fie X = {π | π � plan ��n R3}, Y = {l | l � dreapt�a ��n R3},
G = {(π, l) | π ∈ X, l ∈ Y, l ⊥ π}. Tripletul α = (X, G, Y ) este coresponden�t�a de la
mul�timea X la mul�timea Y .

4. Fie X = Z, Y = Z, G = {(x, y) | x ∈ Z, y ∈ Z, x2 + y2 = 5k, k ∈ N}. Tripletul
α = (Z, G,Z) este coresponden�t�a de la mul�timea numerelor ��ntregi la ea ��ns�a�si.

De�ni�tie 2.1.2. Fie α1 = (X1, G1, Y1) �si α2 = (X2, G2, Y2) � dou�a coresponden�te.
Coresponden�tele α1 �si α2 sunt egale (α1 = α2), dac�a X1 = X2, Y1 = Y2 �si G1 = G2.

Coresponden�tele din exemple 1− 4 sunt distincte, iar coresponden�tele α1 = (R, G1,R+)

�si α2 = (R, G2,R+), unde G1 = {(x, y) |x ∈ R, y ∈ R+, y = |x|},
G2 = {(x, y) |x ∈ R, y ∈ R+, y =

√
x2} sunt egale, deci α1 = α2.

2. Imagine direct�a �si imagine invers�a a unei mul�timi

De�ni�tie 2.2.1. Fie α = (X, G, Y ) � o coresponden�t�a, A ⊂ X o submul�time a lui X.
Mul�timea notat�a cu α(A) �si de�nit�a prin egalitatea

α(A) = {y ∈ Y | ∃x ∈ A, (x, y) ∈ G}

se nume�ste imagine direct�a a mul�timii A prin coresponden�ta α.
Dac�a x ∈ X, mul�timea α({x}) pentru comoditate va � notat�a cu α(x), �si se va numi

imaginea elementului x ∈ X.
Exemple.
1. Fie α = (R, G,R), unde G = {(x, y) | 0 ≤ x ≤ 2, 0 ≤ y ≤ x} (a se vedea �g. 10),

A = [−1; 1]. Atunci
α(A) = {y | ∃x(−1 ≤ x ≤ 1 �si 0 ≤ x ≤ 2 �si 0 ≤ y ≤ x)} = {y | ∃x(0 ≤ x ≤ 1 �si
0 ≤ y ≤ x)} = [0, 1].
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Fig. 10

2. Consider�am exemplul dat de �g. 9. Fie A = {1, 2}, atunci α(A) = {a, c}.
Teorema 2.2.1. Fie α = (X, G, Y ) � o coresponden�t�a, A ⊂ X, B ⊂ X. Atunci sunt

adev�arate urm�atoarele a�rma�tii:
1) α(∅) = ∅;
2) A ⊂ B ⇒ α(A) ⊂ α(B);
3) α(A ∪B) = α(A) ∪ α(B);
4) α(A ∩B) ⊂ α(A) ∩ α(B).
Demonstra�tie.
1. α(∅) = {y ∈ Y | ∃x ∈ ∅, (x, y) ∈ G} = ∅.
2. �In presupunerea c�a A ⊂ B se ob�tine

α(A) = {y | ∃x ∈ A, (x, y) ∈ G} ⊂ {y | ∃x ∈ B, (x, y) ∈ G} = α(B).

3. Pentru �ecare y avem
y ∈ α(A ∪B) ⇔ ∃x ∈ A ∪B (x, y) ∈ G ⇔ ∃x((x ∈ A sau x ∈ B) �si (x, y) ∈ G) ⇔
⇔ ∃x((x ∈ A �si (x, y) ∈ G) sau (x ∈ B �si (x, y) ∈ G)) ⇔
⇔ ∃x(x ∈ A �si (x, y) ∈ G) sau ∃x(x ∈ B �si (x, y) ∈ G) ⇔ y ∈ α(A) sau y ∈ α(B) ⇔
⇔ y ∈ α(A) ∪ α(B).

4. Fie y ∈ α(A ∩B). Atunci ∃x ∈ A ∩B (x, y) ∈ G ⇔
⇔ ∃x(x ∈ A �si x ∈ B �si (x, y) ∈ G) ⇔
⇔ ∃x((x ∈ A �si (x, y) ∈ G) �si (x ∈ B �si (x, y) ∈ G)) ⇒
⇒ ∃x(x ∈ A �si (x, y) ∈ G) �si ∃x(x ∈ B �si (x, y) ∈ G) ⇔ y ∈ α(A) �si y ∈ α(B) ⇔
⇔ y ∈ α(A) ∩ α(B).
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Observa�tie 2.2.1. �In a�rma�tia 4 a teoremei 2.2.1 simbolul incluziunii, ��n cazul
general, nu poate � ��nlocuit cu simbolul egalit�a�tii. �Intr-adev�ar, �e X = Y = R, G = R2,
A = [0, 1], B = [2, 3]. Atunci α(A ∩B) = α(∅) = ∅, iar α(A) ∩ α(B) = R ∩ R = R.

De�ni�tie 2.2.2. Fie α = (X, G, Y ) o coresponden�t�a, B ⊂ Y o submul�time a lui Y .
Mul�timea notat�a cu α−1(B) �si de�nit�a prin egalitatea

α−1(B) = {x ∈ X |α(x) ⊂ B}

se nume�ste imagine invers�a a mul�timii B prin coresponden�ta α.
Exemplu. Fie α = (R, G,R), unde G = {(x, y) | 0 ≤ x ≤ 2, 0 ≤ y ≤ x}, B = [−1, 1].

Atunci α−1(B) = {x ∈ R |α(x) ⊂ B} =

= {x ∈ (−∞, 0) |α(x) ⊂ B} ∪ {x ∈ [0, 2] |α(x) ⊂ B} ∪ {x ∈ (2, +∞) |α(x) ⊂ B} =

= {x ∈ (−∞, 0) |∅ ⊂ B} ∪ {x ∈ [0, 2] | [0, x] ⊂ B} ∪ {x ∈ (2, +∞) |∅ ⊂ B} =

= (−∞, 0) ∪ [0, 1] ∪ (2, +∞) = (−∞, 1] ∪ (2, +∞).

Teorema 2.2.2. Fie α = (X,G, Y ) o coresponden�t�a, A ⊂ Y , B ⊂ Y . Atunci sunt
adev�arate urm�atoarele a�rma�tii:

1) A ⊂ B ⇒ α−1(A) ⊂ α−1(B);
2) α−1(A ∪B) ⊃ α−1(A) ∪ α−1(B);
3) α−1(A ∩B) = α−1(A) ∩ α−1(B);
4) α−1(Y ) = X.
Demonstra�tie.
1. Fie A ⊂ B. Atunci din x ∈ α−1(A) se ob�tine α(x) ⊂ A, de unde α(x) ⊂ B, �si deci

x ∈ α−1(B).
2. Pentru orice x avem: x ∈ α−1(A) ∪ α−1(B) ⇔ x ∈ α−1(A) sau x ∈ α−1(B) ⇔

⇔ α(x) ⊂ A sau α(x) ⊂ B ⇒ α(x) ⊂ A ∪B ⇔ x ∈ α−1(A ∪B).

3. Pentru orice x avem: x ∈ α−1(A) ∩ α−1(B) ⇔ x ∈ α−1(A) �si x ∈ α−1(B) ⇔
⇔ α(x) ⊂ A �si α(x) ⊂ B ⇔ α(x) ⊂ A ∩B ⇔ x ∈ α−1(A ∩B).

4. Pentru orice x avem: x ∈ X ⇒ α(x) ⊂ Y ⇒ x ∈ α−1(Y ). Incluziunea opus�a
este evident�a.

Observa�tie 2.2.2. �In a�rma�tia 2 a teoremei 2.2.2 simbolul incluziunii, ��n caz general,
nu poate � ��nlocuit cu simbolul egalit�a�tii.
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�In adev�ar, pentru X = Y = R, G = R2, A = (−∞, 0], B = [0, +∞) se ob�tine:
α−1(A ∪B) = α−1(R) = R, α−1(A) = {x |α(x) ⊂ A} = {x |R ⊂ A} = ∅.
Similar α−1(B) = ∅ �si α−1(A) ∪ α−1(B) 6= α−1(A ∪B).

3. Compunerea coresponden�telor. Inversa unei coresponden�te

De�ni�tie 2.3.1. Fie α = (X, G, Y ) �si β = (Y, H,Z) � dou�a coresponden�te ��n care
codomeniul lui α coincide cu domeniul lui β. Coresponden�ta notat�a cu β ◦ α �si de�nit�a
astfel

β ◦ α = (X,H ◦G,Z)

unde H◦ G = {(x, z) | ∃y (x, y) ∈ G �si (y, z) ∈ H} se nume�ste compunere a coresponden�telor
α �si β.

Exemple.
1. Fie coresponden�tele α = (X,G, Y ) �si β = (Y,H, Z) reprezentate ��n �g. 11.
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Fig. 11

Atunci compunerea coresponden�telor α �si β, β ◦ α are forma din �g. 12.
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Fig. 12

2. Fie coresponden�tele α = (X, G, Y ) �si β = (Y, H,Z), unde X = Y = Z = R,
G = {(x, y) | 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ x}, H = {(y, z) | 1 ≤ y ≤ 2} (a se vedea �g. 13).
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Fig. 13

Atunci (x, z) ∈ H ◦G ⇔ ∃y(x, y) ∈ G �si (y, z) ∈ H ⇔
⇔ ∃y(0 ≤ x ≤ 1 �si 0 ≤ y ≤ x �si 1 ≤ y ≤ 2) ⇔ 0 ≤ x ≤ 1 �si 1 ≤ x ⇔ x = 1.
A�sadar, H ◦G = {(1, z) | z ∈ R} (a se vedea �g. 14).
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Fig. 14

De�ni�tie 2.3.2. Fie α = (X,G, Y ) o coresponden�t�a. Coresponden�t�a notat�a α−1 �si
de�nit�a prin

α−1 = (Y, G−1, X),

unde G−1 = {(y, x) | (x, y) ∈ G}, se nume�ste inversa coresponden�tei α.
Exemplu. Fie coresponden�ta α de�nit�a ��n �g. 15.
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Fig. 15

Atunci coresponden�ta invers�a α−1 are forma din �g. 16.
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Teorema 2.3.1. Opera�tia de compunere a coresponden�telor este asociativ�a, adic�a
pentru orice coresponden�te α = (X, G, Y ), β = (Y, H,Z), γ = (Z, L, U) are loc egalitatea
γ ◦ (β ◦ α) = (γ ◦ β) ◦ α.

Demonstra�tie. Cum

γ ◦ (β ◦ α) = (Z,L, U) ◦ (X,H ◦G,Z) = (X, L ◦ (H ◦G), U),

�si similar
(γ ◦ β) ◦ α = (X, (L ◦H) ◦G,U),

rezult�a, c�a pentru a demonstra teorema (a se vedea de�ni�tia egalit�a�tii a dou�a coresponden�te)
este su�cient s�a ar�at�am c�a

L ◦ (H ◦G) = (L ◦H) ◦G.

�In adev�ar, (x, u) ∈ L ◦ (H ◦G) ⇔ ∃z((x, z) ∈ H ◦G �si (z, u) ∈ L) ⇔
⇔ ∃z(∃y((x, y) ∈ G �si (y, z) ∈ H) �si (z, u) ∈ L) ⇔
⇔ ∃y((x, y) ∈ G �si ∃z((y, z) ∈ H) �si (z, u) ∈ L)) ⇔ ∃y((x, y) ∈ G �si (y, u) ∈ L ◦H) ⇔
⇔ (x, u) ∈ (L ◦H) ◦G.

Observa�tie 2.3.1. Opera�tia de compunere a coresponden�telor, ��n general, nu este
comutativ�a. Chiar dac�a coresponden�tele α ◦ β �si β ◦ α sunt de�nite, egalitatea lor nu
��ntotdeauna are loc.

�In adev�ar, �e α = (R, G,R), unde (x, y) ∈ G ⇔ y = 2x, β = (R, H,R), unde
(y, z) ∈ H ⇔ z = y2. Atunci
(x, z) ∈ H◦G ⇔ ∃y ((x, y) ∈ G �si (y, z) ∈ H) ⇔ ∃y (y = 2x �si z = y2) ⇔ z = (2x)2.

Pe de alt�a parte,
(x, z) ∈ G ◦H ⇔ ∃y ((x, y) ∈ H �si (y, z) ∈ G) ⇔ ∃y (y = x2 �si z = 2y) ⇔ z = 2x2.

Se ob�tine H ◦G 6= G ◦H, �si deci α ◦ β 6= β ◦ α.
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Teorema 2.3.2. Fie α = (X, G, Y ), β = (Y, H,Z) dou�a coresponden�te. Atunci au loc
egalit�a�tile:

1) (β ◦ α)−1 = α−1 ◦ β−1;
2) (α−1)−1 = α.
Demonstra�tie.
1. Cum

(β ◦ α)−1 = (X,H ◦G,Z)−1 = (Z, (H ◦G)−1, X),

α−1 ◦ β−1 = (Y, G−1, Z) ◦ (Z, H−1, Y ) = (Z,G−1 ◦H−1, X),

r�am�ane s�a demonstr�am egalitatea (H ◦G)−1 = G−1 ◦H−1.
Avem (z, x) ∈ (H ◦ G)−1 ⇔ (x, z) ∈ (H ◦ G) ⇔ ∃y((x, y) ∈ G �si (y, z) ∈ H) ⇔
⇔ ∃y((z, y) ∈ H−1 �si (y, x) ∈ G−1) ⇔ (z, x) ∈ G−1 ◦H−1.

2. Cum
(α−1)−1 = (Y,G−1, X)−1 = (X, (G−1)−1, Y ),

r�am�ane s�a demonstr�am, c�a (G−1)−1 = G.
Avem (x, y) ∈ (G−1)−1 ⇔ (y, x) ∈ G−1 ⇔ (x, y) ∈ G.

De�ni�tie 2.3.3. Fie X o mul�time arbitrar�a. Coresponden�ta

1X = (X, ∆X , X),

unde ∆X = {(x, x) |x ∈ X} � diagonala mul�timii X, se nume�ste coresponden�t�a unitate
(identitate).

Exerci�tii.
1. Fie α = (X,G, Y ) o coresponden�t�a, atunci au loc egalit�a�tile

α ◦ 1X = α; 1Y ◦ α = α.

2. Exist�a coresponden�ta α = (X, G, Y ), pentru care

α ◦ α−1 6= 1Y �si α−1 ◦ α 6= 1X .

Teorema 2.3.3. Fie α = (X,G, Y ) �si β = (Y,H, Z) dou�a coresponden�te, A ⊂ X,
B ⊂ Y , C ⊂ Z. Atunci sunt adev�arate urm�atoarele a�rma�tii:

1) (β ◦ α)(A) = β(α(A));
2) α(A) ⊂ B ⇔ A ⊂ α−1(B);
3) (β ◦ α)−1(C) = α−1(β−1(C)).
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Demonstra�tie.
1. Avem z ∈ (β ◦ α)(A) ⇔ ∃x ∈ A (x, z) ∈ H ◦G ⇔

⇔ ∃x ∈ A ∃y (
(x, y) ∈ G �si (y, z) ∈ H

) ⇔ ∃y (
(∃x ∈ A (x, y) ∈ G) �si (y, z) ∈ H

) ⇔
⇔ ∃y (

y ∈ α(A) �si (y, z) ∈ H
) ⇔ z ∈ β(α(A)).

2. Dac�a α(A) ⊂ B, rezult�a c�a pentru �ecare x ∈ A avem

α(x) ⊂ α(A) ⇒ α(x) ⊂ B ⇒ x ∈ α−1(B).

Prin urmare, A ⊂ α−1(B).
Dac�a A ⊂ α−1(B), atunci pentru �ecare y ∈ α(A) se ob�tine

∃x ∈ A (x, y) ∈ G ⇒ ∃x ∈ A, y ∈ α(x) ⇒ ∃x ∈ α−1(B) y ∈ α(x) ⇒
⇒ ∃x (α(x) ⊂ B �si y ∈ α(x)) ⇒ y ∈ B.
A�sadar, α(A) ⊂ B.

3. Utiliz�and a�rma�tiile 1 �si 2, se ob�tine x ∈ (β ◦ α)−1(C) ⇔ (β ◦ α)(x) ⊂ C ⇔
⇔ β(α(x)) ⊂ C ⇔ α(x) ⊂ β−1(C) ⇔ {x} ⊂ α−1(β−1(C)) ⇔ x ∈ α−1(β−1(C)).

4. Rela�tie binar�a

De�ni�tie 2.4.1. Coresponden�t�a α = (X, ρ, Y ) se nume�ste rela�tie binar�a, dac�a
X = Y .

Observa�tie 2.4.1. �In loc de α = (X, ρ,X) vom nota rela�tia binar�a α = (X, ρ).
Deseori rela�tia binar�a se identi�c�a cu gra�cul ei, ��n�teleg�and ��n a�sa sens prin rela�tia binar�a
ρ pe mul�timea X o submul�time a produsului cartesian X ×X. Se spune, c�a elementele x

�si y se a��a ��n rela�tia ρ, dac�a (x, y) ∈ ρ (se noteaz�a de asemenea xρy).
Vom nota prin R(X) mul�timea rela�tiilor binare pe mul�timea X, a�sadar, R(X) = P(X ×X).
Cum rela�tiile binare sunt cazuri particulare ale coresponden�telor, au loc urm�atoarele

propriet�a�ti.
Propriet�a�ti 2.4.1.
1) (ρ1 ◦ ρ2) ◦ ρ3 = ρ1 ◦ (ρ2 ◦ ρ3);
2) (ρ1 ◦ ρ2)

−1 = ρ−1
2 ◦ ρ−1

1 ;
3) (ρ−1)−1 = ρ;
4) ρ ◦∆X = ∆X ◦ ρ = ρ;
5) ρm ◦ ρn = ρm+n, unde m,n ∈ N, ρ0 = ∆X , ρn = ρ ◦ ρ ◦ · · · ◦ ρ︸ ︷︷ ︸

n ori

;
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6) ρ−m ◦ ρ−n = ρ−(m+n), unde m, n ∈ N, ρ−n = (ρn)−1.
De�ni�tie 2.4.2. Rela�tia binar�a ρ pe mul�timea X se nume�ste

(1) re�exiv�a, dac�a ∆X ⊂ ρ, adic�a

∀x ∈ X ⇒ xρx;

(2) simetric�a, dac�a ρ−1 ⊂ ρ, adic�a

∀x, y ∈ X(xρy ⇒ yρx);

(3) antisimetric�a, dac�a ρ ∩ ρ−1 ⊂ ∆X , adic�a

∀x, y ∈ X(xρy �si yρx ⇒ x = y);

(4) tranzitiv�a, dac�a ρ2 ⊂ ρ, adic�a

∀x, y, z ∈ X(xρy �si yρz ⇒ xρz);

(5) total�a, dac�a ρ ∪ ρ−1 = X ×X, adic�a

∀x, y ∈ X(xρy sau yρx).

Teorema 2.4.1. Fie ρ o rela�tie binar�a pe mul�timea X. Atunci ρ este reflexiv�a (si-
metric�a, antisimetric�a, tranzitiv�a, total�a) dac�a �si numai dac�a ρ−1 este re�exiv�a (simetric�a,
antisimetric�a, tranzitiv�a, total�a).

Demonstra�tie. Vom demonstra teorema ��n cazul c�and ρ este tranzitiv�a (celelalte
a�rma�tii se demonstreaz�a similar).

Fie ρ � tranzitiv�a, x, y, z ∈ X, elemente din X. Presupunem c�a xρ−1y �si yρ−1z.
Atunci yρx �si zρy. Cum ρ este tranzitiv�a, se ob�tine zρx, de unde xρ−1z.
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CAPITOLUL 3

FUNC�TII

1. No�tiunea de fun�tie

De�ni�tie 3.1.1. Coresponden�ta f = (X,F, Y ) se nume�ste func�tie de la mul�timea X

la mul�timea Y , dac�a se veri�c�a condi�tiile:
1) ∀x ∈ X ∃y ∈ Y (x, y) ∈ F ;
2) ∀(x, y′), (x, y′′) ∈ F ⇒ y′ = y′′.
Mul�timea X se nume�ste domeniu de de�ni�tie al func�tiei f , iar mul�timea Y � domeniu

de valori (codomeniu) al func�tiei f .
Nota�tii. Pentru func�tia f = (X, F, Y ) se utilizeaz�a frecvent nota�tiile f : X → Y sau

X
f−→ Y . Dac�a (x, y) ∈ F se spune c�a y este imaginea lui x prin func�tia f �si se noteaz�a

y = f(x).
Observa�tie 3.1.1. Din de�ni�tia func�tiei rezult�a c�a func�tiile f : X1 → Y1 �si

g : X2 → Y2 sunt egale dac�a �si numai dac�a X1 = X2, Y1 = Y2 �si f(x) = g(x), ∀x ∈ X1.
Exemple.
1. Fie X o mul�time arbitrar�a. Func�tia 1X = (X, ∆X , X) se nume�ste func�tie identic�a a

mul�timii X. Din de�ni�tia func�tiei identice rezult�a c�a 1X(x) = x, ∀x ∈ X. �In particular,
dac�a X = ∅, se ob�tine func�tia vid�a 1∅ = (∅,∅,∅).

2. Fie X, Y � mul�timi arbitrare, Y 6= ∅. Func�tia f = (X, Yy0 , Y ), unde
Fy0 = {(x, y0)|x ∈ X}, y0 � un element �xat din mul�timea Y , se nume�ste func�tie con-
stant�a. Din de�ni�tia func�tiei constante rezult�a c�a f(x) = y0 (∀x ∈ X).

2. Restric�tia �si prelungirea unei func�tii

Fie f : X → Y o func�tie, A ⊂ X.
De�ni�tie 3.2.1. Func�tia g : V → W se nume�ste prelungire a func�tiei f , dac�a X ⊂ V ,

Y ⊂ W �si ∀x ∈ X f(x) = g(x).
De�ni�tie 3.2.2. Func�tia f |A : A → Y se nume�ste restric�tie a func�tiei f la mul�timea

A, dac�a f |A(x) = f(x), (∀x ∈ A).
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Exemple.
1. Ini�tial, ap se de�ne�ste ca produsul a p numere, egale toate cu a. Aceast�a de�ni�tie

presupune p ∈ N. Apoi se introduce no�tiunea de func�tie exponen�tial�a, f : R → R,
f(x) = ax, a > 0, a 6= 1. Ultima este o prelungire a primei func�tii.

2. Cum n! = 1 · 2 · 3 · . . . · n, func�tia f(x) = x! apriori nu are nici un sens, dac�a x 6∈ N.
Aceast�a func�tie se prelunge�ste la Z (�si chiar la R \Z) prin itermediul func�tiei Γ (func�tia lui
Euler de spe�ta a doua).

Exerci�tii.
1. S�a se demonstreze a�rma�tiile ce urmeaz�a:
a) orice func�tie este o prelungire a oric�arei restric�tii ale ei;
b) dac�a func�tia g = (V,G, W ) este o prelungire a func�tiei f = (X, F, Y ), atunci F ⊂ G

(a�rma�tia reciproc�a, ��n general, nu are loc).
2. S�a se aduc�a exemplu de a�sa func�tii f �si g, ��nc�at g s�a �e o prelungire a lui f , iar f s�a

nu �e o restric�tie a lui g.

3. Compunerea �si inversarea func�tiilor

Teorema 3.3.1. Dac�a f = (X, F, Y ) �si g = (Y, G, Z) sunt dou�a func�tii, atunci
coresponden�ta g ◦ f este o func�tie �si (g ◦ f)(x) = g(f(x)).

Demonstra�tie. Pentru coresponden�ta g ◦ f = (X, G ◦ F,Z) se veri�c�a condi�tiile din
de�ni�tia func�tiei.

Fie x ∈ X, un element arbitrar din mul�timea X. Cum f este func�tie, exist�a a�sa un
y ∈ Y , ��nc�at (x, y) ∈ F . Cum g este func�tie, exist�a a�sa un z ∈ Z, ��nc�at (y, z) ∈ G. Prin
urmare, (x, z) ∈ G ◦ F .

Fie (x, z1) ∈ G ◦ F , (x, z2) ∈ G ◦ F . Atunci exist�a elementele y1, y2 ∈ Y , astfel ��nc�at
(x, y1) ∈ F , (y1, z1) ∈ G, (x, y2) ∈ F , (y2, z2) ∈ G. Cum f este func�tie, rezult�a y1 = y2

�si cum g este func�tie, se ob�tine z1 = z2.
S�a veri�c�am a�rma�tia (g ◦ f)(x) = g(f(x)). Not�am y = f(x) �si z = g(y). Cum

(x, y) ∈ F , (y, z) ∈ G, rezult�a (x, z) ∈ G ◦ F , adic�a g(f(x)) = z = (g ◦ f)(x).
Teorema 3.3.2. Fie f = (X, F, Y ) o func�tie. Atunci coresponden�ta f−1(Y, F−1, X)

este o func�tie dac�a �si numai dac�a f−1 ◦ f = 1X �si f ◦ f−1 = 1Y .
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Demonstra�tie. Fie coresponden�ta f−1 este o func�tie �si x ∈ X � un element arbitrar.
Vom nota y = f(x). Cum (x, y) ∈ F , rezult�a (y, x) ∈ F−1 �si x = f−1(y). Prin urmare,
(f−1 ◦ f)(x) = f−1(f(x)) = f−1(y) = x. De aici, �tin�and seam�a c�a domeniile de de�ni�tie �si
domeniile de valori ale func�tiilor f−1 ◦ f �si 1X coincid, rezult�a c�a aceste func�tii sunt egale.
Egalitatea f ◦ f−1 = 1Y se veri�c�a similar.

Fie c�a au loc egalit�a�tile f−1 ◦ f = 1X �si f ◦ f−1 = 1Y . S�a demonstr�am c�a f−1 este
func�tie. Veri�c�am pentru f−1 condi�tiile din de�ni�tia func�tiei.

Fie y ∈ Y un element arbitrar. Cum (y, y) ∈ ∆Y = F ◦F−1, rezult�a c�a exist�a elementul
x ∈ X, astfel ��nc�at (y, x) ∈ F−1 �si (x, y) ∈ F .

Fie (y, x1) ∈ F−1, (y, x2) ∈ F−1. Cum (y, x1) ∈ F−1, (x2, y) ∈ F implic�a
(x2, x1) ∈ F−1 ◦ F = ∆X , rezult�a x2 = x1. Teorema este demonstrat�a.

4. Func�tii injective, surjective, bijective

De�ni�tie 3.4.1. Func�tia f : X → Y se nume�ste

(1) surjectiv�a, dac�a ∀y ∈ Y ∃x ∈ X : f(x) = y;

(2) injectiv�a, dac�a ∀x1, x2 ∈ X (x1 6= x2 ⇒ f(x1) 6= f(x2));

(3) bijectiv�a, dac�a f este �si surjectiv�a, �si injectiv�a.

Exemple.
1. Fie f : R → R, f(x) = x2. Func�tia f nu este injectiv�a, deoarece, de exemplu,

−1 6= 1, �si totodat�a, f(−1) = (−1)2 = (1)2 = f(1). Aceast�a func�tie nu este nici surjectiv�a,
deoarece @x ∈ R : f(x) = −1.

2. Fie f : R → [0, +∞), f(x) = x2. Aceast�a func�tie nu este injectiv�a (a se vedea
exemplul precedent), dar este surjectiv�a, doarece ∀y ∈ [0, +∞) ∃x ∈ R (de exemplu,
x =

√
y): x2 = y.

3. Fie f : [0, +∞) → [0, +∞), f(x) = x2. Aceast�a func�tie este surjectiv�a (a se vedea
exemplul precedent) �si injectiv�a. �In adev�ar, pentru ∀{x1, x2} ⊂ [0, +∞), x1 6= x2 avem
x2

1 6= x2
2, adic�a f(x1) 6= f(x2). Fiind surjectiv�a �si injectiv�a, f este �si bijectiv�a.

Teorema 3.4.1. Fie f : X → Y , g : Y → Z dou�a func�tii. Atunci sunt juste
urm�atoarele implica�tii:
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1) dac�a f �si g sunt injective, atunci g ◦ f � injectiv�a;
2) dac�a f �si g sunt surjective, atunci g ◦ f � surjectiv�a;
3) dac�a f �si g sunt bijective, atunci g ◦ f � bijectiv�a;
4) dac�a g ◦ f este injectiv�a, atunci f � injectiv�a;
5) dac�a g ◦ f este surjectiv�a, atunci g � surjectiv�a;
6) dac�a g ◦ f este bijectiv�a, atunci f � injectiv�a, g � surjectiv�a.
Demonstra�tie.
1. Fie f �si g � injective, x1, x2 ∈ X : x1 6= x2. Cum f este injectiv�a, f(x1) 6= f(x2) �si

cum g este injectiv�a g(f(x1)) 6= g(f(x2)), adic�a (g ◦ f)(x1) 6= (g ◦ f)(x2) �si g ◦ f � injectiv�a.
2. Fie f �si g � surjective, z ∈ Z � un element arbitrar. Cum g este surjectiv�a, rezult�a

existen�ta elementului y ∈ Y , astfel ��nc�at g(y) = z, �si cum f este surjectiv�a, rezult�a existen�ta
elementului x ∈ X cu f(x) = y. A�sadar, g(f(x)) = z �si g ◦ f � surjectiv�a.

3. Rezult�a din 1 �si 2.
4. Fie x1, x2 ∈ X cu x1 6= x2. Cum g ◦ f este injectiv�a, rezult�a g(f(x1)) 6= g(f(x2)),

deci f(x1) 6= f(x2) �si f � injectiv�a.
5. Fie z ∈ Z element arbitrar. Cum g ◦ f este o func�tie surjectiv�a, rezult�a existen�ta

elementului x ∈ X cu proprietatea (g ◦f)(x) = z. Fie y = f(x), atunci g(y) = g(f(x)) = z,
deci, g este surjectiv�a.

6. Rezult�a din 4 �si 5.

5. Monomor�sme, epimor�sme, izomor�sme

De�ni�tie 3.5.1. Func�tia f : X → Y se nume�ste

(1) monomor�sm, dac�a

∀Z ∀u, v : Z → X (f ◦ u = f ◦ v ⇒ u = v);

(2) epimor�sm, dac�a

∀Z ∀u, v : Y → Z (u ◦ f = v ◦ f ⇒ u = v);

(3) izomor�sm, dac�a f este monomor�sm �si epimor�sm.

Teorema 3.5.1. Func�tia f este injectiv�a dac�a �si numai dac�a f este monomor�sm.
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Demonstra�tie. Fie f � injectiv�a, iar Z � o mul�time arbitrar�a, u, v : Z → X � dou�a
func�tii, astfel ��nc�at f ◦ u = f ◦ v. Atunci ∀z ∈ Z ⇒ (f ◦ u)(z) = (f ◦ v)(z). Cum f este
injectiv�a, se ob�tine ∀z ∈ Z ⇒ u(z) = v(z). Rezult�a c�a u = v, �si f � monomor�sm.

Fie f � monomor�sm, s�a demonstr�am c�a f este injectiv�a. Consider�am elementele arbi-
trare x1, x2 ∈ X, x1 6= x2. Fie f(x1) = f(x2) �si func�tiile u, v : X → X,

u = 1X , v(x) =





x, dac�a x 6= x1,

x2, dac�a x = x1.

Cum u(x1) = x1 6= x2 = v(x1), rezult�a u 6= v. Pe de alt�a parte, f ◦ u = f ◦ v, ceea
ce contrazice faptului c�a f � monomor�sm. Prin urmare, f(x1) 6= f(x2). Teorema este
demonstrat�a.

Teorema 3.5.2. Func�tia f este surjectiv�a dac�a �si numai dac�a f este epimor�sm.
Demonstra�tie. Fie f � func�tie surjectiv�a. S�a demonstr�am c�a f este epimor�sm. Fie

Z � o mul�time arbitrar�a, u, v : Y → Z sunt dou�a func�tii cu proprietatea u ◦ f = v ◦ f .
Consider�am un element arbitrar y ∈ Y . Cum f este surjectiv�a, rezult�a existen�ta unui
element x ∈ X cu proprietatea y = f(x). Prin urmare, u(y) = (u◦f)(x) = (v◦f)(x) = v(y)

�si, deci, u = v.
Fie f � epimor�sm. Presupunem, c�a f nu este o func�tie surjectiv�a. Atunci ∃y0 ∈ Y ,

astfel ��nc�at ∀x ∈ X f(x) 6= y0. Consider�am func�tiile u, v : Y → Y ,

u = 1Y , v(y) =





y, dac�a y 6= y0,

y1, dac�a y = y0,
unde y1 6= y0.

Cum u(y0) 6= v(y0), rezult�a u 6= v. Dar u ◦ f = v ◦ f , ce contrazice faptului c�a f �
epimor�sm. A�sadar, f este surjec�tie.

De�ni�tie 3.5.2. Func�tia f : X → Y se nume�ste

(1) inversabil�a la st�anga, dac�a ∃g : Y → X : g ◦ f = 1X , ��n a�sa caz func�tia g se
nume�ste func�tie invers�a de st�anga a func�tiei f ;

(2) inversabil�a de dreapta, dac�a ∃h : Y → X : f ◦ h = 1Y , ��n a�sa caz func�tia h se
nume�ste func�tie invers�a de dreapta a func�tiei f ;

(3) inversabil�a, dac�a f este inversabil�a la st�anga �si la dreapta.

Teorema 3.5.3. Dac�a func�tia f este inversabil�a, atunci �ecare invers�a de st�anga a ei
coincide cu �ecare invers�a de dreapta.
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Demonstra�tie. Fie f : X → Y, g : Y → X, g � invers�a de st�anga a func�tiei f ,
h : Y → X, h � invers�a de dreapta a func�tiei f . Atunci

g = g ◦ 1Y = g ◦ (f ◦ h) = (g ◦ f) ◦ h = 1X ◦ h = h.

De�ni�tie 3.5.3. Dac�a func�tia f este inversabil�a, atunci inversa ei de st�anga (sau de
dreapta) se nume�ste func�tie invers�a �si se noteaz�a f−1.

Teorema 3.5.4.
1) Dac�a f este inversabil�a la st�anga, atunci f este injectiv�a.
2) Dac�a f este inversabil�a la dreapta, atunci f este surjectiv�a.
Demonstra�tie.
1. Fie g � inversa de st�anga a func�tiei f . Cum func�tia 1X = g ◦ f este bijectiv�a, rezult�a

c�a f este injectiv�a.
2. Fie h � inversa de dreapta a func�tiei f . Cum func�tia 1Y = f ◦h este bijectiv�a, rezult�a

c�a f este surjectiv�a.
Teorema 3.5.5. Fie func�tia f : X → Y . Urm�atoarele a�rma�tii sunt echivalente:
1) f−1 este func�tie;
2) f este izomor�sm;
3) f este bijec�tie;
4) f este inversabil�a.
Demonstra�tie. Conform teoremei 3.3.2 rezult�a, c�a a�rma�tiile 1 �si 4 sunt echivalente,

iar din teoreme 3.5.1 �si 3.5.2 rezult�a, c�a a�rma�tiile 2 �si 3 sunt echivalente. Cum func�tiile
1X �si 1Y sunt bijective, conform teoremei 3.5.4 conchidem, c�a 4 implic�a 3. S�a ar�at�am, c�a
3 implic�a 4.

Fie f � bijectiv�a. De�nim func�tia g : Y → X. Consider�am un element arbitrar y ∈ Y .
Cum f este surjectiv�a, exist�a x ∈ X cu proprietatea y = f(x) �si, cum f este injectiv�a,
acest element este unic. Fie g(y) = x, atunci (g ◦ f)(x) = g(y) = x, (f ◦ g)(y) = f(x) = y,
adic�a g ◦ f = 1X , f ◦ g = 1Y , �si f � inversabil�a.

6. Familie de elemente, familie de mul�timi

De�ni�tie 3.6.1. Vom numi familie de elemente din mul�timea X, indexat�a dup�a
mul�timea I, func�tia

f : I → X.
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Familia de elemente se noteaz�a (xi)i∈I , unde xi = f(i), i ∈ I. �In cazul, c�and elementele
mul�timii X sunt mul�timi, termenul de "familie de elemente" se substituie cu termenul
"familie de mul�timi".

Exemple.
1. Fie I = N. Atunci familia de elemente din mul�timea X, indexat�a dup�a mul�timea

I (adic�a f : N → X), reprezint�a �sirul elementelor mul�timii X, (xn)∞n=0, unde prin xn s-a
notat f(n) (n ∈ N).

2. Fie I = {1, 2, . . . , n}. Atunci familia de elemente din mul�timea X, indexat�a dup�a
mul�timea I, reprezint�a cortejurile ordonate

(xj)
n
j=1 = (x1, x2, . . . , xn), unde xj ∈ X, j = 1, n.

3. Fie X � o mul�time arbitrar�a. Mul�timea X poate � considerat�a ca o familie indexat�a
dup�a ea ��ns�a�si, (x)x∈X .

De�ni�tie 3.6.2. Se nume�ste reuniune de familii de mul�timi (Xi)i∈I mul�timea

⋃
i∈I

Xi = {x | ∃i(i ∈ I �si x ∈ Xi)}.

De�ni�tie 3.6.3. Se nume�ste intersec�tie de familii de mul�timi (Xi)i∈I mul�timea

⋂
i∈I

Xi = {x | ∀i(i ∈ I ⇒ x ∈ Xi)}.

Exemple.
1. ⋃

n∈N∗
[1, 2− 1

n
] = [1, 2).

2. ⋂
α∈(0,1]

[1, 2 + α) = [1, 2].

3. ⋃
X∈{A,B}

X = A
⋃

B,
⋂

X∈{A,B}
X = A

⋂
B.

Propriet�a�ti 3.6.1.
1) Fie (Xi)i∈I o familie oarecare de mul�timi �si I = ∅. Atunci

⋃
i∈∅

Xi = ∅, iar
⋂
i∈∅

Xi = U.
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2) Au loc formulele lui de Morgan:

C(
⋃
i∈I

Xi) =
⋂
i∈I

C(Xi), C(
⋂
i∈I

Xi) =
⋃
i∈I

C(Xi).

3) Fie (Xi)i∈I , (Yj)j∈J familii de mul�timi. Atunci

(
⋃
i∈I

Xi)× (
⋃
j∈J

Yj) =
⋃

(i,j)∈I×J

(Xi × Yj).

4) Fie (Xi)i∈I ,(Yi)i∈I dou�a familii de mul�timi indexate dup�a aceea�si mul�time I. Atunci

(
⋂
i∈I

Xi)× (
⋂
i∈I

Yi) =
⋂
i∈I

(Xi × Yi).

5) Fie f : K → I o aplica�tie surjectiv�a. Atunci
⋃
x∈K

Xf(x) =
⋃
i∈I

Xi,
⋂
x∈K

Xf(x) =
⋂
i∈I

Xi.

6) Fie I o reuniune de familii de mul�timi (Jλ)λ∈L. Atunci
⋃
i∈I

Xi =
⋃

λ∈L

(
⋃
i∈Jλ

Xi),
⋂
i∈I

Xi =
⋂

λ∈L

(
⋂
i∈Jλ

Xi).

7) Fie f : A → B o func�tie, (Xi)i∈I � o familie de submul�timi din A. Atunci

f(
⋃
i∈I

Xi) =
⋃
i∈I

f(Xi), f(
⋂
i∈I

Xi) ⊂
⋂
i∈I

f(Xi).

8) Fie f : A → B o func�tie, (Yj)j∈J � o familie de submul�timi din B. Atunci

f−1(
⋃
j∈J

Yj) =
⋃
j∈J

f−1(Yj), f−1(
⋂
j∈J

Yj) =
⋂
j∈J

f−1(Yj).

Demonstra�tiile propriet�a�tilor enun�tate, �ind simple (se utilizeaz�a de�ni�tiile corespunz�atoare),
sunt l�asate ��n calitate de exerci�tii.

7. Sum�a direct�a �si produs direct a unei familii de mul�timi

De�ni�tie 3.7.1. Se nume�ste sum�a direct�a a familiei de mul�timi (Xα)α∈I mul�timea
⊔

α∈I

Xα =
⋃

α∈I

Xα × {α}.
Coresponden�tele iα : Xα →

⊔
α∈I

Xα, iα(x) = (x, α) se numesc injec�tii canonice.
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Exemplu. Fie X1 = {a, b, c}, X2 = {c, d}. Atunci

X1

⊔
X2 = {(a, 1), (b, 1), (c, 1), (c, 2), (d, 2)}.

Injec�tiile canonice iX1 , iX2 ac�tioneaz�a ��n urm�atorul mod (�g. 17).

X1

a

b

c

X1

⊔
X2

(a, 1)

(b, 1)

(c, 1)

(c, 2)

(d, 2)

X2

c

d

-

-

-

©©©©©©©

¼

³³³³³³³

)

Fig. 17

Se observ�a, c�a (X1 × {1}) ∩ (X2 × {2}) = ∅, de�si X1 ∩X2 6= ∅.
Teorema 3.7.1. Fie (Xα)α∈I , (Yα)α∈I � familii de mul�timi, (fα)α∈I � o familie de

aplica�tii fα : Xα → Yα. Atunci exist�a o aplica�tie unic�a

f :
⊔
α∈I

Xα →
⊔
α∈I

Yα, (1)

astfel ��nc�at pentru orice α ∈ I are loc

jα ◦ fα = f ◦ iα, (2)

unde iα : Xα →
⊔

α∈I

Xα, jα : Yα →
⊔

α∈I

Yα � injec�tii canonice.

Observa�tie 3.7.1. Proprietatea (2) ��nseamn�a, c�a diagrama

Xα
iα−−−−−→ ⊔

α∈I

Xα

fα

y
yf

Yα
jα−−−−−→ ⊔

α∈I

Yα

este comutativ�a.
Demonstra�tie. Fie f � o aplica�tie ce veri�c�a (1) �si (2). Atunci, cum �ecare element

w ∈ ⊔
α∈I

Xα are forma w = (x, α) pentru oarecare α ∈ I, x ∈ Xα, rezult�a

f(w) = (f ◦ iα)(x) = (jα ◦ f)(x) = (fα(x), α)
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�si, prin urmare, unicitatea lui f este demonstrat�a.
Pentru a demonstra existen�ta aplica�tiei f , ce veri�c�a (1) �si (2), este su�cient de consi-

derat

f(w) = (fα(x), α), unde w = (x, α), α ∈ I, x ∈ Xα.

De�ni�tie 3.7.2. Func�tia f , ce veri�c�a condi�tiile (1) �si (2), se nume�ste sum�a direct�a
a familiei de func�tii (fα)α∈I �si se noteaz�a

⊔
α∈I

fα.

De�ni�tie 3.7.3. Se nume�ste produs direct al familiei de mul�timi (Xα)α∈I mul�timea

∏
α∈I

Xα =

{
ϕ | (ϕ : I →

⋃
α∈I

Xα) ∧ (∀α ∈ I ϕ(α) ∈ Xα)

}
.

Aplica�tiile

pα :
∏
α∈I

Xα → Xα, pα(ϕ) = ϕ(α)

se numesc proiec�tii canonice.
Exemplu. Produs direct al unei familii �nite de mul�timi (Xj)

n
j=1 va � mul�timea

n∏
j=1

Xj =

{
ϕ | (ϕ : {1, 2, . . . , n} →

n⋃
j=1

Xj) ∧ (ϕ(j) ∈ Xj, j = 1, n)

}
.

De�nim func�tia

Φ :
n∏

j=1

Xj → X1 ×X2 × . . .×Xn, Φ(ϕ) = (ϕ(1), ϕ(2), . . . , ϕ(n)).

Cum pentru ∀j ∈ {1, 2, . . . , n} ϕ(j) ∈ Xj, aplica�tia Φ este de�nit�a corect, �si cum func�tia
ϕ univoc se determin�a de valorile sale, rezult�a, c�a aplica�tia Φ este bijec�tie.

Astfel no�tiunea de produs direct poate � considerat�a ca o generalizare a no�tiuniii de
produs cartesian pe familii de mul�timi in�nite.

Teorema 3.7.2. Fie (Xα)α∈I , (Yα)α∈I � familii de mul�timi, (fα)α∈I � o familie de
aplica�tii fα : Xα → Yα. Atunci exist�a o aplica�tie unic�a,

f :
∏
α∈I

Xα →
∏
α∈I

Yα, (3)

cu proprietatea

∀α ∈ I qα ◦ f = fα ◦ pα, (4)
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unde pα :
∏
α∈I

Xα → Xα, qα :
∏
α∈I

Yα → Yα � proiec�tii canonice.
Observa�tie 3.7.2. Condi�tia (4) ��nseamn�a, c�a pentru �ecare α ∈ I diagrama

Xα
pα←−−−−− ∏

α∈I

Xα

fα

y
yf

Yα
qα←−−−−− ∏

α∈I

Yα

este comutativ�a.
Demonstra�tie. Fie aplica�tia f veri�c�a condi�tiile (3) �si (4). Atunci pentru �ecare

element ϕ ∈ ∏
α∈I

Xα avem

f(ϕ)(α) = qα(f(ϕ)) = (qα ◦ f)(ϕ) = (fα ◦ pα)(ϕ) = fα(pα(ϕ)) = fα(ϕ(α)),

de unde rezult�a unicitatea lui f .
Pentru a demonstra existen�ta func�tiei f , ce veri�c�a (3) �si (4), este su�cient de considerat

f(ϕ)(α) = fα(ϕ(α)) (ϕ ∈
∏
α∈I

Xα, α ∈ I).
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CAPITOLUL 4

RELA�TII DE ECHIVALEN�T�A

1. Rela�tii de echivalen�t�a

De�ni�tie 4.1.1. Rela�tie binar�a ρ pe mul�timea X se nume�ste rela�tie de echivalen�t�a,
dac�a ea posed�a urm�atoarele propriet�a�ti:

1) ∀x ∈ X xρx (re�exivitate);
2) ∀x, y ∈ X (xρy ⇒ yρx) (simetrie);
3) ∀x, y, z ∈ X (xρy �si yρz ⇒ xρz) (tranzitivitate).
Exemple.
1. Rela�tia de egalitate a elementelor unei mul�timi arbitrare X (x, y ∈ X xρy ⇔ x = y)

este o rela�tie de echivalen�t�a.
2. Rela�tia de asem�anare a triunghiurilor din plan este o rela�tie de echivalen�t�a.
Teorema 4.1.1. Fie (ρi)i∈I � o familie de rela�tii de echivalen�t�a pe mul�timea X.

Atunci ρ =
⋂
i∈I

ρi este o rela�tie de echivalen�t�a pe mul�timea X.
Demonstra�tie. Cum pentru �ecare x ∈ X avem (x, x) ∈ ρi (∀i ∈ I), rezult�a

(x, x) ∈ ⋂
i∈I

ρi = ρ, adic�a ρ este o rela�tie re�exiv�a.
Fie x, y ∈ X cu proprietatea (x, y) ∈ ρ. Atunci (x, y) ∈ ρi (∀i ∈ I), �si cum ρi este o

rela�tie simetric�a, rezult�a (y, x) ∈ ρi (∀i ∈ I) �si, prin urmare, (y, x) ∈ ⋂
i∈I

ρi = ρ. A�sadar, ρ

este o rela�tie simetric�a.
Fie x, y, z ∈ X cu proprietatea (x, y) ∈ ρ �si (y, z) ∈ ρ. Atunci (x, y) ∈ ρi �si

(y, z) ∈ ρi (∀i ∈ I). Conform tranzitivit�a�tii rela�tiilor ρi, avem (x, z) ∈ ρi (∀i ∈ I), �si, prin
urmare, (x, z) ∈ ρ. Deci, ρ este o rela�tie tranzitiv�a. Teorema este demonstrat�a.

Teorema 4.1.2. Fie ρ � o rela�tie binar�a simetric�a arbitrar�a pe mul�timea X. Atunci
rela�tia binar�a

ρ∗ =
∞⋃

n=0

ρn

este o rela�tie de echivalen�t�a pe mul�timea X.
Demonstra�tie. Cum ∆X = ρ0 ⊂

∞⋃
n=0

ρn = ρ∗, ρ∗ este o rela�tie re�exiv�a.
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Pentru a demonstra c�a ρ∗ este o rela�tie simetric�a, vom demonstra, utiliz�and induc�tia
matematic�a dup�a n ∈ N∗, c�a ρn este simetric�a. Din condi�tiile teoremei rezult�a, c�a ρ1 este
o rela�tie simetric�a. Vom stabili simetria rela�tiei ρn+1, ��n presupunerea c�a ρn este simetric�a
(n ∈ N∗). Pentru orice x, z ∈ X din condi�tia (x, z) ∈ ρn+1 rezult�a existen�ta y ∈ X cu
proprietatea (x, y) ∈ ρn �si (y, z) ∈ ρ. Cum ρn �si ρ sunt rela�tii simetrice, (z, y) ∈ ρ �si
(y, x) ∈ ρn �si, prin urmare, (z, x) ∈ ρn ◦ ρ = ρn+1. A�sadar, conform induc�tiei matematice,
pentru �ecare n ∈ N∗ rela�tia ρn este simetric�a.

Consider�and acum elementele arbitrare x, y ∈ X cu proprietatea (x, y) ∈ ρ∗, se ob�tine
(x, y) ∈ ρn pentru un oarecare n ∈ N. Din simetria rela�tiei ρn rezult�a (y, x) ∈ ρn, �si, prin
urmare, (y, x) ∈ ρ. A�sadar, rela�tia ρ∗ este simetric�a.

Fie x, y, z ∈ X � elementele arbitrare din X cu proprietatea (x, y) ∈ ρ∗ �si (y, z) ∈ ρ∗.
Din modul de de�nire a lui ρ se ob�tine (x, y) ∈ ρn �si (y, z) ∈ ρm pentru careva m, n ∈ N.
Atunci (x, z) ∈ ρm ◦ ρn = ρm+n, adic�a (x, z) ∈ ρ∗, deci rela�tia ρ∗ este tranzitiv�a. Teorema
este demonstrat�a.

Consecin�t�a 4.1.1. Pentru �ecare rela�tie binar�a ρ pe mul�timea X rela�tia

ρ̃ =
∞⋃

n=0

(ρ ∪ ρ−1)n

este o rela�tie de echivalen�t�a pe mul�timea X.
Demonstra�tie. Cum rela�tia ρ ∪ ρ−1 este simetric�a, a�rma�tia rezult�a din teorema

precedent�a.
De�ni�tie 4.1.2. Fie ρ � rela�tie de echivalen�t�a pe mul�timea X. Mul�timea

[x]ρ = {y ∈ X | yρx}

se nume�ste clas�a de echivalen�t�a, asociat�a elementului x prin rela�tia ρ.
De�ni�tie 4.1.3. Mul�timea

X
/

ρ = {[x]ρ | x ∈ X}

se nume�ste mul�time factor a mul�timii X prin rela�tia ρ.
Exemplu. Consider�am pe mul�timea R \ {0} rela�tia de echivalen�t�a xρy ⇔ xy > 0.

Atunci

∀x > 0 ⇒ [x]ρ = {y ∈ R | y · x > 0} = (0, +∞).
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Similar, pentru �ecare x < 0 se ob�tine [x]ρ = (−∞, 0). Prin urmare,

R \ {0}
/

ρ = {(−∞, 0), (0, +∞)}.

De�ni�tie 4.1.4. Fie ρ � o rela�tie de echivalen�t�a pe mul�timea X. Aplica�tia

pX,ρ : X → X
/

ρ, pX,ρ(x) = [x]ρ

se nume�ste aplica�tie canonic�a a mul�timii X pe mul�timea factor X
/

ρ.
Teorema 4.1.3. Fie ρ o rela�tie de echivalen�t�a pe mul�timea X. Atunci urm�atoarele

a�rma�tii sunt juste:
1) �ecare element apar�tine clasei de echivalen�t�a, a c�arei reprezentant este el, adic�a

∀x ∈ X ⇒ x ∈ [x]ρ;

2) reuniunea tuturor claselor de echivalen�t�a formeaz�a mul�timea X,

X =
⋃
x∈X

[x]ρ;

3) dou�a clase de echivalen�t�a sunt egale atunci �si numai atunci, c�and reprezentan�tii lor
sunt echivalen�ti, adic�a

∀x, y ∈ X ([x]ρ = [y]ρ ⇔ xρy);

4) oricare dou�a clase de echivalen�t�a sau coincid sau nu se intersecteaz�a, adic�a

∀x, y ∈ X ([x]ρ = [y]ρ sau [x]ρ ∩ [y]ρ = ∅) .

Demonstra�tie.
1. Pentru �ecare x ∈ X din re�exivitatea rela�tiei ρ rezult�a xρx, prin urmare, x ∈ [x]ρ.
2. Cum pentru �ecare x ∈ X are loc [x]ρ ⊂ X, rezult�a

⋃
x∈X

[x]ρ ⊂ X. Cum pentru �ecare
x ∈ X din a�rma�tia 1) rezult�a x ∈ [x]ρ, deci x ∈ ⋃

y∈X

[y]ρ, �si, prin urmare, X ⊂ ⋃
y∈X

[y]ρ.

3. Dac�a [x]ρ = [y]ρ, atunci, conform a�rma�tiei 1), x ∈ [x]ρ, �si, prin urmare, x ∈ [y]p, de
unde rezult�a xρy.

Dac�a xρy, atunci pentru �ecare t ∈ [x]ρ urmeaz�a tρx. �Tin�and seam�a c�a xρy �si ρ este
o rela�tie tranzitiv�a, se ob�tine tρy. Prin urmare, [x]ρ ⊂ [y]p. Similar se demonstreaz�a
incluziunea [y]ρ ⊂ [x]ρ.
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4. Fie [x] ∩ [y] 6= ∅ �si t0 ∈ [x]ρ ∩ [y]ρ. Atunci xρt0 �si t0ρy, �si, prin urmare, xρy.
Atunci, conform a�rma�tiei 3), [x]ρ = [y]ρ.

Teorema 4.1.4. Fie ρ, ρ′ � rela�tii de echivalen�t�a pe mul�timile X �si respectiv Y ,
f : X → Y o func�tie cu proprietatea

∀x, y ∈ X (xρy ⇒ f(x)ρ′f(y)).

Atunci exist�a o func�tie unic�a f̃ : X
/

ρ
→ Y

/
ρ′
, astfel ��nc�at

f̃ ◦ pX,ρ = pY,ρ′ ◦ f,

adic�a diagrama

X
f−−−−→ Y

pX,ρ

y
y pY,ρ′

X
/

ρ
f̃−−−−→ Y

/
ρ′

este comutativ�a.
Demonstra�tie.
Existen�ta. De�nim f̃ : X

/
ρ → Y

/
ρ′ prin egalitatea f̃([x]ρ) = [f(x)]ρ′ . Dac�a [x]ρ = [y]ρ,

atunci xρy �si, prin urmare, f(x)ρ′f(y), adic�a [f(x)]ρ′ = [f(y)]ρ′ . A�sadar, de�ni�tia func�tiei
este corect�a.

Pentru �ecare x ∈ X se ob�tine
(
f̃ ◦ pX,ρ

)
(x) = f̃([x]ρ) = [f(x)]ρ′ = (pY,ρ′ ◦ f) (x),

de unde rezult�a egalitatea f̃ ◦ pX,ρ = pY,ρ′ ◦ f .
Unicitatea. Fie f̃ : X

/
ρ → Y

/
ρ′ � o func�tie, astfel ��nc�at f̃ ◦ px,ρ = pY,ρ′ ◦ f . Atunci

pentru �ecare [x]ρ ∈ X
/

ρ avem

f̃([x]ρ) =
(
f̃ ◦ pX,ρ

)
(x) = (pY,ρ′ ◦ f) (x) = [f(x)]ρ′ ,

adic�a func�tia f̃ numaidec�at ac�tioneaz�a conform regulei f̃([x]ρ) = [f(x)]ρ′ .
Teorema 4.1.5. Fie f : X → Y o func�tie. Atunci sunt juste a�rma�tiile:
1) rela�tia x1ρx2 ⇔ f(x1) = f(x2) este o rela�tie de echivalen�t�a pe mul�timea X;
2) func�tia f̃ : X

/
ρ → f(X), f̃([x]ρ) = f(x) este de�nit�a corect �si este bijectiv�a;
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3) func�tia f se reprezint�a ca compozi�tie f = if(X),Y ◦ f̃ ◦pX,ρ, unde if(X),Y : f(X) → Y ,
if(X),Y (y) = y, adic�a diagrama

X
pX,ρ−−−−−−−−→ X

/
ρ

f
y

y f̃

Y
if(X),Y←−−−−−−−− f(X)

este comutativ�a.
Demonstra�tie. Cum 1 �si 3 sunt evidente, vom demonstra 2.
Veri�c�am corectitudinea de�ni�tiei f̃ . Dac�a [x]ρ = [y]ρ, atunci yρx �si, prin urmare,

f̃([x]ρ) = f(x) = f(y) = f̃([y]ρ).

Cum pentru �ecare y ∈ f(X) se ob�tine y = f(x) pentru un careva x ∈ X, deci y = f̃([x]ρ),
rezult�a, c�a func�tia f̃ este surjectiv�a.

Fie [x]ρ, [y]ρ ∈ X
/

ρ � elementele arbitrare, astfel ��nc�at [x]ρ 6= [y]ρ. Atunci (x, y) 6∈ ρ �si,
prin urmare,

f̃([x]ρ) = f(x) 6= f(y) = f̃([y]ρ),

adic�a f̃ este injectiv�a.

2. Parti�tie a unei mul�timi

De�ni�tie 4.2.1. O familie de mul�timi (Xα)α∈I se nume�ste parti�tie a mul�timii nevide
X, dac�a sunt ��ndeplinite condi�tiile:

1) mul�timile Xα nu sunt vide, adic�a

∀α ∈ I ⇒ Xα 6= ∅;

2) mul�timile Xj sunt disjuncte, adic�a

∀α, β ∈ I (α 6= β ⇒ Xα ∩Xβ = ∅);

3) reuniunea familiei de mul�timi (Xα)α∈I este X, adic�a
⋃
α∈I

Xα = X.

Mul�timea parti�tiilor, ce se pot de�ni pe mul�timea X, se noteaz�a cu Part(X).
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Exemplu. Familia de mul�timi Xi = {n ∈ Z | n− i se divide prin 5}, (i = 0, 1, 2, 3, 4)

este o parti�tie a mul�timii Z.

(1) Mul�timile Xi nu sunt vide, de exemplu i ∈ Xi, (i = 0, 4).
(2) Mul�timile Xi sunt disjuncte dou�a c�ate dou�a. �In adev�ar, ��n caz contrar exist�a

x ∈ Xi ∩ Xj (0 ≤ i < j < 5), de unde 5|x − i �si 5|x − j. Prin urmare,
5|(x− i)− (x− j), de unde 5|j − i, ceea ce contrazice 0 < j − i < 5.

(3) Incluziunea
4⋃

i=0

Xi ⊂ Z este evident�a. S�a demonstr�am incluziunea Z ⊂
4⋃

i=0

Xi. Fie
n ∈ Z un element arbitrar �si j � restul de la ��mp�ar�tirea lui la 5. Atunci n − j se
divide cu 5, �si, prin urmare, n ∈ Xj ⊂

4⋃
i=0

Xi.

De�ni�tie 4.2.2. Dou�a parti�tii α = (Xi)i∈I �si β = (Yj)j∈J pe mul�timea X se
numesc echivalente (nota�tie α ∼ β), dac�a exist�a o func�tie bijectiv�a f : I → J , astfel ��nc�at
Xi = Yf(i) oricare ar � i ∈ I.

Teorema 4.2.1. Rela�tia ∼ pe mul�timea Part(X) este o rela�tie de echivalen�t�a.
Demonstra�tie. Pentru �ecare α = (Xi)i∈I ∈ Part(X), func�tia 1X : I → I este o

bijec�tie �si ∀i ∈ I Xi = X1X(i). Prin urmare, α ∼ α, �si rela�tia ∼ este re�exiv�a.
Consider�am parti�tiile arbitrare α = (Xi)i∈I �si β = (Yj)j∈J pe mul�timea X, astfel

��nc�at α ∼ β. Atunci exist�a o func�tie bijectiv�a f : I → J , astfel ��nc�at ∀i ∈ I Xi = Yf(i).
Prin urmare, func�tia f−1 : J → I este bijectiv�a �si ∀j ∈ J Xf−1(j) = Yj, adic�a β ∼ α.
A�sadar, rela�tia ∼ este simetric�a.

Pentru a demonstra tranzitivitatea rela�tiei ∼, consider�am parti�tiile α = (Xi)i∈I ,
β = (Yj)j∈J , γ = (Zk)k∈K , astfel ��nc�at α ∼ β �si β ∼ γ. Atunci exist�a func�tiile bijec-
tive f : I → J , g : J → K, astfel ��nc�at:

∀i ∈ I Xi = Yf(i) �si ∀j ∈ J Yj = Zg(j).

Cum func�tia g ◦ f : I → K este bijec�tie, �si se veri�c�a proprietatea

∀i ∈ I Xi = Yf(i) = Zg(f(i)),

rezult�a α ∼ γ, �si deci, rela�tia ∼ este tranzitiv�a.
Teorema 4.2.2. Fie α = (Xi)i∈I o parti�tie a mul�timii X. Atunci rela�tia binar�a

ρ = ϕ(α) pe X, de�nit�a astfel

ρ =
⋃
i∈I

(Xi ×Xi), adic�a xρy ⇔ ∃i ∈ I x ∈ Xi �si y ∈ Xi, (5)
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este o rela�tie de echivalen�t�a pe mul�timea X.
Demonstra�tie. Fie x ∈ X arbitrar. Cum α este o parti�tie pe X, rezult�a, c�a exist�a

i ∈ I cu proprietatea x ∈ Xi. A�sadar, xρx, �si rela�tia ρ este re�exiv�a.
Fie x, y ∈ X � dou�a elemente, astfel ��nc�at xρy. Atunci exist�a i ∈ I cu proprietatea

x ∈ Xi ∧ y ∈ Xi. Rezult�a, c�a y ∈ Xi �si x ∈ Xi, adic�a yρx, �si rela�tia ρ este simetric�a.
Veri�c�am tranzitivitatea. Fie x, y, z ∈ X, ce veri�c�a condi�tiile xρy∧yρz. Atunci pentru

careva i, j ∈ I avem x ∈ Xi ∧ y ∈ Xi ∧ y ∈ Xj ∧ z ∈ Xj. Cum pentru i 6= j Xi∩Xj = ∅,
rezult�a i = j �si x ∈ Xi ∧ z ∈ Zi, adic�a xρz, �si ρ � tranzitiv�a.

Teorema 4.2.3. Func�tia ϕ : Part(X) → R(x) de�nit�a de (5), veri�c�a urm�atoarele
propriet�a�ti:

1) func�tia ϕ este surjectiv�a;
2) parti�tiile α �si β sunt echivalente atunci �si numai atunci, c�and ϕ(α) = ϕ(β), adic�a

∀α, β ∈ Part(X) (α ∼ β ⇔ ϕ(α) = ϕ(β)).

Demonstra�tie.
1. Fie ρ ∈ R(X) � o rela�tie de echivalen�t�a arbitrar�a, α = (Xi)i∈I , unde I = X/ρ,

Xi = i. Conform teoremei 4.1.3, familia α este o parti�tie a mul�timii X.
Conform teoremei 4.1.3, pentru orice x, y ∈ X condi�tia xρy este echivalent�a condi�tiei

xϕ(α)y, adic�a existen�ta Xi ∈ X/ρ cu propriet�a�tile x ∈ Xi∧ y ∈ Xi. �In adev�ar, dac�a xρy,
conform teoremei 4.1.3, putem considera Xi = [x]ρ = [y]ρ. Dac�a pentru un careva [z]ρ = Xi

se veri�c�a propriet�a�tile x ∈ Xi∧y ∈ Xi, atunci ��n baza de�ni�tiei 4.1.2, zρx∧zρy. Utiliz�and
simetria �si tranzitivitatea rela�tiei ρ, se ob�tine xρy.

A�sadar, ϕ(α) = ρ, deci, func�tia ϕ este surjectiv�a.
2. Fie parti�tiile α = (Xi)i∈I , β = (Yj)j∈J � echivalente. Atunci exist�a o func�tie bijectiv�a

f : I → J cu proprietatea ∀i ∈ I Xi = Yf(i). Rezult�a, c�a
∀x, y ∈ X xϕ(β)y ⇔ ∃j ∈ J x ∈ Yj ∧ y ∈ Yj ⇔ ∃i ∈ I j = f(i) ∧ x ∈ Yj ∧ y ∈ Yj ⇔
⇔ ∃i ∈ I x ∈ Xi ∧ y ∈ Xi ⇔ xϕ(α)y,
de unde ϕ(α) = ϕ(β).

Fie acum, c�a pentru parti�tiile α = (Xi)i∈I �si β = (Yj)j∈J se veri�c�a ϕ(α) = ϕ(β). S�a
demonstr�am, c�a α ∼ β. Vom veri�ca, c�a func�tia

f : I → J, f(i) = j ⇔ Xi = Yj
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este de�nit�a corect �si este bijec�tie.
Fix�am un element arbitrar x ∈ Xi. Cum β este o parti�tie a mul�timii X, exist�a a�sa un

Yj cu proprietate x ∈ Yj. Atunci

y ∈ Xi ⇔ xϕ(α)y ⇔ xϕ(β)y ⇔ y ∈ Yj,

�si, prin urmare, Xi = Yj. A�sadar,

∀Xi ∈ α ∃!Yj ∈ β Xi = Yj.

Cum parti�tiile α �si β sunt arbitrare, ∀Yj ∈ β ∃!Xi ∈ α Xi = Xj, �si, prin urmare,
func�tia f este surjectiv�a.

Cum diferite elemente ale parti�tiilor sunt disjuncte dou�a c�ate dou�a, rezult�a, c�a func�tia
f este injectiv�a.

A�sadar, func�tia f : I → J cu Xi = Yf(i) este bijec�tie, ceea ce demonstreaz�a echivalen�ta
α ∼ β.

Consecin�t�a 4.2.1. Func�tia

ϕ̃ : PartX/ ∼→ R(X), ϕ̃([α]∼) = ϕ(α) (6)

este de�nit�a corect �si este bijectiv�a.
A�rma�tia rezult�a din teorema precedent�a �si teorema 4.1.5.
Teorema 4.2.4. Fie X � o mul�time nevid�a, ρ � o rela�tie de echivalen�t�a pe X.

Fie I = X/ρ, func�tia 1X/ρ : I → X/ρ �si Xi = 1X/ρ(i), i ∈ I. Atunci familia
α = ψ(ρ) = (Xi)i∈I este o parti�tie a mul�timii X.

Demonstra�tie. Conform teoremei 4.1.3, au loc propriet�a�tile:
1) �ecare clas�a de echivalen�t�a Xi ∈ X/ρ este o mul�time nevid�a;
2) dac�a clasele de echivalen�t�a Xi, Xj ∈ X/ρ nu coincid, intersec�tia lor e vid�a;
3)

⋃
i∈I

Xi = X.
Prin urmare, familia (Xi)i∈I este o parti�tie a mul�timii X.
Teorema 4.2.5. Func�tia

ψ̃ : R(X) → Part(X)/ ∼, ψ̃ = [ψ(ρ)]∼,

unde func�tia ψ este de�nit�a ��n teorema precedent�a �si func�tia ϕ̃, de�nit�a de rela�tia (6), sunt
reciproc inverse.
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Demonstra�tie. Pentru �ecare ρ ∈ R(X) avem (ϕ̃ ◦ ψ̃)(ρ) = ϕ̃([ψ(ρ)]∼) = ϕ(ψ(ρ)).

�Tin�and seam�a, c�a

ψ(ρ) = (Xi)i∈I , unde I = X/ρ, Xi = 1X/ρ(i), i ∈ I,

pentru orice x, y ∈ X se ob�tine

(x, y) ∈ ϕ(ψ(ρ)) ⇔ ∃i ∈ I x, y ∈ Xi ⇔ ∃i ∈ X/ρ : x, y ∈ Xi ⇔ (x, y) ∈ ρ.

Prin urmare,
(ϕ̃ ◦ ψ̃)(ρ) = ρ, �si deci, ϕ̃ ◦ ψ̃ = 1R(X).

Cum func�tia ϕ̃ este bijectiv�a (a se vedea consecin�t�a 4.2.1.), rezult�a ψ̃ = ϕ̃−1.
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CAPITOLUL 5

NUMERE CARDINALE

1. Mul�timi echivalente. Puterea mul�timii

De�ni�tie 5.1.1. Mul�timile X �si Y se numesc echivalente (nota�tie X ∼ Y ), dac�a
exist�a o bijec�tie f : X → Y .

Teorema 5.1.1. Rela�tia ∼ este o rela�tie de echivalen�t�a pe mul�timea tuturor submul�timilor
mul�timii universale.

Demonstra�tie. Cum pentru orice mul�time X func�tia 1X : X → X este o bijec�tie,
X ∼ X, adic�a rela�tia ∼ este re�exiv�a.

Fie date mul�timi arbitrare X,Y cu X ∼ Y . Atunci exist�a o bijec�tie f : X → Y �si,
prin urmare, func�tia f−1 : Y → X la fel este o bijec�tie. A�sadar, Y ∼ X �si rela�tia ∼ este
simetric�a.

Fie mul�timile X,Y, Z �si X ∼ Y , Y ∼ Z. Atunci exist�a bijec�tiile f : X → Y ,
g : Y → Z. Prin urmare, func�tia h = g ◦ f : X → Z este bijectiv�a �si X ∼ Z, adic�a rela�tia
∼ este tranzitiv�a. Teorema este demonstrat�a.

Teorema 5.1.2. (Cantor)
Mul�timea X nu este echivalent�a cu mul�timea tuturor submul�timilor sale.
Demonstra�tie. Presupunem contrariul, adic�a X ∼ P(X). Atunci exist�a o func�tie

bijectiv�a f : X → P(X). Consider�am mul�timea A = {x ∈ X| x 6∈ f(x)} �si elementul
a = f−1({A}).

Dac�a a ∈ A, atunci pentru x = a nu se veri�c�a proprietatea x 6∈ f(x), prin urmare,
a 6∈ A.

Dac�a a 6∈ A, atunci pentru x = a se veri�c�a proprietatea x 6∈ f(x) �si, prin urmare,
a ∈ A. Contradic�tie.

Teorema 5.1.3. (Cantor-Bernstein)
Dac�a mul�timile X �si Y veri�c�a condi�tiile:
1) mul�timea X este echivalent�a cu submul�timea Y1 din Y ;
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2) mul�timea Y este echivalent�a cu submul�timea X1 din X;
atunci mul�timile X �si Y sunt echivalente.

Demonstra�tie. Din condi�tiile teoremei rezult�a existen�ta func�tiilor bijective f : X → Y1

�si g : Y → X1. Construim �sirul de mul�timi:

Y2 = f(X1), X2 = g(Y1), Y3 = f(X2), X3 = g(Y2), . . .

Cum Y ⊃ Y1, X ⊃ X1, rezult�a X1 = g(Y ) ⊃ g(Y1) = X2, Y1 ⊃ Y2. Similar se ob�tine
X2 ⊃ X3, Y2 ⊃ Y3 etc.

A�sadar, X ⊃ X1 ⊃ X2 ⊃ . . .; Y ⊃ Y1 ⊃ Y2 ⊃ . . . .
Vom demonstra c�a

X =

( ∞⋃
j=1

(Xj−1 \Xj)

)⋃ ( ∞⋂
j=1

Xj

)
, unde X0 = X.

Consider�am un element arbitrar x ∈ X. Dac�a x 6∈
∞⋂

j=1

Xj, atunci x ∈ Xs−1, x 6∈ Xs,

unde s = min{j| x 6∈ Xj}. Prin urmare, x ∈ Xs−1 \Xs ⊂
(

∞⋃
j=1

(Xj−1 \Xj)

)
⋃

(
∞⋂

j=1

Xj

)
.

Incluziunea invers�a este evident�a.
Similar se demonstreaz�a �si egalitatea

Y =

( ∞⋃
j=1

(Yj−1 \ Yj)

)⋃ ( ∞⋂
j=1

Yj

)
, unde Y0 = Y.

Cum func�tiile f, g sunt bijective,

f(Xj−1 \Xj) = f(Xj−1) \ f(Xj) = Yj \ Yj+1, g(Yj−1 \ Yj) = Xj \Xj+1, j ∈ N∗

�si

f

( ∞⋂
j=1

Xj

)
=

∞⋂
j=1

f(Xj) =
∞⋂

j=2

Yj =
∞⋂

j=1

Yj.

A�sadar, func�tia h : X → Y , de�nit�a prin

h(x) =





f(x), dac�a x ∈
∞⋂

j=1

Xj,

f(x), dac�a x ∈ Xj−1 \Xj, unde j − impar,
g−1(x), dac�a x ∈ Xj−1 \Xj, unde j − par,

�si care se reprezint�a prin diagrama urm�atoare:
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X = (X0 \X1)
⋃

(X1 \X2)
⋃

(X2 \X3)
⋃

(X3 \X4)
⋃

. . .
⋃

(
∞⋂
j=1

Xj)

Y = (Y0 \Y1)
⋃

(Y1 \Y2)
⋃

(Y2 \Y3)
⋃

(Y3 \Y4)
⋃

. . .
⋃

(
∞⋂
j=1

Yj)

HHHHHHHj

©©©©©©©¼

f g−1
HHHHHHHj

©©©©©©©¼

f g−1

?

f

Fig. 18

este o func�tie bijectiv�a. Rezult�a X ∼ Y .
De�ni�tie 5.1.2. Vom numi putere sau num�ar cardinal al mul�timii X (nota�tie Card X)

clas�a de echivalen�t�a a mul�timii X relativ la rela�tia de echivalen�t�a ∼. A�sadar,

Card X = [X]∼ = {Y | Y ∼ X}.

Observa�tie 5.1.1. La �gurat, puterea mul�timii X este ceea, ce este comun tuturor
mul�timilor echivalente cu mul�timea X.

Nota�tii. Vom nota CardN = ℵ0 (alef zero), CardR = c (continuum).

2. Mul�timi num�arabile

De�ni�tie 5.2.1. Mul�timea X se nume�ste num�arabil�a, dac�a Card X = ℵ0, adic�a dac�a
N ∼ X.

A�rma�tie 5.2.1. Mul�timea X este num�arabil�a, dac�a �si numai dac�a ea se reprezint�a
ca mul�timea valorilor unui �sir, ce const�a din termeni diferi�ti:

X = {x0, x1, x2, . . .}, unde ∀i 6= j xi 6= xj. (7)

Demonstra�tie. Dac�a X este num�arabil�a, atunci N ∼ X �si, prin urmare, exist�a o
func�tie bijectiv�a f : N→ X. Not�and xn = f(n), se ob�tine reprezentarea (7).

Dac�a are loc (7), atunci func�tia f : N→ X, f(n) = xn, x ∈ N este o bijec�tie, de unde
rezult�a, c�a mul�timea X este num�arabil�a.

A�rma�tie 5.2.2. Orice mul�time in�nit�a con�tine o submul�time num�arabil�a.
Demonstra�tie. Fie mul�timea X � in�nit�a. Atunci exist�a elementul x0 ∈ X. Cum X

este in�nit�a, X \ {x0} la fel este o mul�time in�nit�a, �si, prin urmare, exist�a x1 ∈ X \ {x0}.
Similar, exist�a x2 ∈ X \ {x0, x1}. Continu�and acest proces, se ob�tine �sirul (xn)∞n=0 cu
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proprietatea xn+1 ∈ X \ {x0, x1, . . . , xn}, n ∈ N. A�sadar, ∀i 6= j xi 6= xj, �si ��n baza
a�rma�tiei 5.2.1, conchidem, c�a mul�timea {x0, x1, x2, . . .} ⊂ X este num�arabil�a.

A�rma�tie 5.2.3. Fie mul�timile X �si Y � num�arabile. Atunci mul�timea X ∪ Y este
num�arabil�a.

Demonstra�tie. Cum mul�timile X �si Y sunt num�arabile, au loc reprezent�arile
X = {x0, x1, x2, . . .} �si Y = {y0, y1, y2, . . .}. Deci,

X ∪ Y = {x0, y0, x1, y1, x2, y2, . . .} = {z0, z1, z2, . . .}.

Vom exclude din acest �sir elementele ce se repet�a conform regulei: elementul zj se exclude
dac�a exist�a s < j cu proprietatea zs = zj. �In rezultat se ob�tine reprezentarea mul�timii
X ∪ Y ca �sir in�nit de elemente disjuncte:

X ∪ Y = {a0, a1, a2, . . .}.

A�sadar, conform a�rma�tiei 5.2.1, conchidem, c�a mul�timea X ∪ Y este num�arabil�a.
Consecin�t�a 5.2.1. Dac�a mul�timile Xj, j = 1, n (n ∈ N∗) sunt num�arabile, atunci

reuniunea lor
n⋃

j=1

Xj la fel este num�arabil�a.

Consecin�ta se demonstreaz�a, utiliz�and a�rma�tia precedent�a �si metoda induc�tiei mate-
matice.

A�rma�tie 5.2.4. Dac�a mul�timea X este num�arabil�a, iar mul�timea Y � in�nit�a,
atunci X ∪ Y ∼ Y .

Demonstra�tie. Conform a�rma�tiei 5.2.2, mul�timea Y con�tine o submul�time num�arabil�a
Y1. Utiliz�and a�rma�tia 5.2.3, se ob�tine Y1 ∪X ∼ Y1.

Prin urmare,

X ∪ Y = (X ∪ Y1) ∪ (Y \ Y1) ∼ Y1 ∪ (Y \ Y1) = Y.

A�rma�tie 5.2.5. Dac�a mul�timile Xj sunt num�arabile, j = 0, 1, 2, . . ., atunci �si
reuniunea lor

∞⋃
j=1

Xj este num�arabil�a.

Demonstra�tie. Reprezent�am mul�timile ca �siruri:
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X0 = x00, - x01, x02, - x03, . . .
©©©©¼X1 = x10, x11, x12, x13, . . .

?©©©©*
©©©©*

X2 = x20, x21, x22, x23, . . .

X3 = x30, x31, x32, x33, . . .

©©©©¼
©©©©¼

©©©©¼

. . . . . . . . . . . . . . .

Vom construi un �sir nou, urm�and direc�tia s�age�tilor:

{x00, x01, x10, x20, x11, . . .} = {z0, z1, z2, . . .}.

Din acest �sir excludem elementele, ce se repet�a (zs se exclude dac�a exist�a j < s, zj = zs)
�si ob�tinem

∞⋃
j=0

Xj = {a0, a1, a2, . . .}, unde ∀j 6= k aj 6= ak.

Prin urmare, conform a�rma�tiei 5.2.1, mul�timea
∞⋃

j=0

Xj este num�arabil�a.

A�rma�tie 5.2.6. Fie mul�timile X �si Y num�arabile. Atunci mul�timea X × Y se
reprezint�a ca reuniune num�arabil�a de mul�timi num�arabile:

X × Y =
∞⋃

j=0

X × {j},

prin urmare, mul�timea X × Y este num�arabil�a.
Consecin�t�a 5.2.2. Dac�a mul�timile Xj sunt num�arabile, j = 1, n, n ∈ N∗, atunci

produsul lor cartesian X1 ×X2 × . . .×Xn este o mul�time num�arabil�a.
Consecin�ta se demonstreaz�a, utiliz�and a�rma�tia precedent�a �si metoda induc�tiei mate-

matice.
Exemple.
1. Mul�timea numerelor ��ntregi Z este num�arabil�a, deoarece ea se reprezint�a ca reuniune

a dou�a mul�timi num�arabile:

Z = {−1,−2,−3, . . .} ∪ {0, 1, 2, 3, . . .}.
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2. Mul�timea numerelor ra�tionale Q este num�arabil�a, deoarece ea se reprezint�a ca reuni-
une num�arabil�a de mul�timi num�arabile:

Q =
{m

n

∣∣∣ m ∈ Z, n ∈ N∗
}

=
∞⋃

n=1

{m

n

∣∣∣ m ∈ Z
}

.

3. Num�arul α ∈ R se nume�ste algebric, dac�a exist�a un polinom

p(x) = a0 + a1x + . . . + anx
n (an 6= 0, n ∈ N∗)

cu coe�cien�ti ��ntregi, astfel ��nc�at p(α) = 0. Mul�timea A a tuturor numerelor algebrice este
num�arabil�a. �In adev�ar, �e

An = {α ∈ A | ∃aj ∈ Z j = 0, n, an 6= 0,
n∑

j=0

ajα
j = 0}.

Cum �ec�arui polinom de gradul n,

p(x) = a0 + a1x + . . . + anx
n, aj ∈ Z, j = 0, n, an 6= 0,

��i corespunde ��n mod univoc cortejul (a0, a1, . . . , an), aj ∈ Z, j = 0, n, an 6= 0, rezult�a, c�a
mul�timea polinoamelor de gradul n este echivalent�a cu mul�timea

Z× Z× . . .× Z︸ ︷︷ ︸
n

×(Z \ {0}),

�si, deci, este num�arabil�a. A�sadar, mul�timea polinoamelor de gradul n se scrie ��n form�a
de �sir. Vom numerota mul�timea r�ad�acinilor reale ale primului polinom (o mul�time �nit�a),
dup�a ce numerot�am mul�timea r�ad�acinilor polinomului al doilea (mul�time �nit�a) �si a�sa mai
departe. Se ob�tine o reprezentare a mul�timii An ��n form�a de �sir, prin urmare, An este
num�arabil�a. Atunci �si mul�timea numerelor algebrice A =

∞⋃
n=1

An la fel este o mul�time
num�arabil�a.

3. Mul�timi de puterea continuumului. Opera�tii cu numere cardinale

De�ni�tie 5.3.1. Mul�timea X se nume�ste de puterea continuului, dac�a Card X = c,
adic�a X ∼ R.

Exemple.
1. Cum func�tia f :

(−π
2
; π

2

) → R, f(x) = tg x este bijectiv�a, rezult�a Card
(−π

2
; π

2

)
= c.

2. Cum func�tia f : (0, +∞) → R, f(x) = ln x este bijectiv�a, rezult�a Card(0, +∞) = c.
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3. Cum pentru orice a, b ∈ R, a < b, avem (a, b) ∼ (−π
2
; π

2

)
, bijec�tia ��ntre aceste

mul�timi este realizat�a, de exemplu, de func�tia f : (a, b) → (−π
2
; π

2

)
, f(x) = π

b−a
(x− a)− π

2
,

rezult�a, c�a Card(a, b) = c.
4. Conform a�rma�tiei 5.2.4,

[0, 1] = (0, 1) ∪ {0, 1} ∼ (0, 1),

prin urmare, Card[0, 1] = c.
De�ni�tie 5.3.2. Fie α, β � numere cardinale, X, Y � mul�timi, Card X = α, Card Y =

β. Se spune c�a num�arul α este mai mic sau egal cu β (nota�tie α ≤ β), dac�a exist�a o
submul�time Y1 ⊂ Y , astfel ��nc�at Y1 ∼ X.

Se spune c�a α este strict mai mic ca β (nota�tie α < β), dac�a α ≤ β �si α 6= β.
A�rma�tie 5.3.1. Fie α, β, γ � numere cardinale. Atunci:
1) α ≤ α (re�exivitate);
2) α ≤ β ∧ β ≤ α ⇒ α = β (simetrie);
3) α ≤ β ∧ β ≤ γ ⇒ α ≤ γ (tranzitivitate).
Demonstra�tie. Fie X, Y, Z � mul�timi cu Card X = α, Card Y = β, Card Z = γ.
1. Cum X ∼ X, rezult�a α ≤ α.
2. Din condi�tiile α ≤ β ∧ β ≤ α rezult�a, c�a exist�a a�sa mul�timi X1 ⊂ X �si Y1 ⊂ Y cu

X1 ∼ Y �si Y1 ∼ X. Conform teoremei Cantor-Bernstein, X ∼ Y , de unde rezult�a α = β.
3. Dac�a α ≤ β �si β ≤ γ, atunci exist�a mul�timile Y1 ⊂ Y �si Z1 ⊂ Z, astfel ��nc�at Y1 ∼ X

�si Z1 ∼ Y . Fie f : X → Y1, g : Y → Z1 bijec�tii �si Z2 = g(Y1) ⊂ Z. Atunci func�tia
h : X → Z2, h(x) = g(f(x)) este bijec�tie, ca compozi�tie de func�tii bijective. Rezult�a
X ∼ Z2, �si, prin urmare, α ≤ γ.

A�rma�tie 5.3.2. Fie X, Y � mul�timi. Urm�atoarele a�rma�tii sunt adev�arate:
1) dac�a exist�a o func�tie injectiv�a f : X → Y , atunci Card X ≤ Card Y ;
2) dac�a exist�a o func�tie surjectiv�a f : X → Y , atunci Card Y ≤ Card X;
Demonstra�tie.
1. Fie f(X) = Y1 ⊂ Y . Atunci X ∼ Y1, deoarece func�tia g : X → Y1, g(x) = f(x)

este bijec�tie. Rezult�a, c�a Card X ≤ Card Y .
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2. Vom alege din �ecare mul�time a familiei de mul�timi nevide disjuncte dou�a c�ate dou�a
(f−1{y})y∈Y c�ate un element �si vom forma din ele mul�timea X1. Atunci X1 ∼ Y , deoarece
func�tia g : X1 → Y , g(x) = f(x) este bijec�tie. Rezult�a Card Y ≤ Card X.

A�rma�tie 5.3.3. Fie Card X = c, Card Y = c. Atunci Card(X × Y ) = c.
Demonstra�tie. Cum X ∼ (0, 1) �si Y ∼ (0, 1), rezult�a, c�a X ×Y ∼ (0, 1)× (0, 1), deci,

este su�cient s�a veri�c�am, dac�a Card((0, 1)× (0, 1)) = c.
Cum func�tia f : (0, 1)× (0, 1) → (0, 1), f(x, y) = x este surjectiv�a, rezult�a

c = Card(0, 1) ≤ Card((0, 1)× (0, 1)).

Consider�am func�tia g : (0, 1) × (0, 1) → (0, 1), care pune ��n coresponden�t�a �ec�arui cuplu
de numere (x, y) ∈ (0, 1) × (0, 1) scrise ��n sistemul binar de numera�tie x = 0.x1x2x3 . . .,
y = 0.y1y2y3 . . . (nu vom folosi reprezentarea numerelor ��n form�a de frac�tie zecimal�a, ce se
termin�a cu o in�nitate de unit�a�ti) num�arul z = 0.x1y1x2y2x3y3 . . ., considerat ��n sistemul
zecimal de numera�tie. Cum func�tia g este injectiv�a, rezult�a

Card((0, 1)× (0, 1)) ≤ Card(0, 1) = c.

A�sadar, Card(X × Y ) = Card((0, 1)× (0, 1)) = c.
Consecin�t�a 5.3.1. Dac�a Card Xi = c, i = 1, n, n ∈ N∗, atunci

Card(X1 ×X2 × . . .×Xn) = c.
A�rma�tie 5.3.4. Dac�a Card X = c, Card Y = c, atunci Card(X ∪ Y ) = c.
Demonstra�tie. Cum X ⊂ X ∪ Y , rezult�a Card(X ∪ Y ) ≥ Card X = c.

Cum Card X = c, Card Y = c, rezult�a, c�a exist�a func�tii bijective u : X → R,
v : X → R. De�nim func�tia f : X ∪ Y → R× {1, 2},

f(x) =





(u(x), 1), dac�a x ∈ X,

(v(x), 2), dac�a x ∈ Y \X.

Cum f � injectiv�a, rezult�a

Card(X ∪ Y ) ≤ Card(R× {1, 2}) ≤ Card(R× R) = c.

A�rma�tie 5.3.5. Dac�a Card Xi = c, (i ∈ I) �si 1 ≤ Card I ≤ c, atunci
Card(

⋃
i∈I

Xi) = c.
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Demonstra�tie. Din ipotez�a rezult�a existen�ta func�tiilor bijective ui : R→ Xi, (i ∈ I).
De�nim func�tia

f : R× I →
⋃
i∈I

Xi, f(x, i) = ui(x).

Cum func�tia f este surjec�tie, rezult�a

Card
⋃
i∈I

Xi ≤ Card(R× I) = c.

Pe de alt�a parte,
Card

⋃
i∈I

Xi ≥ Card Xk = c, (k ∈ I).

Prin urmare, Card
⋃
i∈I

Xi = c.

De�ni�tie 5.3.3. Fie (αi)i∈I � o familie de numere cardinale, (Xi)i∈I � o familie de
mul�timi cu Card Xi = αi (i ∈ I).

(1) Vom numi suma familiei (αi)i∈I num�arul cardinal
∑
i∈I

αi = Card

(⊔
i∈I

Xi

)
.

(2) Vom numi produsul familiei (αi)i∈I num�arul cardinal
∏
i∈I

αi = Card

(∏
i∈I

Xi

)
.

De�ni�tie 5.3.4. Fie α, β � numere cardinale, X,Y � mul�timi de puterea α �si respectiv
β. Num�arul cardinal αβ se de�ne�ste astfel:

αβ = Card
(
XY

)
, unde XY = {f | f : Y → X}.

Exerci�tiu. S�a se demonstreze c�a de�ni�tia precedent�a este corect�a, adic�a αβ nu depinde
de alegerea reprezentan�tilor X �si Y .

A�rma�tie 5.3.6. Urm�atoarele a�rma�tii sunt juste:
1) dac�a Card X = α, atunci 2α = CardP(X);
2) α < 2α, oricare ar � num�arul cardinal α;
3) 2ℵ0 = c;
4) ℵ0 < c.
Demonstra�tie.
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1. Conform de�ni�tiei 5.3.4,

2α = Card{f | f : X → {0, 1}}.

De�nim func�tia

g : {f | f : X → {0, 1}} → P(X), g(f) = {x ∈ X | f(x) = 1}.

Cum func�tia g este bijec�tie, rezult�a {f | f : X → {0, 1}} ∼ P(X), �si, prin urmare,
2α = CardP(X).

2. Fie Card X = α. Conform teoremei Cantor �si punctului 1), se ob�tine

2α = CardP(X) > Card X = α.

3. �In baza punctului 1), este su�cient s�a ar�at�am, c�a CardP(N) = c. De�nim func�tia
f : P(N) → [0, 1],

f(A) = 0.x0x1x2 . . . , unde xj =





0, dac�a j 6∈ A,

1, dac�a j ∈ A,

�si num�arul 0.x0x1x2 . . . este scris ��n sistemul zecimal de numera�tie. Cum func�tia f este
injectiv�a, CardP(X) ≤ Card[0, 1] = c.

De�nim func�tia g : P(N) → [0, 1], ce ac�tioneaz�a dup�a aceea�si regul�a ce �si f , doar
c�a num�arul 0.x0x1x2 . . . se consider�a scris ��n sistemul binar de numera�tie. Func�tia g este
surjectiv�a �si, prin urmare, CardP(N) ≥ Card[0, 1] = c. A�sadar, CardP(N) = c.

4. Rezult�a din a�rma�tiile 2 �si 3.
Exerci�tii. S�a se demonstreze urm�atoarele propriet�a�ti ale numerelor cardinale:
1. (α + β) + γ = α + (β + γ), α + 0 = 0 + α = α, α + β = β + α;
2. (αβ)γ = α(βγ), α · 1 = 1 · α = α, αβ = βα;
3. ∑

I

α = α · Card I,
∏
I

α = αCard I ;

4. αβ+γ = αβ · αγ, ∀i ∈ I αi ≤ βi ⇒ ∑
i∈I

αi ≤
∑
i∈I

βi,
∏
i∈I

αi ≤
∏
i∈I

βi;

5. α1 ≤ α2 ⇒ αβ
1 ≤ αβ

2 , βα1 ≤ βα2 .
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CAPITOLUL 6

NUMERE ORDINALE

1. Mul�timi ordonate

De�ni�tie 6.1.1. Rela�tia binar�a ρ pe mul�timea X se nume�ste rela�tie de ordine, dac�a
veri�c�a urm�atoarele condi�tii:

1) ∀x ∈ X ⇒ xρx (re�exivitate);
2) ∀x, y ∈ X (xρy ∧ yρx ⇒ x = y) (anitsimetrie);
3) ∀x, y, z ∈ X (xρy ∧ yρz ⇒ xρz) (tranzitivitate).

O mul�time pe care este de�nit�a o rela�tie de ordine, se nume�ste mul�time ordonat�a.
Exemple.
1. Rela�tia de divizibilitate pe mul�timea N∗:

xρy ⇔ x|y.

2. Rela�tia de incluziune pe mul�timea P(X):

AρB ⇔ A ⊂ B.

3. Rela�tia de ordine natural�a pe R:

xρy ⇔ x ≤ y.

De�ni�tie 6.1.2. Fie (X,≤) � o mul�time ordonat�a, A ⊂ X. Elementul a ∈ X se
nume�ste

(1) element maximal al mul�timii A, dac�a a ∈ A �si pentru �ecare x ∈ X condi�tia x > a

implic�a x 6∈ A, adic�a oricare ar � b ∈ A, cu proprietatea a ≤ b, atunci a = b;
(2) element minimal al mul�timii A, dac�a a ∈ A �si pentru �ecare x ∈ X condi�tia x < a

implic�a x 6∈ A, adic�a oricare ar � b ∈ A cu proprietatea b ≤ a, atunci a = b;
(3) majorant pentru mul�timea A, dac�a �ecare element al mul�timii A nu ��ntrece a (nu

se cere condi�tia a ∈ A);
55



(4) minorant pentru mul�timea A, dac�a a nu ��ntrece �ecare element al mul�timii A (nu
se cere condi�tia a ∈ A).

Exemplu. Fie rela�tia de ordine pe mul�timea X = {a, b, c, d, e, f, g, h} este de�nit�a cu
ajutorul grafului (�g. 19) (x ≤ y, dac�a de la x la y putem trece pe muchiile grafului ��n
direc�tia indicat�a de s�age�ti) �si �e A = {a, b, c, f}. Atunci h � majorant al mul�timii A, a �
minorant, f, c � elemente maximale, a � element minimal al mul�timii A.
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Fig. 19

De�ni�tie 6.1.3. Mul�timile ordonate (X1, ρ1), (X2, ρ2) se numesc izomorfe (se noteaz�a
X1 ' X2), dac�a exist�a o func�tie bijectiv�a f : X1 → X2, astfel ��nc�at:

∀x, y ∈ X1 (xρ1y ⇔ f(x)ρ2f(y)).

�In a�sa caz func�tia f se nume�ste izomor�sm.
A�rma�tie 6.1.1. Rela�tia binar�a de izomor�sm al mul�timilor ordonate este o rela�tie

de echivalen�t�a.
De�ni�tie 6.1.4. Vom numi num�ar ordinal al mul�timii ordonate X (nota�tie X)

mul�timea tuturor mul�timilor ordonate, izomorfe cu X.
Nota�tie. Num�arul ordinal al mul�timii numerelor naturale se noteaz�a cu ω, adic�a N = ω.
De�ni�tie 6.1.5. Mul�timea ordonat�a (X, ρ) se nume�ste total ordonat�a, dac�a pentru

orice x, y ∈ X se veri�c�a cel pu�tin una din rela�tiile xρy sau yρx.
Exemple.
1. Mul�timea R cu rela�tia natural�a de ordine ≤.
2. Mul�timea C cu rela�tia de ordine

(x1 + iy1)ρ(x2 + iy2) ⇔ x1 ≤ x2 ∨ (x1 = x2 ∧ y1 ≤ y2) este total ordonat�a.
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Observa�tie 6.1.1. Dac�a puterile mul�timilor total ordonate coincid, nu rezult�a c�a
aceste mul�timi sunt izomorfe. �In adev�ar,

CardZ = CardN = ℵ0,

dar (Z,≤) �si (N,≤) nu sunt izomorfe, deoarece ��n Z nu exist�a element minimal, pe c�and
��n N exist�a (la izomor�sm, elementul minimal trece ��n element minimal).

2. Mul�timi bine ordonate

De�ni�tie 6.2.1. O mul�time total ordonat�a se nume�ste bine ordonat�a, dac�a orice
submul�time nevid�a a ei are un element minimal.

Tipul de ordine al mul�timilor bine ordonate se nume�ste num�ar ordinal.
Exemple.
1. Mul�timea N cu rela�tia de ordine natural�a este bine ordonat�a.
2. Mul�timea Z cu rela�tia de ordine natural�a nu este bine ordonat�a, deoarece nu are

element minimal.
Teorema 6.2.1. Fie (A,≤) � o mul�time bine ordonat�a, P (x) � proprietate ce depinde

de elementul x ∈ A. Dac�a se veri�c�a condi�tiile:
1) P (a) � este adev�arat�a pentru a = min A;
2) pentru �ecare x ∈ A, x 6= a din P (y) � adev�arat�a pentru orice y ∈ A, y < x, rezult�a

P (x) � adev�arat�a;
atunci, pentru orice x ∈ A proprietatea P (x) este adev�arat�a.

Demonstra�tie. Admitem contrariul, adic�a

B = {x ∈ A | P (x)− fals�a} 6= ∅.

Atunci, cum A � bine ordonat�a, B ⊂ A, B 6= ∅, rezult�a, c�a exist�a b = min B. Dac�a b = a,
atunci ob�tinem o contradic�tie cu 1). Dac�a ��ns�a b 6= a, atunci pentru �ecare y < b rezult�a
y 6∈ B, adic�a P (y) � adev�arat�a �si totodat�a P (b) � fals�a, ce contrazice 2).

Teorema 6.2.2. Fie (A,≤) � o mul�time bine ordonat�a, f : A → A o func�tie injectiv�a,
ce veri�c�a proprietatea

∀x, y ∈ A (x ≤ y ⇒ f(x) ≤ f(y)). (8)
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Atunci pentru orice a ∈ A are loc f(a) ≥ a.
Demonstra�tie. Fie mul�timea M = {a ∈ A | f(a) < a} nu este vid�a. Atunci cum A este

bine ordonat�a, M ⊂ A, exist�a m = min M . Din condi�tia m ∈ M rezult�a, c�a f(m) < m.
Cum are loc (8) �si f este injectiv�a, se ob�tine f(f(m)) < f(m). A�sadar, f(m) ∈ M , ce
contrazice ipoteza c�a m este element minimal. Contradic�tia ob�tinut�a demonstreaz�a juste�tea
a�rma�tiei ini�tiale.

De�ni�tie 6.2.2. Se nume�ste segment al mul�timii bine ordonate A, determinat de
elementul a ∈ A, mul�timea bine ordonat�a

Aa = {x ∈ A | x < a}.

Teorema 6.2.3. Nu exist�a o aplica�tie injectiv�a, ce p�astreaz�a rela�tia de ordine,
dintr-o mul�time bine ordonat�a (A,≤) ��ntr-un segment al ei, adic�a a�sa o aplica�tie injectiv�a
f : A → Aα cu proprietatea

∀x, y ∈ A (x ≤ y ⇒ f(x) ≤ f(y)).

Demonstra�tie. Fie f : A → Aα � o aplica�tie injectiv�a, ce p�astreaz�a rela�tia de ordine.
Atunci, conform teoremei precedente, f(a) ≥ a, adic�a f(a) 6∈ Aα. Contradic�tie.

De�ni�tie 6.2.3. Fie α, β � numere ordinale, A,B � mul�timi bine ordonate cu A = α,
B = β. Se spune c�a α ≤ β, dac�a A este izomorf�a cu B sau cu un segment al mul�timii B.

Teorema 6.2.4. Fie α, β, γ � numere ordinale. Atunci au loc urm�atoarele propriet�a�ti:
1) α ≤ α (re�exivitate);
2) α ≤ β ∧ β ≤ α ⇒ α = β (antisimetrie);
3) α ≤ β ∧ β ≤ γ ⇒ α ≤ γ (tranzitivitate).
Demonstra�tie.
1. Fie A � o mul�time bine ordonat�a �si A = α. Cum A este izomorf�a cu A, rezult�a

α ≤ α.
2. Fie A,B � mul�timi bine ordonate, astfel ��nc�at A = α, B = β.
Presupunem α 6= β, adic�a A �si B nu sunt izomorfe. Atunci, cum α ≤ β �si β ≤ α, rezult�a

existen�ta elementelor a ∈ A, b ∈ B cu propriet�a�tile A ' Bb �si B ' Aα. Fie f : A → Bb,
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g : B → Aα � izomor�smele respective. Atunci g ◦ f : A → Aα este o aplica�tie injectiv�a ce
p�astreaz�a ordinea, care este o contradic�tie cu teorema 6.2.3. Prin urmare, α = β.

3. Fie A,B, C � mul�timi bine ordonate, A = α, B = β, C = γ. Dac�a α = β �si β ≤ γ

sau α ≤ β �si β = γ, evident α ≤ γ. A r�amas de considerat cazul α < β �si β < γ.
Atunci exist�a elementele b ∈ B �si c ∈ C, pentru care A ' Bb, B ' Cc. Fie f : A → Bb,

g : B → Cc � izomor�smele respective. Atunci

g(Bb) = {g(x) | x ∈ Bb} = {g(x) | x ∈ B ∧ x < b} =

=
∣∣∣y = g(x)

∣∣∣ = {y | y ∈ Cc ∧ y < g(b)} =

= {y | y ∈ C ∧ y < g(b)} = Cg(b)

Prin urmare, func�tia g ◦ f : A → Cg(b) este izomor�sm, �si, deci, α ≤ γ.
Teorema 6.2.5. Mul�timea W (x) a tuturor numerelor ordinale, mai mici ca num�arul

ordinal α, este bine ordonat�a �si W (α) = α.
Demonstra�tie. Fie A � o mul�time bine ordonat�a cu A = α. Consider�am aplica�tia

f : A → W (α), a → Aa (a ∈ A).

Dac�a a, b ∈ A, a < b, atunci Aa = (Ab)a, rezult�a f(a) < f(b), adic�a aplica�tia f p�astreaz�a
rela�tia de ordine �si este injectiv�a.

Pentru a demonstra surjectivitatea lui f consider�am un element arbitrar β ∈ W (α) �si
mul�timea bine ordonat�a B cu B = β. Cum β < α, rezult�a existen�ta elementului a ∈ A,
astfel ��nc�at B ' Aa. Prin urmare, f(a) = Aa = B = β �si f � surjectiv�a. A�sadar, aplica�tia
f este bijectiv�a �si p�astreaz�a rela�tia de ordine, adic�a f � izomor�sm. Rezult�a, c�a W (α) ' A

�si W (α) = A = α.
Teorema 6.2.6. Oricare dou�a numere ordinale α, β sunt comparabile ��ntre ele,

adic�a se veri�c�a cel pu�tin una din condi�tiile α ≤ β sau β ≤ α.
Demonstra�tie. Cum mul�timile A = W (α), B = W (β) sunt bine ordonate �si mul�timea

C = A ∩B este bine ordonat�a. Vom nota γ = C �si vom demonstra, c�a γ ≤ α.
Dac�a C = A, atunci γ = C = A = α.
Dac�a C 6= A, atunci vom demonstra, c�a C = Aγ1 , unde γ1 = min(A \ C) (atunci se

ob�tine egalitatea γ1 = γ). Pentru �ecare τ ∈ C elementele τ �si γ1 sunt comparabile ��ntre
59



ele, deoarece τ, γ1 ∈ A. Dac�a γ1 ≤ τ , atunci cum

τ < α ∧ τ < β (τ ∈ C = W (α) ∩W (β)),

rezult�a, �tin�and seam�a de tranzitivitate γ1 < α ∧ γ1 < β, de unde γ1 ∈ C, ceea ce este
imposibil. Rezult�a τ < γ1, adic�a τ ∈ Aj1 . Invers, pentru �ecare τ ∈ Aγ1 se ob�tine τ < γ1,
de unde rezult�a τ 6∈ A \ C (deoarece γ1 = min(A \ C)), �si, deci τ ∈ C. A�sadar C = Aγ1 .

Similar se demonstreaz�a γ ≤ β.
Condi�tiile γ < α �si γ < β concomitent nu se veri�c�a, deoarece ��n caz contrar C = Aγ �si

C = Bγ, de unde rezult�a γ ∈ A\C �si γ ∈ B\C, adic�a γ ∈ (A\C)∩(B\C) = (A∩B)\C = ∅

� imposibil.
Prin urmare, γ = α �si γ ≤ β sau γ ≤ α �si γ = β. Astfel se veri�c�a α ≤ β sau β ≤ α.

3. Axioma alegerii �si forme echivalente ale ei

Axioma alegerii. Pentru orice familie (Xα)α∈A de mul�timi nevide exist�a o func�tie

f : A →
⋃
α∈A

Xα,

astfel ��nc�at pentru orice α ∈ A are loc f(α) ∈ Xα.

De�ni�tie 6.3.1. Vom numi lan�t ��ntr-o mul�time ordonat�a orice submul�time total
ordonat�a a acestei mul�timi.

Vom numi lan�t maximal ��ntr-o mul�time ordonat�a, lan�tul A, pentru care nu exist�a a�sa
un lan�t B, astfel ��nc�at A ⊂ B, A 6= B.

Teorema lui Hausdorff. Orice lan�t ��ntr-o mul�time ordonat�a se con�tine ��ntr-un
lan�t maximal.

Lema lui Zorn. Dac�a orice lan�t al mul�timii ordonate X posed�a majorant, atunci
orice element al mul�timii X nu ��ntrece un careva element maximal.

Teorema lui Zermelo. Fie X o mul�time nevid�a. Atunci exist�a a�sa o rela�tie ≤,
astfel ��nc�at (X,≤) este total ordonat�a.

Consecin�t�a 6.3.1. Oricare dou�a numere cardinale sunt comparabile ��ntre ele.
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Demonstra�tie. Fie α, β � dou�a numere cardinale arbitrare, A,B � mul�timi de puterea
α �si respectiv β. Fie ≤A, ≤B � rela�tii ce bine ordoneaz�a A, respectiv B. Conform teoremei
6.2.6, numerele ordinale sunt compatibile, are loc una dintre rela�tiile

A < B, A = B, A > B.

Dac�a A < B, exist�a izomor�smul

f : A → Bb,

�si, prin urmare, A ∼ Bb, de unde rezult�a

α = Card A ≤ Card B = β.

Analog, pentru A = B, A > B, se ob�tine α = β, respectiv α ≥ β.
A�sadar, oricare ar � numerele cardinale α, β sau α ≤ β sau α ≥ β.
Teorema 6.3.1. Axioma alegerii, teorema lui Hausdor�, lema lui Zorn, teorema

Zermelo sunt a�rma�tii echivalente.
Demonstra�tia acestei teoreme poate � g�asit�a ��n [7].
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