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CAPITOLUL 1

MULTIMI

1. Notiunea de multime

Conform definitiei creatorului teoriei multimilor, Georg Cantor (1845-1918), multimea
este "o colectie de obiecte bine determinate, distincte ale intuitiei sau gandirii noastre,
considerate ca un tot".

Observatie 1.1.1.

1) Definitia adusa mai sus nu este stricta, deoarece notiunea de "mulfime” se defineste
prin notiunea de "colectie", sensul exact al cireia nu este determinat. In genere, orice alta
"definitie" a multimii ar conduce la definitia ei prin ea insasi — printr-un sinonim. Este o
situatie naturala — notiunea de mulfime este o notiune primara, la fel cum punctul, dreapta
sau planul in geometrie.

In teoriile aziomatice stricte, notiunea de "multime” se defineste indirect, prin pro-
prietatile ce le verifica.

Punctul de vedere pe care il vom adopta in lucrarea de fata constituie "teoria naiva” a
multimilor, vom evita constructii aziomatice stricte. Asa o abordare va inlesni intelegerea,
tar afirmatitle ce se vor obfine in asa mod pot fi demonstrate si din punct de vedere al
teoriilor axtomatice formale.

2) O multime de obiecte se considerd ca un singur obiect.

3) Nu se impune nici o restrictie asupra elementelor multimii, adica asupra obiectelor
ce alcatuiesc multimea. Obiectele au doar calitatea de a apartine sau ba multimia.

4) Nu importa ordinea in care elementele tntra in mulfime.

5) Pentru a defini o mulfime, este necesar de a defini elementele ce intra in aceastd
mulfime.

In continuare, de reguld, vom nota multimile cu litere mari: A, B, C, ..., X, Y, Z (pot
fi utilizate alfabete diverse sau simboluri grafice etc), iar elementele mul{imii cu litere mici:

a, b,c, ...,x, Yy, 2.



Daca obiectul a apartine multimii A, adica a este un element al multimii A, vom scrie
a € A. Daca obiectul a nu se giseste in multimea A, vom scrie a € A. Simbolurile €, ¢ se
numesc apartenentd, respectiv neapartenenta.

Exemple de mul{imi.

1. Multimea cifrelor sistemului zecemal de numeratie

{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}.

N

. Multimea numerelor naturale

N=1{01,23,...}

w

. Multimea numerelor naturale pozitive

N*={1,2,3,...}.

Iy

. Multimea numerelor intregi

7 =1{0,+1,+2,...}.

o]

. Multimea numerelor rationale
Q:{% m € Z,n € N* }.

6. Multimea numerelor reale. Aceasta multime se noteaza prin R si se defineste strict
in cursul de analizd matematica. Elementele acestei multimi sunt toate numerele rationale
si irationale (adicd numerele ce nu pot fi reprezentate ca raportul dintre un numar intreg

$i un numar natural pozitiv). Exemple de numere reale:

0
77

7. Multimea numerelor complexe

—_

-3, 17, 3=, V2, —sinl, e, m, Inb.

[\]

C={a+iblacR,bc R}, undei®=—1.
8. Multimea
S={(z,9,2)|* €L, yE€EZL, 2 €L, x° +y* +2°=30}.

9. Multimea tuturor fulgilor de zapada din anul trecut.
10. Multimea tuturor cuvintelor din aceasta lucrare.

11. Multimea triunghiurilor din plan.



2. Moduri de definire a multimilor

O multime se considera definita, daca exista un criteriu, dupa care deosebim elementele
multimii de celelalte obiecte ce nu fac parte din multime. In acest sens, o multime poate fi
definita

1) enumerand elementele multimii;

2) prin specificarea unei proprietiti caracteristice P ale elementelor sale.

O multime determinata prin enumerarea elementelor sale se noteaza scriind intre acolade
elementele sale, separate prin virgule (a se vedea exemplul 1 §1). Multimile definite prin

specificarea proprietatii P se vor nota prin
A={z|P(z)},

adicd mulfimea acelor obiecte x, pentru care are loc P(z) (a se vedea exemplul 3 §1).
Definitie 1.2.1. (Relatia de egalitate)
Doua mulfimi se numesc egale daca si numai daca ele sunt formate din aceleasi ele-
mente.
Cind doua mulfimi A si B sunt egale, vom scrie A = B, in caz contrar A # B.
Exemple.
1.A={1,2,3},B=1{3,2,1},C=1{3,3,1,2, 1}, D={1, 2},
A=B,A=C,B=C, A#+D.
2. A={z|z€Z 2*=4}, B={-2,2}, A=B.
3. A={sinz|zeR}, B={zxeR]||z|<1}, A=B.
4. A={z€eR||z|>2},B={xe€Q|2*=2}, A#B.

3. Relatia de incluziune a mult{imilor

Definitie 1.3.1. Fie A si B doud mulfimi. Se spune ca A este o submulfime a lui
B, sau este inclusa in B si se noteaza A C B, daca fiecare element al mulfimii A aparfine

mulfimii B, adica

ACB & Ve(re A= x€ B).

Exemplu. N CNCQCRcC.



Observatie 1.3.1. Daca A C B, mai spunem ca A se contine in B sau B contine
(sau include) pe A, sau A este o parte a lui B. In loc de A C B se scrie de asemenea

B D A, iar daca A nu se include in B, se scrie A ¢ B sau B 5 A (fig. 1).

L) O

ACB A¢ B A¢ B
BD>A BcCA B¢g A
Fig. 1

Relatia de incluziune are urmatoarele proprietéti.

Proprietati 1.3.1.

1) A C A (reflezivitate);

2)ACBgiBCC = AcCC (tranzitivitate);

3) AC B si BCA = A= B (antisimetrie).

Definitie 1.3.2. Multimea, care nu contine nici un element se numeste mulfime vida.

Multimea vida se noteaza cu simbolul & .

Exemple.

1. {z|z#£2}=02.

2. {zeR|2*+1=0}=02.

Afirmatie 1.3.1. Multimea vida este submulfimea a oricarei mulfims.

Demonstratie. Fie A o multime arbitrard. Vom presupune cd & ¢ A. Rezulta, ca
exista aga un element x € & astfel incat z ¢ A. Dar aga ceva este imposibil, deoarece @ nu
contine elemente. Contradictia obtinuta demonstreaza afirmatia initiala.

Fie A — o multime arbitrara. Multimea partilor multimii A (multimea tuturor submultimilor

ei) se noteazi P(A) sau 24, astfel
PA)={X|XCA}.

Este evident, ca @ € P(A) si A e P(A).
Exemple.
1. P(@)={2}.
2. P({1,2}) = {2, {1}.{2}, {12} }.



3. P{a,b,c})={a,{a},{b},{c},{a,b},{bc},{a,c} {a,bc}}

4. Multimea universala

Paradoxul lui Russel

Exista doua feluri de multimi. Unele multimi nu se contin pe sine in calitate de ele-
ment (de exemplu, N ¢ N, Q € Q), altele insi posedd aga o proprietate. De exemplu,
A= { X | X este multime } este un element al siu.

Consideram multimea M, ce constd din toate multimile care nu se contin pe sine in

calitate de element, adica
M={X|X¢&X}.

Admitem cd M € M. Atunci, cum fiecare element X € M verifica conditia X & X,
rezultd M & M, ceea ce contrazice ipoteza initiala.

Admitem ca M ¢ M. Atunci, conform definitiei multimii M, se obtine M € M, ceea
ce lar contrazice presupunerea.

Agadar, se obtine ca atat afirmatia M € M, cat gi negatia ei M ¢ M sunt false
(paradoxul lui Russel).

Prin urmare M nu poate fi acceptata ca multime, deci nici A.

Observatie 1.4.1. Pentru a evita asa situatii paradozale, ce tin de mulfimi de tipul
"multimea tuturor multimilor”, vom fiza o multime suficient de "bogata”, ce contine in
sine toate mulgimile necesare (de exemplu N, R, C, Cla,b], ...). Aceastd multime o vom
numi mulfime universala st o vom nota U. Toate mulfimile considerate in continuare vor

fi submultimi (parti) ale mulfimii universale U, chiar daca aceasta nu va fi specificat.

5. Operatii cu mult{imi
Definitie 1.5.1. Reuniune a multimilor A si B se numeste mulfimea notatd cu AU B
st definita astfel

AUB={z|z € A sau z € B},

adica AU B este multimea elementelor ce apartin cel putin uneia din mulfimile A si B.
Exemple.

1. Fie A, B — multimile din fig. 2. Atunci AU B va fi multimea hagurata.
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AUB

Fig. 2
2. {1,2,31U{2,3,4,5} = {1,2,3,4,5).
3. Fie A= {(z,y) e R?|22+y> <1}, B={(z,y) € R?|x > 0}. Atunci reuniunea

multimilor A si B va avea forma (fig. 3.)

7

“ Z

Fig. 3

Afirmatie 1.5.1. (Proprietatile operatiilor de reuniune)

1) AUA = A (idepotenta);

2) AU@ = A;

3) AUU =U;

4) AU B = BUA (comutativitate);

5) (AUB)UC = AU (BUC) (asociativitate).

Demonstratia acestor proprietiti rezulta imediat din definitia reuniunii a doud multimi.
Definitie 1.5.2. Intersectie a mulfimilor A si B se numeste mulfimea notata cu AN B

st definita astfel
ANB={xz|z € A gi v € B},

adica AN B este mulfimea elementelor, ce apartin si lui A si lui B.

8



Exemple.

1. Fie A, B — multimile din fig. 4. Atunci AN B va fi multimea hagurata.

Q>

ANB

Fig. 4

2. (—o0, 1] N (=2,7 = (=2,1].

3. {a, b, ¢} n{b, d} = {b}.

4. {1,2,3,4}n{5,6,7,8,9, 10} = 2.

Afirmatie 1.5.2. (Proprietatile operatiilor de intersectie)

1) AN A= A (idepotenta);

2) ANG =0;

3) ANU = A;

4) AN B = BN A (comutativitate);

5) (ANB)NC =AN(BNC) (asociativitate).

Demonstratia acestor proprietati rezulta imediat din definitia intersectiei a doua multimi.

Afirmatie 1.5.3. Legatura dintre operatiile de reuniune si intersectie este exprimata
de proprietatile de distributivitate:

1)Au(BNC)=(AUB)N(AUC);

2) AN(BUC)=(ANB)U(ANCQC).

Demonstratie. Vom demonstra, de exemplu, proprietatea 2 (demonstratia proprietatii
1 este similara).

Fie x un element arbitrar. Atunci
reAN(BUC) & z€Agize(BUC) & ze€Asi(zreBsauzxel) &
& (redAsizeB)sau(zreAgizel) & (r€eANB)sau (r€ ANC) &
s xe(ANB)U(ANCOC).

Afirmatie 1.5.4. Legatura dintre operatiile de incluziune si operatiile de reuniune gi

intersectie este exprimatda de urmdatoarele proprietati:



1) AC AUB;

2)ACB < AUB=B;

3)ACB = AUCCBUC;

4)ACcCsiBCcC = AUBCC;

5) ANB C A;

6) ACB & ANB=A;

7ACB = AnCcCBNC;

§JCcAgiCCcB = CCANB.

Demonstratia acestor proprietati nu prezinta greutati.

Definitie 1.5.3. Diferenta a multimilor A gi B se numeste multimea notata cu A\ B

st definita astfel

A\B={z|z€ A gsi x ¢ B},

adicd A\ B este mulfimea elementelor lui A, ce nu apartin lui B.

Exemplu. Fie A, B — multimile din fig. 5. Atunci A\ B va fi multimea hagurata.

A\ B

Fig. 5
Observatie 1.5.1.
1) Diferenta A\ B se obtine elimindnd din A elementele, ce apartin si lui B.
2) Daci AN B =&, atunci A\ B = A.
3) Daca A C B, atunci A\ B = @.

Definitie 1.5.4. Diferenta simetrica a mulfimilor A si B se numeste mulfimea

AAB = (A\ B)U(B\ A).

Exemple.
10



1. Fie A, B — multimile din fig. 6. Atunci diferenta simetrica a acestor multimi va fi

multimea hagurata.

AAB

Fig. 6

2. (—00,2] A[-3,5) = (—o0, —3) U (2,5).

3. {A o, x}A{o, A} ={o, %0}

Afirmatie 1.5.5. Mulfimea tuturor submultimilor (o parte a mulfimii universale U ),
inzestrata cu operatia binard algebrica A, este un grup abelian, adica se verifica relatiile:

1) (AAB)AC =AA(BAC) (asociativitatea);

2) AN = ANA=A (@ - element neutru);

3) ANA = (A este simetricul lui A);

4) AA B = BAA (comutativitatea).

Demonstratie. Vom demonstra, de exemplu, proprietatea 1 (celelalte proprietati se
demonstreaza similar).
Ve e (AAB)AC = (r€ AABsixgC)sau (t g AABgsixeC).

Dacia z € AABsix ¢ C, atunci
(reAsizgB)sau (r g Asiz e B))siz g C =
= (re€AgixgBsizgC)sau (rgAsizeBgizg(C) =
= (reAgizg BAC)sau (r g Asiz e BAC) = x€ AA(BAC).

Daca x € AA B si z € C, atunci
rgA\Bsir g B\Asize(C = (x¢fAsauzrzeB)si(r¢gBsauxe A)gizeC =
= (rfAgiz¢gBgizeC)sau (r€BsizeAgizeC) =
= (rgAgsize BAC)sau (1€ Asia ¢ BAC) = z€ AA(BACQC).

Asadar,

(AAB)AC C AA(BAC).

Incluziunea inversa se demonstreaza similar.

11



Definitie 1.5.5. Fie T — o mulfime, si A CT o submulfime. Mulfimea
Cr(A)={z|lzeT sic g A}

se numeste complementara mulfimii A in raport cu T.

Exemple.

1. Fie T' i A — mulgimile din fig. 7. Atunci Cr(A) va fi multimea hagurata.

%

Cr(A)

Fig. 7
2. Cr([1,400)) = (—o0,1).

Afirmatie 1.5.6. (Formule lui de Morgan)

Daca A si B sunt doua submulfimi ale lui T, atunci

1) Cr(AU B) = Cp(A) N Cr(B);

2) Cr(ANB) = Cr(A)UCr(B).

Demonstratie. Vom demonstra, de exemplu, relatia 1. Cum A C T si B C T,
r€Cr(AUB) & zeTsicg(AUB) & xeTsizgAsicgB &

& zeCr(A)size Cp(B) & xe€Cr(A)NCp(B).

Observatie 1.5.2. De regula, din context este clar in raport cu ce mulfime T se ia
complementara multimilor considerate. In asa caz, indicele T se omite si complementara
multimii A se noteazi C(A) sau A.

Afirmatie 1.5.7. Complementara are proprietatile:

1) Cr(Cr(A)) = A;

2) Cr(@) =T;

3) Cr(T) =o.

Definitie 1.5.6. Fie x st y doua obiecte. Se numeste pereche ordonata a obiectelor x

sty mulfimea notata (z,y) si definitd astfel:

(z,y) = {{z}, {=,u}}.

12



Afirmatie 1.5.8. Daca (x,y) si (u,v) sunt doud perechi ordonate, atunci

(,y) = (u,v) & z=ugiy=v.

Demonstratie. Fie (z,y) = (u,v), adicd {{z}, {z,y}} = {{u}, {w,v}}. Sunt posibile
urmatoarele cazuri:

I. Obiectele z si y coincid. Atunci {{u}, {u,v}} = {{z}} ¢i prin urmare, {u} = {z} si
{u,v} ={z}. Rezultd u = = ¢i v =z, adici z = u si y = v.

IT. Obiectele x gi y sunt diferite. Atunci u # v gi, prin urmare, {x} = {u} si {z,y} = {u,v},
de unde r = u gi y = v.
Dacd = = u si y = v, atunci, evident, (z,y) = (u,v).

Observatie 1.5.3. Daca z giy sunt doud obiecte diferite (x # y), atunci (z,y) # (y,x).

Definitie 1.5.7. Flie ay,a9,...,a, —n obiecte. Se numeste n-uplu ordonat, obiectul
notat (ay,as, ..., a,) §i definit prin inductie:
(ab az, . .. 7an) = ((ah ag, . .. 7an—1)7 an)a (TL Z 3)
Definitie 1.5.8. Produs cartesian al mulfimilor Ay, Ao, ..., A, se numeste mulfimea

notatd Ay X Ay X -+ x A, si definitd astfel:

A1><A2><---xAn:{(al,ag,...,anHajEAj, ]:]_,_’I'L}, (’I’LZ2)

Exemplu. {a,b} x {1,2,3} ={(a,1),(a,2),(a,3),(b,1),(b,2), (b,3)}.
Afirmatie 1.5.9. Au loc relatiile:
1)(AxB)N(Cx D)=(ANC)x (BND);

2)(AUB)x C=(AxC)U(BxC(C);
3) Ax (BUC)=(Ax B)U(AxC);
4) (ANB)xC=(AxC)N(BxC);
5) Ax (BNC)=(AxB)Nn(AxC(C).

13



Demonstratia acestor relatii rezulta imediat din  definitiile  operatiilor

respective.

14



CAPITOLUL 2

CORESPONDENTE

1. Corespondenta intre doud multimi

Definitie 2.1.1. Fie X i Y doua mulfimi. Tripletul ordonat (X,G,Y), unde G este
o submultime a produsului cartesian X XY, se numeste corespondenta de la mulfimea X la
multimea Y. Mulfimea G se numeste graficul corespondentei, X — domeniul corespondentet,
iar' Y — codomeniul (domeniu de valori) corespondentes.

Exemple.

1. Fie X =Y =R, G — multimea reprezentata in fig. 8. Tripletul a = (R, G, R) este

o corespondenta de la multimea numerelor reale la ea insasi.

24

Y

"&

Fig. 8

2. Fie X = {1,2,3,4}, Y = {a,b,c}, G = {(1,a),(3,a),(3,b),(2,¢)}. Tripletul
a = (X,G,Y) este o corespondentd de la mulfimea X la multimea Y. Corespondenta «

poate fi definitd si astfel (fig. 9).

15



Fig. 9

3. Fie X ={r|nm-planin R*}, Y ={l]l- dreaptd in R3},
G={(ml) | me X, leY, |l Lnx} Tripletul a« = (X,G,Y) este corespondenta de la
multimea X la multimea Y.

4. Fie X =7, Y =72, G={(z,y) |x €Z, y € Z, 2*+y* = 5k, k € N}. Tripletul
a = (Z,G,Z) este corespondenta de la multimea numerelor intregi la ea insasi.

Definitie 2.1.2. Fie a; = (X1,G1,Y1) §i s = (Xo,Go,Ys) — doud corespondente.
Corespondentele oy si ag sunt egale (a; = ag), daca X; = Xo, Y1 =Y si G = Gs.

Corespondentele din exemple 1 — 4 sunt distincte, iar corespondentele a; = (R, G, R,)
$ias = (R,Go,Ry), unde Gy = {(z,y) |z € R, y e Ry, y=|z|},
Gy ={(z,y) |z €R, y € Ry, y =22} sunt egale, deci a; = .

2. Imagine directa si imagine inversa a unei multimi

Definitie 2.2.1. Fie a = (X,G,Y) — o corespondenta, A C X o submultime a lui X.

Mulfimea notata cu o(A) si definita prin egalitatea
a(A)={yeY|drve A (z,y) € G}

se numeste imagine directd a mulfimit A prin corespondenta o.

Daca x € X, multimea a({z}) pentru comoditate va fi notata cu a(x), si se va numi
imaginea elementului z € X.

Exemple.

1. Fiea = (R,G,R), unde G = {(z,y) | 0 <z <2, 0<y <z} (asevedea fig. 10),
A =[-1;1]. Atunci
a(Ad) ={y|Fr(-1 <2 <1si0<2<2610<y<2)}={y|Iw(0 <2< 1

0<y<a)}=[0,1]
16
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0 2
Fig. 10

2. Consideram exemplul dat de fig. 9. Fie A = {1,2}, atunci a(A) = {a, c}.

Teorema 2.2.1. Fie a = (X,G,Y) - o corespondenta, A C X, B C X. Atunci sunt
adevarate urmatoarele afirmatii:

1) a(2) = &;

2)ACB = «afA) CaB);

3) a(AUB) = a(A) U «a(B);

4) a(ANB) C a(A) Na(B).

Demonstratie.

(67

l.a(@)={yeY|Ire g, (x,y) € G} = 2.

2. In presupunerea ¢ A C B se obtine

a(A) ={y|Fr € A, (z,y) e G} C {y|3x € B, (x,y) € G} = a(B).

3. Pentru fiecare y avem
yea(AUB) & dJre AUB(z,y) €eG & Jz((re€Asauz € B)si (v,y) €G) <
& Jx((r e Asi(x,y) € G)sau (x € Bsi (z,y) €G)) <
& Jr(r € Al (z,y) € G)sau Jz(z € Bsi (r,y) €G) & yea(Ad)sauy € a(B) <
& yealld)Ua(B).
4. Fiey € a(ANB). Atunci dx € ANB (r,y) e &
dx(re Asiz € Bsi (z,y) €G) &
dx((z € Asi (x,y) € G)si (v € Bsi (z,y) € G)) =
dx(r e Asi (v,y) € G)si Jx(x € Bsi(x,y) €G) & yeald)siyea(B) <
y € a(A) Na(B).

L
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Observatie 2.2.1. In afirmatia J a teoremei 2.2.1 simbolul incluziunii, ™n cazul
general, nu poate fi inlocuit cu simbolul egalitatii. Intr-adevar, fie X =Y =R, G = R?,
A=10,1], B=12,3]. Atunci a«(ANB) =a(@) =, iar a(A)Na(B)=RNR =R.

Definitie 2.2.2. Fie o = (X,G,Y) o corespondenta, B C'Y o submultime a lui Y.

Multimea notati cu o' (B) si definita prin egalitatea

a '(B) ={r € X |a(r) C B}

se numeste 1magine inversa a mulfimic B prin corespondenta a.

Exemplu. Fie a = (R,G,R), unde G = {(z,y) |0 <z <2, 0<y <z}, B=[-1,1].
Atunci o }(B) ={xr € R|a(z) C B} =
={zx € (—00,0)|a(z) C BfU{x €[0,2]|a(z) C B}U{z € (2,4+00) |a(x) C B} =
={z € (—00,0)|@ C BU{z €0,2]]|]0,z] C BjU{x € (2,+0) |2 C B} =
= (—00,0) U [0,1] U (2, +00) = (—00, 1] U (2, 400).

Teorema 2.2.2. Fie a = (X,G,Y) o corespondenta, A CY, B C Y. Atunci sunt
adevarate urmatoarele afirmatii:

1) AC B=a*A) C a }(B);

2) a ' (AUB) D a ' (A)Ua Y(B);

3) a (AN B) =a ' (A)Nna ! (B);

4)aH(Y)=X.

Demonstratie.

1. Fie A C B. Atunci din # € a!(A) se obtine a(z) C A, de unde a(z) C B, si deci
r € a !(B).

2. Pentru orice z avem: z € a”'(A)Ua™'(B) & ze€a'(A)saurea}(B) &
& alr)CAsaua(z)CB = afz) CAUB & zea '(AUB).

3. Pentru orice x avem: x € a ' (A)Na ' (B) & zeal(Ad)sizeal(B) &
& a(z)CAsia(r)CB & a(r)CANB & zeaY(ANB).

4. Pentru orice z avem: z € X = afx) CY = z € o (V). Incluziunea opusa
este evidenta.

Observatie 2.2.2. In afirmatia 2 a teoremei 2.2.2 simbolul incluziunii, tn caz general,

nu poate fi tnlocuit cu simbolul egalitatii.
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In adevir, pentru X =Y =R, G =R? A= (-00,0], B=[0,+00) se obtine:
a ' (AUB) =a'(R) =R, a H(A)={z|a(z) c A} ={z|RC A} = 2.
Similar o™ '(B) =2 s a '(A)Ua }(B)#a (AUB).

3. Compunerea corespondentelor. Inversa unei corespondente

Definitie 2.3.1. Fie a = (X,G,Y) ¢i f = (Y,H,Z) — doud corespondente in care
codomeniul lut o coincide cu domeniul lui 3. Corespondenta notatd cu o « si definita
astfel

Boa=(X,HoG,Z)

unde Ho G ={(x,2)|3y(z,y) € G si (y,2) € H} se numeste compunere a corespondentelor
a s f.

Exemple.

1. Fie corespondentele o = (X, G,Y) si = (Y, H, Z) reprezentate in fig. 11.

X Y Z
G H
1 a A
E ib
2 c O
3 > d X O
Fig. 11

Atunci compunerea corespondentelor « si 3, 0 o « are forma din fig. 12.

X Z
. HoG
A
2 O
3 O
Fig. 12

2. Fie corespondentele o = (X,G,)Y) si f = (Y,H,Z), unde X =Y = Z = R,

G={(z,y)|0<z<1, 0<y<az}, H={(y,2)|1 <y <2} (ase vedea fig. 13).
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N\

Y S
Yo

Fig. 13

Atunci (z,2) e Ho G < Jy(z,y) € Gsi (y,2) € H &

& JyY0<zr<1gi0<y<zrsil<y<?2) & 0<z<lgil<zr & z=1
Asadar, Ho G = {(1,2) |z € R} (a se vedea fig. 14).

AR

HoG

V&

Fig. 14

Definitie 2.3.2. Fie a = (X,G,Y) o corespondentd. Corespondentd notatid o' si
definita prin
o' =(Y,G, X),
unde G7'={(y,z)|(x,y) € G}, se numeste inversa corespondentei c.

Exemplu. Fie corespondenta « definita in fig. 15.

Fig. 15

Atunci corespondenta inversi o' are forma din fig. 16.
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G—l
A a
O b
U c
Fig. 16
Teorema 2.3.1.  Operatia de compunere a corespondentelor este asociativd, adicd

pentru orice corespondente o = (X, G,Y), 6= (Y,H,Z), v = (Z,L,U) are loc egalitatea
Yo (Foa)= (708 oa.

Demonstratie. Cum
vyo(foa)=(Z,L,U)o(X,HoG,Z)=(X,Lo(HoQG),U),
si similar
(yopB)oa=(X,(LoH)oG,U),
rezultdi, ca pentru a demonstra teorema (a se vedea definitia egalitdtii a dous corespondente)

este suficient s ardtam ci

Lo(HoG)=(LoH)oG.

In adevir, (z,u) € Lo(HoG) < 3z((z,2) € HoGsi (z,u) € L) &

& J2(Fy(z,y) € Gsi (y,2) € H) i (z,u) € L) <

< Jy((z,y) € GsiIz((y,2) € H) si(z,u) € L)) < Fy((z,y) € Gsi(y,u) € LoH) &
& (z,u) € (LoH)oG.

Observatie 2.3.1.  Operatia de compunere a corespondentelor, in general, nu este
comutativa. Chiar daca corespondentele o 3 si [ o« sunt definite, egalitatea lor nu
intotdeauna are loc.

In adevir, fie a = (R,G,R), unde (r,y) € G < y = 2z, f = (R, H,R), unde
(y,2) € H & z=1y> Atunci
(r,2) € HoG & Fy((r,y) €Gsi(y,2) €H) & Ty (y=2xsiz=19>) & z=(22)%
Pe de alta parte,

(r,2) EGoH & Fy((z,y)€eHsi(y,2) €G) & Ty (y=2siz=2y) & z=222

Se obtine H o G # G o H, si deci a0 # o a.
21



Teorema 2.3.2. Fiea = (X,G,Y), = (Y,H,Z) doud corespondente. Atunci au loc
egalitatile:

1) (o)t =aop

2) (a1t =a.

Demonstratie.

1. Cum

(Boa) ' =(X,HoG,Z) "' =(Z,(HoG)™", X),
a ot =(Y,G,2)o(Z, HY)=(2,G "o H " X),

ramane si demonstram egalitatea (H o G)™! = G 'o H™ .
Avem (z,2) € (HoG)™' & (2,2) € (HoG) & Fy((z,y) € Gsi (y,2) € H) &
& Fyl(z,y) e H i (y,2) G & (2,2)eGloH L

2. Cum

(@)=Y, X)) = (X, (GT)LY),

ramane si demonstram, ca (G™1)~! = G.
Avem (z,y) € (GH)!' & (y,2)eG! & (v,y) €.

Definitie 2.3.3. Fie X o multime arbitrara. Corespondenta
1X = (XyAXvX)a

unde Ax = {(z,z) |z € X} - diagonala multimii X, se numeste corespondentd unitate
(identitate).
Exercitii.
1. Fie a« = (X, G,Y) o corespondentd, atunci au loc egalitatile
aoly = q; ly oa = a.
2. Exista corespondenta o = (X, G,Y), pentru care
aoa ' #£1y si atoa #1y.

Teorema 2.3.3. Fiea = (X,G,Y) si 8 = (Y,H,Z) doua corespondente, A C X,
BCY,CcCZ. Atunci sunt adevarate urmdatoarele afirmatii:

1) (Boa)(A) = pla(A));

2)a(A)C B & AcCa'(B);

3) (Boa)™(C) =a™ (B7H(C)).
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Demonstratie.

1. Avem ze€ (foa)(A) & Jre€eA (v,2)e HoG &
& JredAy((z,yeCGsi(y,2)eH) & Ty ((FreA (z,y)€G)si(y,2) e H) &
& Jy (yea(A)si(y,2) € H) & z€ B(a(A)).

2. Dacd a(A) C B, rezulti ca pentru fiecare x € A avem
a(r) Ca(d) = a(r)CcB = z€a'(B).

Prin urmare, A C o~ (B).
Dacia A C a~!(B), atunci pentru fiecare y € a(A) se obtine
dJreA(r,y) €G = JreA ycalzr) = Frcal(B)ycalr) =
= dr(a(x) CBsiye€alr)) = yeB.
Asadar, o(A) C B.
3. Utilizand afirmatiile 1 si 2, se obtine z € (Boa) ' (C) & (Boa)(r)CC &
& Bla(x) cC & al@)cp(C) & {z}ca(B7(C) & zeca™(B7(C)).

4. Relatie binara

Definitie 2.4.1. Corespondenta a = (X, p,Y) se numeste relatie binara, daca
X =Y.

Observatie 2.4.1. In loc de o = (X,p,X) vom nota relatia binard o = (X, p).
Deseori relatia binara se identifica cu graficul ei, intelegind in asa sens prin relafia binard
p pe mulfimea X o submultime a produsului cartesian X x X. Se spune, ca elementele x
sty se afla in relatia p, daca (x,y) € p (se noteaza de asemenea xpy).

Vom nota prin R(X) multimea relatiilor binare pe multimea X, asadar, R(X) = P(X x X).

Cum relatiile binare sunt cazuri particulare ale corespondentelor, au loc urmatoarele
proprietati.

Proprietati 2.4.1.

1) (10 p2) 0 ps = p1 0 (p2 0 p3);

2) (prop)™t =pytoprt;

3) (p)~ = p;

4)poAx =Axop=rp;

5) pmopt = p"t" unde mn €N, p° = Ax, p"=popo---op;

n ori
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6) p " op" = p ™M undem,n €N, p7" = (p")"L.
Definitie 2.4.2. Relatia binara p pe mulfimea X se numeste

(1) reflexiva, daca Ax C p, adica
Vee X = xpx;
(2) simetrica, daca p~* C p, adica
Vo,y € X(zpy = ypx);
(3) antisimetrica, daca pNp~' C Ax, adica
Va,y € X(zpy siypr = v =y);
(4) tranzitiva, daca p* C p, adicd
Vr,y,z € X(zpy siypz = wpz);
(5) totald, daca pUp~t =X x X, adica
Va,y € X(xpy sau ypz).

Teorema 2.4.1. Fie p o relatie binard pe multimea X. Atunci p este reflexiva (si-

U este reflexiva (simetricd,

metricd, antisimetricd, tranzitiva, totala) daca si numai daca p~
antisimetricd, tranzitivd, totald).

Demonstratie. Vom demonstra teorema in cazul cand p este tranzitivd (celelalte
afirmatii se demonstreaza similar).

Fie p — tranzitivi, =z,y,z € X, elemente din X. Presupunem ci zp~ly si yp 'z

Atunci ypr si zpy. Cum p este tranzitiva, se obtine zpx, de unde zp~'z.
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CAPITOLUL 3

FUNCTII

1. Notiunea de funtie

Definitie 3.1.1. Corespondenta f = (X, F,Y) se numeste functie de la mulfimea X
la multimea Y, daca se verifica conditiile:

)Vze X JyeY (v,y) € F;

2)V(z,y'), (x,y") € F =y =y".

Multimea X se numeste domeniu de definitie al functiei f, iar multimea Y — domeniu
de valori (codomeniu) al functiei f.

Notatii. Pentru functia f = (X, F,Y) se utilizeaza frecvent notatiile f : X — Y sau
X L v. Dacs (z,y) € F se spune cd y este imaginea lui z prin functia f si se noteaza
y = f(x).

Observatie 3.1.1. Din definitia functiei rezulta ca funcfile f : X1 — Y1 si
g : Xo — Y5 sunt egale daca gi numai daca X, = Xo, Y1=Yo si f(zx) =g(x),Vr € X;.

Exemple.

1. Fie X o multime arbitrard. Functia 1x = (X, Ay, X) se numegte functie identicd a
multimii X. Din definitia functiei identice rezultd ci 1x(z) = =, V2 € X. In particular,
daca X = @, se obtine functia vida 14 = (&, F, ).

2. Fie X,Y - multimi arbitrare, ¥ # @. Functia f = (X,Y,,,Y), unde
F,, = {(z,y)|x € X}, yo — un element fixat din multimea Y, se numeste functie con-

stantd. Din definitia functiei constante rezultd ca f(z) = yo (Vo € X).

2. Restrictia gi prelungirea unei functii

Fie f : X — Y o functie, A C X.
Definitie 3.2.1. Functia g : V — W se numeste prelungire a functiei f, daca X C V,
YCW s VeeX f(z)=g(x).
Definitie 3.2.2. Funcfia f|a : A — Y se numegte restrictie a functiei f la mulfimea
A, daca fla(z) = f(x), (Vx € A).
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Exemple.

1. Initial, a? se definegte ca produsul a p numere, egale toate cu a. Aceasta definitie
presupune p € N. Apoi se introduce notiunea de functie exponentiala, f : R — R,
f(z) =a", a>0,a# 1. Ultima este o prelungire a primei functii.

2. Cumn!=1-2-3-...-n, functia f(z) = x! apriori nu are nici un sens, dacd x ¢ N.
Aceastd functie se prelungeste la Z (si chiar la R\ Z) prin itermediul functiei I" (functia lui
Euler de speta a doua).

Exercitii.

1. S& se demonstreze afirmatiile ce urmeaza:

a) orice functie este o prelungire a oricirei restrictii ale ei;

b) daca functia g = (V, G, W) este o prelungire a functiei f = (X, F,Y), atunci F C G
(afirmatia reciprocd, in general, nu are loc).

2. Sa se aduca exemplu de asa functii f si g, incat g sa fie o prelungire a lui f, iar f sa

nu fie o restrictie a lui g.

3. Compunerea si inversarea functiilor

Teorema 3.3.1. Daca [ = (X,F\Y) si g = (Y,G,Z) sunt doud functii, atunci
(f(2)).

corespondenta g o f este o functie i (go f)(z) =g

Demonstratie. Pentru corespondenta g o f = (X, G o F, Z) se verificd conditiile din
definitia functiei.

Fie x € X, un element arbitrar din multimea X. Cum f este functie, exista asa un
y € Y, incat (z,y) € F. Cum g este functie, existd aga un z € Z, incét (y,2) € G. Prin
urmare, (z,z) € Go F.

Fie (x,21) € Go F, (x,2z9) € G o F. Atunci existd elementele y1,y> € Y, astfel incét
(x,y1) € F, (y1,21) € G, (z,y2) € F, (ya,22) € G. Cum f este functie, rezulta y; = yo
si cum g este functie, se obtine z; = 25.

S& verificam afirmatia (g o f)(x) = g(f(z)). Notam y = f(z) si z = ¢g(y). Cum
(z,y) € F, (y,2) € G, rezulta (z,2) € Go F, adicd g(f(z)) = 2 = (g o f)(x).

Teorema 3.3.2. Fie f = (X,FY) o functie. Atunci corespondenta f=*(Y,F~' X)
este o functie dacd $i numai dacd f~'o f=1x si fofl=1y.
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Demonstratie. Fie corespondenta f~! este o functie si # € X — un element arbitrar.
Vom nota y = f(z). Cum (z,y) € F, rezulta (y,z) € F~!si x = f~(y). Prin urmare,
(fro f)(x)=f'(f(z)) = f~(y) = z. De aici, {inand seama ca domeniile de definitie si
domeniile de valori ale functiilor f~! o f si 1x coincid, rezulti ci aceste functii sunt egale.
Egalitatea f o f~! = 1y se verifici similar.

Fie ci au loc egalititile f~'o f =1x si fo f ! =1y. Si demonstram ci f~! este
functie. Verificim pentru f~! conditiile din definitia functiei.

Fie y € Y un element arbitrar. Cum (y,y) € Ay = Fo F~!, rezulti ci existi elementul
r € X, astfel incat (y,z) € F~' s (z,y) € F.

Fie (y,z1) € F7, (y,22) € F7'. Cum (y,71) € F7', (zo,y) € F implica

(x9,21) € F~l1oF = Ay, rezulti o = ;. Teorema este demonstrata.

4. Functii injective, surjective, bijective
Definitie 3.4.1. Funcfia f: X — Y se numeste

(1) surjectiva, dacaVy €Y Jx € X : f(x) =y;
(2) injectiva, daca V1,29 € X (x1 # 29 = f(21) # f(22));

(3) bijectiva, daca f este si surjectiva, $i injectivd.
Exemple.
1. Fie f : R — R, f(z) = 22
—1 # 1, si totodata, f(—1) = (—1)? = (1)? = f(1). Aceasta functie nu este nici surjectiva,
deoarece fr € R: f(z) = —1.

Functia f nu este injectivd, deoarece, de exemplu,

2. Fie f : R — [0,+00), f(z) = 2% Aceastd functie nu este injectiva (a se vedea
exemplul precedent), dar este surjectivda, doarece Yy € [0,+00) Jx € R (de exemplu,
T =y 2*=y.

3. Fie f:[0,400) — [0,+00), f(z) = 2? Aceastd functie este surjectivd (a se vedea
exemplul precedent) si injectivd. In adevir, pentru V{z,, 25} C [0,400), 1 # 22 avem
2?2 # 23, adica  f(xy) # f(x2). Fiind surjectiva si injectiva, f este si bijectiva.

Teorema 3.4.1. Fie f : X — Y, g :Y — Z doud functii. Atunci sunt juste

urmatoarele implicafii:
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1) daca f si g sunt injective, atunci g o f — injectivd;

2) daca f si g sunt surjective, atunci g o f — surjectivd;

3) daca f si g sunt bijective, atunci g o f — bijectiva;

4) daca g o f este injectiva, atunci f — injectivd;

5) daca go f este surjectiva, atunci g — surjectivd;

6) daca go f este bijectiva, atunci f — injectiva, g — surjectivd.

Demonstratie.

1. Fie f gi g — injective, x1,79 € X : 7 # x9. Cum f este injectiva, f(z1) # f(x2) si
cum g este injectivd g(f(21)) # g(f(22)), adica (go f)(z1) # (g0 f)(x2) §i go f — injectiva.

2. Fie f si g — surjective, z € Z — un element arbitrar. Cum g este surjectivi, rezulta
existenta elementului y € Y, astfel incat g(y) = z, si cum f este surjectivi, rezulta existenta
elementului € X cu f(x) =y. Asadar, g(f(z)) = 2z i g o f — surjectiva.

3. Rezulta din 1 i 2.

4. Fie x1,29 € X cu x; # 9. Cum g o f este injectiva, rezultd g(f(x1)) # g(f(x2)),
deci f(z1) # f(xg) si f — injectiva.

5. Fie z € Z element arbitrar. Cum g o f este o functie surjectivi, rezultd existenta
elementului © € X cu proprietatea (go f)(z) = z. Fie y = f(z), atunci g(y) = g(f(z)) = z,
deci, g este surjectiva.

6. Rezulta din 4 i 5.

5. Monomorfisme, epimorfisme, izomorfisme

Definitie 3.5.1. Funcfia f: X — Y se numeste

(1) monomorfism, daca

VZ NYu,v:Z—X (fou=fov = u=v);
(2) epimorfism, daca

VZ Nu,v:Y —Z (uof=vof = u=uw);

(3) izomorfism, daca f este monomorfism gi epimorfism.

Teorema 3.5.1. Functia f este injectiva daca si numai daca f este monomorfism.
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Demonstratie. Fie f — injectiva, iar Z — o multime arbitrara, u,v : Z — X — doua
functii, astfel incat fou = fow. Atunci Vz € Z = (fou)(z) = (fov)(z). Cum f este
injectivd, se obtine Vz € Z = wu(z) = v(2). Rezultd cad u = v, §i f — monomorfism.

Fie f — monomorfism, si demonstram ca f este injectivd. Considerim elementele arbi-

trare x1,xe € X, 11 # x9. Fie f(z1) = f(x9) i functiile u,v: X — X,

x, dacd x # 1,
u= 1y, v(z) = ’ ’
T9, daca x = xy.

Cum u(xy) = z1 # x9 = v(x1), rezultdi u # v. Pe de altd parte, fou = f ow, ceea
ce contrazice faptului cd f — monomorfism. Prin urmare, f(x1) # f(x2). Teorema este
demonstrata.

Teorema 3.5.2. Functia [ este surjectiva daca si numai daca [ este epimorfism.

Demonstratie. Fie f — functie surjectivid. Sa demonstram ca f este epimorfism. Fie
Z — o multime arbitrari, u,v : Y — Z sunt doud functii cu proprietatea uo f = v o f.
Considerdm un element arbitrar y € Y. Cum [ este surjectivd, rezultd existenta unui
element = € X cu proprietatea y = f(z). Prin urmare, u(y) = (uo f)(x) = (vo f)(z) = v(y)
si, deci, u = v.

Fie f — epimorfism. Presupunem, ca f nu este o functie surjectiva. Atunci Jy, € Y,

astfel incat Vo € X f(x) # yo. Consideram functiile u,v:Y — Y,

Y, daca Yy 7& Yo,
u=1y, oy = unde 1 # 3.

y1, dacd y = yo,

Cum u(yo) # v(yo), rezultd u # v. Dar uo f = vo f, ce contrazice faptului ci f -
epimorfism. Agadar, f este surjectie.

Definitie 3.5.2. Funcfia f: X — Y se numeste

(1) inversabila la stinga, daca 3g :' Y — X : go f = 1x, in asa caz funclia g se
numeste functie inversda de stdnga a functiei f;

(2) inversabila de dreapta, daca 3h :Y — X : foh = 1y, in asa caz funcfia h se
numeste functie inversa de dreapta a functiei f;

(3) inversabila, daca f este inversabila la stinga si la dreapta.

Teorema 3.5.3. Daca functia f este inversabild, atunci fiecare inversa de stinga a et

coincide cu fiecare inversa de dreapta.
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Demonstratie. Fie f : X — Y, ¢g:Y — X, g — inversa de stanga a functiei f,

h:Y — X, h —inversa de dreapta a functiei f. Atunci
g=goly=go(foh)=(gof)oh=1xoh=h.

Definitie 3.5.3. Daca functia f este inversabila, atunci inversa ei de stinga (sau de
dreapta) se numeste functie inversa si se noteazd fL

Teorema 3.5.4.

1) Daca f este inversabila la stanga, atunci f este injectiva.

2) Daca | este inversabila la dreapta, atunci f este surjectiva.

Demonstratie.

1. Fie g — inversa de stidnga a functiei f. Cum functia 1y = go f este bijectiva, rezulta
ca f este injectiva.

2. Fie h —inversa de dreapta a functiei f. Cum functia 1y = foh este bijectivi, rezulta
ca f este surjectivi.

Teorema 3.5.5. Fie functia f: X — Y. Urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

1) f~1 este functie;

2) [ este izomorfism;

3) [ este bijectie;

4) f este inversabila.

Demonstratie. Conform teoremei 3.3.2 rezulta, ca afirmatiile 1 i 4 sunt echivalente,
iar din teoreme 3.5.1 gi 3.5.2 rezulta, ca afirmatiile 2 gi 3 sunt echivalente. Cum functiile
1x si 1y sunt bijective, conform teoremei 3.5.4 conchidem, ca 4 implica 3. Sa aratam, ca
3 implica 4.

Fie f — bijectiva. Definim functia g : ¥ — X. Consideram un element arbitrar y € Y.
Cum f este surjectivi, existd x € X cu proprietatea y = f(z) ¢i, cum f este injectiva,
acest element este unic. Fie g(y) = z, atunci (go f)(z) = g(y) =z, (fog)(y) = f(z) =y,
adica go f =1x, fog=1y,si f— inversabila.

6. Familie de elemente, familie de multimi

Definitie 3.6.1. Vom numi familie de elemente din mulfimea X, indexata dupa
multimea I, functia

f:I—X.
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Familia de elemente se noteazi (x;)ics, unde x; = f(i), i € I. In cazul, cind elementele
mulfimit X sunt mulfimi, termenul de "familie de elemente” se substituie cu termenul
"familie de mulfima”.

Exemple.

1. Fie I = N. Atunci familia de elemente din multimea X, indexatd dupa multimea
I (adicd f : N — X)), reprezinta girul elementelor multimii X, (z,)2,, unde prin x, s-a
notat f(n) (n € N).

2. Fie I ={1,2,...,n}. Atunci familia de elemente din multimea X, indexatd dupa

multimea I, reprezinta cortejurile ordonate
(‘Tj)?:l = (xlwr?v cee 7xn)7 unde X S X,] = l,n.

3. Fie X — o multime arbitrara. Multimea X poate fi considerata ca o familie indexata
dupd ea insdsi, (z)zex.

Definitie 3.6.2. Se numeste reuniune de familii de mulfimi (X;)ie; mulfimea

UXi={z|3ii el si xeX;)}

il

Definitie 3.6.3. Se numeste intersecfie de familii de mulfimi (X;);e; multimea

(Xi={z|Viiel = zeX)}

i€l
Exemple.
1. U [1,2-11=[12).
neN*
2. N [1,24+a)=11,2].
a€(0,1]
3. U X=AUB, N X=ANB.
Xe{A,B} Xe{A,B}

Proprietati 3.6.1.

1) Fie (X;)ier o familie oarecare de mulfimi gi I = &. Atunci

UXi:@, iar ﬂXi:U.

€9 1€
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2) Au loc formulele lui de Morgan:
C(U X;) = ﬂ C(Xa), C(ﬂ X;) = U C(X;).

iel iel iel iel

3) Fie (X;)ier, (Y;)jes familii de multimi. Atunci
UxoxUvw= U xixy).
el jedJ (4,5)eIxJ
4) Fie (X;)ier,(Ys)ier doua familii de multimi indezate dupa aceeasi multime I. Atunci
(1% x () = X x v,
il il iel

5) Fie f : K — I o aplicatie surjectiva. Atunci

UXw=UX: X=X

zeK el zeK el
6) Fie I o reuniune de familii de mulfimi (J))aer. Atunci

Uxi=UlJxo X=X,
icl AEL i€y icl \EL i€y
7) Fie f: A — B o functie, (X;)ier — o familie de submultimi din A. Atunci
f(U Xi) = Uf(Xi>7 f(ﬂ X;) C ﬂf(Xi)'

icl i€l icl i€l

8) Fie f: A — B o functie, (Y;)jcs — o familie de submultimi din B. Atunci
rUw=Uren, O =nNrto.

jeJ jeJ jeJ jeJ

Demonstratiile proprietitilor enuntate, fiind simple (se utilizeaza definitiile corespunzatoare),

sunt lasate in calitate de exercitii.

7. Suma directa si produs direct a unei familii de multimi

Definitie 3.7.1.  Se numeste suma directa a familiei de mulfimi (X,),o; multimea

] Xo= U Xa x {a}.
acl acl
Corespondentele iy : Xo — || Xa, ia(z) = (x,) se numesc injectii canonice.
acl
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Exemplu. Fie X; = {a,b,c}, Xy = {c,d}. Atunci

X0 %o = (1), (0,1, (e 1), (¢,2), (d,2)).

Injectiile canonice ix,,ix, actioneaza in urméatorul mod (fig. 17).

X1 X1 [ X X2
a——— > (a,1)

b (b1) ¢
c———ﬁwm////?
(¢,2)

Fig. 17

Se observd, ca (X7 x {1}) N (X x {2}) = @, desi X; N X, # @.
Teorema 3.7.1. Fie (X,),c; (Ya)

aplicatii fo : Xo — Y,. Atunci exista o aplicatie unica

Fol ] Xa =] e

acl a€cl
astfel incat pentru orice a € I are loc
joe o fa = f o ia>
unde i, : Xo — || Xa, Ja:Ya — || Yo — injectii canonice.
ael acl
Observatie 3.7.1. Proprietatea (2) tnseamnd, ca diagrama
1

Xa SR SN |_| Xa

acl

fu |/

Y, _Ja L] Y.

acl

este comutativa.

wer — familii de multimi, (fa),e;

— o familie de

(1)

Demonstratie. Fie f — o aplicatie ce verifica (1) si (2). Atunci, cum fiecare element

w € || X, are forma w = (z, ) pentru oarecare a € I, x € X, rezultd
acl

fw) = (foia)(x) = (Ja o )(z) = (falz), @)
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si, prin urmare, unicitatea lui f este demonstrata.
Pentru a demonstra existenta aplicatiei f, ce verifica (1) si (2), este suficient de consi-

derat
fw) = (fa(z),a), unde w = (z,a), a €I, v € X,.

Definitie 3.7.2. Functia f, ce verifica conditiile (1) si (2), se numeste suma directd

a familiei de functii (fo)aer st se noteaza | | fa-
acl

Definitie 3.7.3. Se numeste produs direct al familiei de multimi (X,),c; multimea

HXQ:{go | (¢:1— UXa)/\(VaEI gp(&)EXa)}.

acl acl

Aplicatiile

DPa - HXa — Xa, pa(@) = (p(Oé)

ael
se numesc proiectit canonice.

Exemplu. Produs direct al unei familii finite de mul{imi (Xj);?:1 va fi multimea

n

HXJ':{QO | (90:{1727"'7n}_>UXJ')/\(SO(j)GXP jzm)}

Definim functia
o[ X = X x Xox o x X, @) = (0(1),0(2),..., 0(n)).
j=1

Cum pentru Vj € {1,2,...,n} ¢(j) € Xj, aplicatia ® este definitd corect, si cum functia
© univoc se determina de valorile sale, rezulta, ca aplicatia ® este bijectie.

Astfel notiunea de produs direct poate fi considerata ca o generalizare a notiuniii de
produs cartesian pe familii de multimi infinite.

Teorema 3.7.2.  Fie (X4),cr (Ya)uey — familii de mulfimi, (fa)

wcr — 0 familie de

aplicatii fo : Xo — Y. Atunci exista o aplicatie unicd,
F]l%e =Y (3)
ael a€cl
cu proprietatea

Va € 1 qaof:faopa7 (4)
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unde po: [] Xa = Xa, qo: [] Yo — Yo — proiectii canonice.
ael ael
Observatie 3.7.2. Conditia (4) tnseamnd, ca pentru fiecare o € I diagrama

X, A HXa

fu jf
Y, 2l 11v.

este comutativa.
Demonstratie. Fie aplicatia f verificd conditiile (3) si (4). Atunci pentru fiecare

element ¢ € [] X, avem
acl

F(@)(@) = 4a(f(9)) = (ga 0 [)(p) = (fa 0 pa) () = fa(Palp)) = falp(a)),

de unde rezultd unicitatea lui f.

Pentru a demonstra existenta functiei f, ce verifica (3) si (4), este suficient de considerat

F(@)(@) = falp(@) (p€]]Xas ae).

acl
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CAPITOLUL 4

RELATII DE ECHIVALENTA

1. Relatii de echivalenta

Definitie 4.1.1.  Relatie binara p pe multimea X se numeste relatie de echivalenta,
daca ea poseda urmatoarele proprietati:

1)V e X xpx (reflexivitate);

2)Ve,y € X (zpy = ypx) (simetrie);

3) Ve, y,z € X (zpy i ypz = xpz) (tranzitivitate).

Exemple.

1. Relatia de egalitate a elementelor unei mul{imi arbitrare X (z,y € X zpy < z =y)
este o relatie de echivalenta.

2. Relatia de asemanare a triunghiurilor din plan este o relatie de echivalenta.

Teorema 4.1.1.  Fie (p;)ic; — o familie de relatii de echivalenta pe mulfimea X.
Atunci p = ﬂ p; este o relafie de echivalenta pe mulfimea X.

Demonlset{ratie. Cum pentru fiecare x € X avem (z,x) € p; (Vi € I), rezultd
(x,xz) € ) pi = p, adicd p este o relatie reflexiva.

Fie yg,eé € X cu proprietatea (z,y) € p. Atunci (z,y) € p; (Vi € I), si cum p; este o
relatie simetrica, rezultd (y,z) € p; (Vi € I) si, prin urmare, (y,x) € () p; = p. Asgadar, p
este o relatie simetrica. !

Fie z,y,z € X cu proprietatea (z,y) € p si (y,z) € p. Atunci (x,y) € p; si
urmare, (z,z) € p. Deci, p este o relatie tranzitivd. Teorema este demonstrata.

Teorema 4.1.2. Fie p — o relafie binara simetrica arbitrara pe multimea X. Atunci

relatia binara
pr=Jr"
n=0
este o relafie de echivalenta pe mulfimea X.

Demonstratie. Cum Ax = p’ C |J p" = p*, p* este o relatie reflexiva.
n=0
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Pentru a demonstra ca p* este o relatie simetrica, vom demonstra, utilizind inductia
matematicd dupd n € N*, ci p" este simetricd. Din conditiile teoremei rezulti, ci p' este
o relatie simetrici. Vom stabili simetria relatiei p"*!, in presupunerea ci p" este simetrica
(n € N*). Pentru orice x,z € X din conditia (x,2) € p"*! rezulta existenta y € X cu
proprietatea (z,y) € p* §i (y,z) € p. Cum p" si p sunt relatii simetrice, (z,y) € p si
(y,z) € p™ si, prin urmare, (z,x) € p" o p = p"*1. Agadar, conform inductiei matematice,
pentru fiecare n € N* relatia p" este simetrica.

Considerand acum elementele arbitrare z,y € X cu proprietatea (z,y) € p*, se obtine
(xz,y) € p" pentru un oarecare n € N. Din simetria relatiei p" rezulta (y,z) € p", si, prin
urmare, (y,x) € p. Asadar, relatia p* este simetrici.

Fie 2,9,z € X — elementele arbitrare din X cu proprietatea (z,y) € p* si (y,2) € p*.
Din modul de definire a lui p se obtine (z,y) € p™ i (y,z) € p™ pentru careva m,n € N.

n

Atunci (x, z) € p™o p" = p™*" adica (z,z) € p*, deci relatia p* este tranzitivd. Teorema
este demonstrata.

Consecinta 4.1.1. Pentru fiecare relatie binara p pe mulfimea X relafia

[e.9]

p=Upup™)"

n=0
este o relafie de echivalenta pe mulfimea X.

Demonstratie. Cum relatia p U p~! este simetric, afirmatia rezultd din teorema
precedenta.

Definitie 4.1.2. Fie p — relatie de echivalenta pe mulfimea X. Multimea

(], ={y € X | ypx}

se numeste clasa de echivalenta, asociata elementului x prin relatia p.

Definitie 4.1.3. Mulfimea

X/p={lel, | 2 € X)

se numeste mulfime factor a multimic X prin relatia p.
Exemplu. Consideram pe mulfimea R \ {0} relatia de echivalentd xpy < zy > 0.
Atunci

Ve>0 = [z],={yeR | y-z>0}=(0,+00).
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Similar, pentru fiecare z < 0 se obtine [z], = (—00,0). Prin urmare,

RA\{0}/p = {(=o2,0), (0, +00)}.

Definitie 4.1.4. Fie p — o relatie de echivalenta pe mulfimea X . Aplicatia
Pxp: X — X/p, pX,p(x) = [Z‘]p

se numeste aplicatie canonica a multimic X pe mulfimea factor X/p.
Teorema 4.1.3. Fie p o relafie de echivalenta pe mulfimea X. Atunci urmdatoarele
afirmatic sunt juste:

1) fiecare element apartine clasei de echivalentd, a carei reprezentant este el, adica
Vee X = x€ x|,

2) reuniunea tuturor claselor de echivalenta formeaza mulfimea X,
X = U [x]pQ
zeX
3) doua clase de echivalenta sunt egale atunci si numai atunci, cand reprezentantii lor

sunt echivalenti, adica
Ve,ye X ([zl, =y, < zpy);

4) oricare doud clase de echivalentd sau coincid sau nu se intersecteazd, adicd

Ve,ye X ([z], = [yl, sau [z],N[y], = D).

Demonstratie.

1. Pentru fiecare © € X din reflexivitatea relatiei p rezulta xpz, prin urmare, x € [z],.

2. Cum pentru fiecare € X are loc [z], C X, rezultd |J [z], C X. Cum pentru fiecare
zeX

x € X din afirmatia 1) rezultd = € [z],, deci z € | [y],, si, prin urmare, X C | [y],.
yeX yeX

3. Dacd [z], = [y],, atunci, conform afirmatiei 1), € [z],, si, prin urmare, z € [y|,, de
unde rezulta xpy.

Dacd xpy, atunci pentru fiecare ¢ € [z], urmeaza tpr. Tinand seami cd xpy si p este
o relatie tranzitivd, se obtine tpy. Prin urmare, [z], C [y],. Similar se demonstreazi

incluziunea [y], C [z],.
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4. Fie [z]Ny] # @ si to € [z], N [y],. Atunci zpty si topy, si, prin urmare, zpy.
Atunci, conform afirmatiei 3), [z], = [y],.
Teorema 4.1.4. Fie p,p' — relatii de echivalentda pe mulfimile X si respectiv Y,

f: X =Y o functie cu proprietatea

Ve,ye X (zpy = f(2)p' f(y)).

Atunci exista o funcfie unica ]7: X/ — Y/ , astfel incat
p o

f OpX,p = Dv,p o f7

adica diagrama

X % Y

Px,p l l Dy,
X/p o Y/d
este comutativa.
Demonstratie.
Existenfa. Definim f : X/p — Y/p’ prin egalitatea f([:v]p) = [f(x)],. Daca [z], = [y],.
atunci zpy si, prin urmare, f(z)p'f(y), adica [f(z)], = [f(y)],. Asadar, definitia functiei
este corecta.

Pentru fiecare x € X se obtine

(Fopxs) @ = Fllely) = /@)y = (v o ) (@),

de unde rezulta egalitatea fo Px,p =Py o f.
Unicitatea. Fie ]7: X/p — Y/p’ — o functie, astfel incat fo Pzp = Dy, © f. Atunci

pentru fiecare [z], € X/p avem

Fily) = (Fopxs) (@) = (v o ) (@) = [F@)]y

adicd functia f numaidecat actioneazi conform regulei f([z] o) = [f(x)],.
Teorema 4.1.5. Fie f: X — Y o functie. Atunci sunt juste afirmatiile:
1) relatia x1pxo2 < f(x1) = f(22) este o relatie de echivalenta pe multimea X ;
2) functia fv: X/p — f(X), f([:v]p) = f(x) este definita corect gi este bijectivd;
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3) functia f se reprezinta ca compozitie f = if(X)’yofopX’p, unde ipxyy : f(X) =Y,
irx)y (y) =y, adica diagrama

PX,p

X———>X/p
I |7
oI )

este comutativd.
Demonstratie. Cum 1 gi 3 sunt evidente, vom demonstra 2.

Verificim corectitudinea definitiei f. Dacd [z], = [y],, atunci ypx si, prin urmare,

Cum pentru fiecare y € f(X) se obtine y = f(x) pentru un careva x € X, deci y = f([x]p),
rezulta, ca functia fveste surjectiva.
Fie [z],, [y], € X/p — elementele arbitrare, astfel incat [z], # [y],. Atunci (z,y) & p si,

prin urmare,

Flaly) = £(x) # f(y) = F(lyl,)
adica J?este injectiva.
2. Partitie a unei mult{imi

Definitie 4.2.1. O familie de mulfimi (X,)aer se numeste partifie a mulfimii nevide
X, daca sunt indeplinite conditiile:

1) mulgimile X, nu sunt vide, adica
Vael = X, # O,
2) multimile X; sunt disjuncte, adicd
Va, €l (a#p = X.NXzg=0);

3) reuniunea familiei de mulfimi (Xa)aer este X, adica

UXa:X.

ael

Multimea partitiilor, ce se pot defini pe multimea X, se noteaza cu Part(X).
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Exemplu. Familia de multimi X; = {n € Z | n—i se divide prin 5}, (i =0,1,2,3,4)
este o partitie a mul{imii Z.
(1) Multimile X; nu sunt vide, de exemplu i € X;, (i = 0,4).
(2) Multimile X; sunt disjuncte doud cate doud. In adevir, in caz contrar existd
re X;NX; (0 <7< j<5b), deunde b5lz —i i blr — j. Prin urmare,
5[(z — i) — (x4—j), de unde 5|j — i, ceea ce contrazice 0 < j—1i < 5.

4
(3) Incluziunea |J X; C Z este evidenta. Sa demonstram incluziunea Z C |J X;. Fie

n € Z un elgr(l)ent arbitrar si 7 — restul de la impartirea lui la 5. Atungon —J se
divide cu 5, si, prin urmare, n € X; C G X;.

Definitie 4.2.2.  Doud partifii o = (XSZ«OE[ si 0= (Y))jes pe multimea X se
numesc echivalente (notatie o ~ [3), daca exista o functie bijectiva f : I — J, astfel incat
X; = Yy oricare ar fiir € 1.

Teorema 4.2.1. Relatia ~ pe mulfimea Part(X) este o relafie de echivalentd.

Demonstratie. Pentru fiecare « = (X;);e; € Part(X), functia 1x : I — I este o
bijectie si Vi € I X; = X;,(;). Prin urmare, a ~ «, si relatia ~ este reflexiva.

Consideram partitiile arbitrare « = (X;)ier si 0 = (Yj)jes pe multimea X, astfel
incat o ~ 3. Atunci existd o functie bijectiva f : I — J, astfel incat Vi € I X; = Y.
Prin urmare, functia f~' : J — I este bijectivi gi Vj € J X5 = Y;, adica § ~ o
Agadar, relatia ~ este simetrica.

Pentru a demonstra tranzitivitatea relatiei ~, considerim partitiille « = (X;);er,
B = (Y))jes, v = (Zk)rek, astfel incat o ~ [ gi B ~ . Atunci exista functiile bijec-
tive f: I — J, g:J — K, astfel incat:

Viel X,;,= Yf(i) si Vjeld Y] = Zg(j)-
Cum functia go f : [ — K este bijectie, si se verifica proprietatea
Viel Xi=Yie) = Zya)),

rezulta a ~ v, si deci, relatia ~ este tranzitiva.
Teorema 4.2.2. Fie a = (X;)ie; 0 partitie a mulfimii X. Atunci relatia binara
p=p(a) pe X, definita astfel
p=JXix X)), adici zpy & FielrecX; siyeX, (5)
i€l
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este o relafie de echivalenta pe mulfimea X.

Demonstratie. Fie x € X arbitrar. Cum « este o partitie pe X, rezulta, ca exista
1 € I cu proprietatea © € X;. Asadar, xpx, si relatia p este reflexiva.

Fie z,y € X — doua elemente, astfel incat xpy. Atunci existd ¢ € I cu proprietatea
re X; Ny € X;. Rezulta, cay € X; si z € X, adica ypz, si relatia p este simetrica.

Verificam tranzitivitatea. Fie x,y, 2 € X, ce verifica conditiile xpy Aypz. Atunci pentru
carevai,j € lavemz € X; ANye X; ANy e X; A ze€ X,. Cumpentrut # 7 X;NX; =&,
rezulta ¢ =jsix € X; Az € Z;, adica zpz, si p — tranzitiva.

Teorema 4.2.3. Functia ¢ : Part(X) — R(z) definita de (5), verifica urmatoarele
proprietati:

1) functia @ este surjectivd;

2) partitiile o i 5 sunt echivalente atunci si numai atunci, cind ¢(a) = p(f5), adica
Vo, B € Part(X) (a~f © p(a)=(8).

Demonstratie.

1. Fie p € R(X) — o relatie de echivalentd arbitrard, o = (X;);cr, unde I = X/p,
X; = 1. Conform teoremei 4.1.3, familia « este o partitie a multimii X.

Conform teoremei 4.1.3, pentru orice x,y € X conditia zpy este echivalenta conditiei
zp(a)y, adicd existenta X; € X/p cu proprietitile z € X; Ay € X;. In adevir, daci zpy,
conform teoremei 4.1.3, putem considera X; = [z], = [y],. Daci pentru un careva [z], = X;
se verifica proprietatile z € X; Ay € X;, atunci in baza definitiei 4.1.2, zpx A zpy. Utilizand
simetria gi tranzitivitatea relatiei p, se obtine xpy.

Asadar, p(a) = p, deci, functia ¢ este surjectivi.

2. Fie partitiile @ = (X;);er, 8 = (Y;)jes — echivalente. Atunci exista o functie bijectiva
J I — J cu proprietatea Vi € I X; = Yj(;). Rezulta, ca
Ve,ye X zp(Bly & djedJ xeYjhyeY;, & Jiel j=fi) NzeY,ANyecY, &
& el xeX;hnye X, & xpla)y,
de unde @(a) = p(0).

Fie acum, cd pentru partitiile o = (X;)ier s 0 = (Yj)jes se verificd p(a) = ¢(5). Sa

demonstram, ca o ~ 3. Vom verifica, ca functia

Jil—J f(i):j@XiZYj
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este definita corect gi este bijectie.
Fixam un element arbitrar x € X;. Cum [ este o partitie a mul{imii X, exista asa un

Y; cu proprietate x € Y;. Atunci
yeXi & zp(a)y & zp(B)y & yevy,
si, prin urmare, X; =Y. Asadar,
VX;ea 3 epf X, =Y

Cum partitiile o §i 8 sunt arbitrare, VY; € 8 3X; € o« X; = Xj, si, prin urmare,
functia f este surjectiva.

Cum diferite elemente ale partitiilor sunt disjuncte doud cate doua, rezulta, ca functia
f este injectiva.

Agadar, functia f : I — J cu X; = Yy;) este bijectie, ceea ce demonstreaza echivalenta
a~ .

Consecinta 4.2.1. Functia
¢ : PartX/ ~— R(X), @(la].) = p(a) (6)

este definita corect si este bijectiva.

Afirmatia rezulta din teorema precedenta si teorema 4.1.5.

Teorema 4.2.4. Fie X — o mulfime nevida, p — o relafie de echivalenta pe X.
Fie I = X/p, functia 1x,, : I — X/p si X; = 1x4,(i), © € 1. Atunci familia
a =1Y(p) = (Xi)ier este o partitie a mulfimii X .

Demonstratie. Conform teoremei 4.1.3, au loc proprietatile:
1) fiecare clasd de echivalentda X; € X/p este o multime nevida;
2) daci clasele de echivalentd X;, X; € X/p nu coincid, intersectia lor e vida;
3) UX: =X.

iel

Prin urmare, familia (X;);c; este o partitie a multimii X.

Teorema 4.2.5. Functia

U R(X) = Part(X)/ ~, ¥ = [(p)]~,
unde functia ¢ este definita in teorema precedenta si functia ¢, definita de relatia (6), sunt
Teciproc inverse.

43



Demonstratie. Pentru fiecare p € R(X) avem (@ o ¥)(p) = @([v(p)]~) = ¢ (p)).

Tinand seama, ca
Y(p) = (Xi)ier, unde I = X/p, X; = 1x/,(i), i € 1,
pentru orice x,y € X se obtine
(r,y) €p(b(p)) & Fiel v,yeX; & FieX/p: r,yeX;, & (x,y) €p.

Prin urmare,

(Ppo)(p) =p, sideci, Poyp=1lr).

Cum functia @ este bijectiva (a se vedea consecinta 4.2.1.), rezulta 1; =L
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CAPITOLUL 5

NUMERE CARDINALE

1. Multimi echivalente. Puterea multimii

Definitie 5.1.1.  Multimile X $i Y se numesc echivalente (notatie X ~'Y ), daca
exista o bijectie f: X — Y.

Teorema 5.1.1. Relafia ~ este o relatie de echivalenta pe multimea tuturor submulfimilor
mulfimii universale.

Demonstratie. Cum pentru orice multime X functia 1x : X — X este o bijectie,
X ~ X, adica relatia ~ este reflexiva.

Fie date multimi arbitrare X,Y cu X ~ Y. Atunci existd o bijectie f : X — Y i,
prin urmare, functia f~! : Y — X la fel este o bijectie. Asadar, Y ~ X si relatia ~ este
simetrica.

Fie multimile X,Y,Z si X ~ Y, Y ~ Z. Atunci exista bijectiile f : X — Y,
g:Y — Z. Prin urmare, functia h = go f : X — Z este bijectiva si X ~ Z, adica relatia
~ este tranzitiva. Teorema este demonstrata.

Teorema 5.1.2. (Cantor)

Multimea X nu este echivalenta cu mulfimea tuturor submulfimilor sale.

Demonstratie. Presupunem contrariul, adica X ~ P(X). Atunci existd o functie
bijectiva f : X — P(X). Consideram multimea A = {z € X| z & f(x)} si elementul
a=f"({A}).

Daca a € A, atunci pentru x = a nu se verificd proprietatea = ¢ f(z), prin urmare,
a & A.

Dacia a ¢ A, atunci pentru z = a se verifici proprietatea = ¢ f(x) si, prin urmare,
a € A. Contradictie.

Teorema 5.1.3. (Cantor-Bernstein)

Daca multimile X s1Y wverifica condifiile:

1) multimea X este echivalenta cu submulfimea Yy din'Y';
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2) multimea Y este echivalentd cu submulfimea X, din X;
atunci mulfimile X st Y sunt echivalente.
Demonstratie. Din conditiile teoremei rezulti existenta functiilor bijective f : X — Y

si g:Y — X;. Construim girul de multimi:
Yo =[f(X1), Xo=g(M), Yi=/[f(X2), Xz=g(Y2),...

Cum Y DY), X D Xy, rezultd X; = g(Y) D ¢g(Y1) = Xy, Y1 D Y, Similar se obtine
Xy D X3, Y5 DY ete.

Agadar, X D X;DXoD...; YOV DYoD ... .

Vom demonstra ca

X = <G(Xj1 \ Xj)> U (ﬁ X]) , unde X, = X,

j=1

oo
Consideram un element arbitrar + € X. Dacd « ¢ (] X}, atunci z € X1, v ¢ X,
j=1

unde s = min{j| z ¢ X;}. Prin urmare, r € X;_; \ X, C <U (X,-1\ Xj)> U (ﬂ Xj).
j=1

=1
Incluziunea inversa este evidenta.
Similar se demonstreaza si egalitatea

v - (G(%\i@-)) U (

Jj=1

138

Y}), unde Yy =Y.

Cum functiile f, g sunt bijective,
JXGa\ Xp) = FXG )\ (X)) =Y\ Y, gV \Y)) = X\ X0, jeN
si
f <ﬂXj> = rx)=NY=NY%
j=1 j=1 J=2 j=1
Agadar, functia h : X — Y, definita prin

f(z), dacdze )X,

j=1
h(z) = f(x), dacd z € X;_1 \ Xj, unde j — impar,
g *(z), dacd x € X;_1\ Xj, unde j — par,
si care se reprezinta prin diagrama urmatoare:
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X = (Xo \ X1) UX1 \ Xa) UX2 \ X)) UX3 \ X)) U- - - U
f g f g

T8
M

-
. ~ .

Y = (Yo \ Y1) U(Y1 \ Y2) U(Y2 \ Y5) U(Ys \ YU .. U

T8
s

Fig. 18

este o functie bijectiva. Rezulta X ~ Y.
Definitie 5.1.2. Vom numi putere sau numar cardinal al mulfimii X (notatie Card X )

clasa de echivalenta a multimii X relativ la relatia de echivalenta ~. Asadar,

Card X = [X]. ={Y|Y ~ X}.

Observatie 5.1.1. La figurat, puterea mulfimii X este ceea, ce este comun tuturor
mulfimilor echivalente cu mulfimea X .

Notatii. Vom nota Card N = X, (alef zero), Card R = ¢ (continuum).

2. Multimi numarabile

Definitie 5.2.1. Multimea X se numeste numarabild, daca Card X = N, adica daca
N~ X.
Afirmatie 5.2.1. Mulfimea X este numarabild, daca st numai daca ea se reprezintd

ca multimea valorilor unui sir, ce consta din termeni diferifi:

X ={wo,1,22,...}, unde Vi#j x; # x;. (7)

Demonstratie. Daca X este numarabila, atunci N ~ X gi, prin urmare, exista o
functie bijectiva f : N — X. Notand x,, = f(n), se obtine reprezentarea (7).

Daca are loc (7), atunci functia f: N — X, f(n) = x,, = € N este o bijectie, de unde
rezulta, ca multimea X este numarabila.

Afirmatie 5.2.2. Orice multime infinita contine o submulfime numarabila.

Demonstratie. Fie multimea X — infinita. Atunci existd elementul o € X. Cum X
este infinitd, X \ {xo} la fel este o multime infinita, gi, prin urmare, exista x; € X \ {zo}.

Similar, existd zo € X \ {zg,x1}. Continuadnd acest proces, se obtine sirul (z,)>, cu
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proprietatea x,41 € X \ {zo,%1,...,2,}, n € N. Asgadar, Vi # j x; # z;, si in baza
afirmatiei 5.2.1, conchidem, cid multimea {zg, x1, z2,...} C X este numarabila.

Afirmatie 5.2.3. Fie multimile X si Y — numdarabile. Atunci mulfimea X UY este
numarabila.

Demonstratie. Cum multimile X gi Y sunt numaérabile, au loc reprezentarile

X =A{zo,z1,22,...} s Y ={y0,v1,¥2,...}. Deci,
XUY = {$07y0ax17y17x27y27 .- } = {20,21,2’2, .. }

Vom exclude din acest sir elementele ce se repeta conform regulei: elementul z; se exclude
daca existd s < j cu proprietatea z; = z;. In rezultat se obtine reprezentarea multimii

X UY ca gir infinit de elemente disjuncte:
XUY = {CL(),CLl,G,Q, .. }

Asadar, conform afirmatiei 5.2.1, conchidem, ca multimea X U Y este numarabila.

Consecintd 5.2.1.  Dacd multimile X;, j = 1,n (n € N*) sunt numdrabile, atunci
reuniunea lor 6 X; la fel este numarabila.

Consecinta ]szldemonstreazé, utilizadnd afirmatia precedenta si metoda inductiei mate-
matice.

Afirmatie 5.2.4. Daca multimea X este numarabila, iar multimea Y — infinita,
atunct X UY ~ Y,

Demonstratie. Conform afirmatiei 5.2.2, multimea Y contine o submultime numarabila
Y;. Utilizdnd afirmatia 5.2.3, se obtine Y1 U X ~ Yi.

Prin urmare,

XUY = (XU UI\Y) ~ YUY\ =Y.

Afirmatie 5.2.5. Daca multimile X; sunt numarabile, j = 0,1,2,..., atunci si
reuniunea lor |J X; este numarabila.
j=1

Demonstratie. Reprezentam multimile ca giruri:
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X1 = 210; T11, T12; T13,
X = 2907 Ta1, T22, T23,
X3 = x30; x31, T32, T33,

Vom construi un gir nou, urmand directia sagetilor:

{1U007 Lo1, T10, X205 L11, - - } = {207 21y 22y« - }

Din acest gir excludem elementele, ce se repetii (zs se exclude daca existd j < s, z; = 2;)

si obtinem

UXj :{a07a17a2a"'}’ unde Vj%k a; %ak'
=0

Prin urmare, conform afirmatiei 5.2.1, multimea |J X; este numarabili.
=
Afirmatie 5.2.6.  Fie mulfimile X si Y numarabile. Atunci mulfimea X X Y se

reprezintd ca reuntune numarabila de mulfimi numarabile:

o
X xY = ]JXx{j}.
5=0
prin urmare, mulfimea X X Y este numarabild.
Consecintd 5.2.2.  Dacd multimile X; sunt numdrabile, j = 1,n, n € N*, atunci
produsul lor cartesian X; X Xo X ... x X, este o mulfime numarabild.
Consecinta se demonstreaza, utilizand afirmatia precedenta gi metoda inductiei mate-
matice.
Exemple.
1. Multimea numerelor intregi Z este numarabila, deoarece ea se reprezinta ca reuniune

a doua multimi numarabile:

Z={-1,-2,-3,..}U{0,1,2,3,...}.
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2. Multimea numerelor rationale Q este numarabild, deoarece ea se reprezinta ca reuni-

une numarabila de mul{imi numarabile:
Q:{@ ’meZ,neN*}:G{@ ‘mEZ}.
n ~ in
3. Numarul o € R se numegte algebric, daca exista un polinom
p(r) =ao+az+...+az" (a, #0, n € N¥)

cu coeficienti intregi, astfel incat p(a) = 0. Multimea A a tuturor numerelor algebrice este

numarabila. In adevar, fie

An:{OéEA|E|CL]’€Z ]:0,_71, an%oa Zajaj:()}.

§=0
Cum fiecarui polinom de gradul n,
p(x)=ap+azr+...+a2", a; €Z, j=0,n, a, #0,
ii corespunde in mod univoc cortejul (ag, as,...,a,), a; € Z, j=0,n, a, # 0, rezulti, ca

multimea polinoamelor de gradul n este echivalenta cu multimea

Zx 7T x .. xTLx(Z\A{0}),

N

n
si, deci, este numarabila. Agadar, multimea polinoamelor de gradul n se scrie in forma
de gir. Vom numerota multimea radicinilor reale ale primului polinom (o multime finitd),
dupa ce numerotam multimea radacinilor polinomului al doilea (multime finit) i aga mai
departe. Se obtine o reprezentare a multimii A, in forma de sir, prin urmare, A, este
numarabild. Atunci i multimea numerelor algebrice A = Ej A, la fel este o multime

n=1
numarabila.

3. Multimi de puterea continuumului. Operatii cu numere cardinale

Definitie 5.3.1. Multimea X se numeste de puterea continuului, daca Card X = c,

adica X ~ R.

Exemple.
1. Cum functia f : (—g; %) — R, f(x) = tgx este bijectiva, rezulta Card (—%; g) =c.
2. Cum functia f : (0,+00) — R, f(z) = Inx este bijectiva, rezultd Card(0, +00) = c.
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3. Cum pentru orice a,b € R, a < b, avem (a,b) ~ (_%7
multimi este realizatd, de exemplu, de functia f : (a,b) — (=2;2), f(z) = Z(z—a) -3,
rezulta, ca Card(a,b) = c.

4. Conform afirmatiei 5.2.4,
[0,1] = (0,1) U {0,1} ~ (0,1),

prin urmare, Card|[0, 1] = c.

Definitie 5.3.2. Fie «, 8 — numere cardinale, X, Y — mulfimi, Card X = o, CardY =
B. Se spune ca numdrul o este mai mic sau egal cu [ (notatie « < [3), daca exista o
submultime Yy C Y, astfel incdt Yy ~ X.

Se spune ca « este strict mai mic ca 3 (notatie o < 3), daca o < [ si a#[.

Afirmatie 5.3.1. Flie o, 3,7y — numere cardinale. Atunci:

1) a < « (reflexivitate);

2)a<[BAB<a = a=[ (simetrie);

3)a<BAL<y = a<7v (tranzitivitate).

Demonstratie. Fie X,Y, Z — multimi cu Card X = «, CardY =3, Card Z = 7.

1. Cum X ~ X, rezulta a < a.

2. Din conditiile o < 8 A 3 < « rezulta, ca exista asa mulgimi X; C X si Y7 C Y cu
X1 ~Y i Y, ~ X. Conform teoremei Cantor-Bernstein, X ~ Y de unde rezulta o = 3.

3. Dacd a < B 5i B <7, atunci exista multimile Y} C Y si Z; C Z, astfel incat Y] ~ X
i1 ~Y. Fie f: X =Yy, ¢g:Y — Z bijectii §i Zo = g(Y1) C Z. Atunci functia
h : X — Zy, h(x) = g(f(x)) este bijectie, ca compozitie de functii bijective. Rezulta
X ~ Zs, i, prin urmare, o < 7.

Afirmatie 5.3.2. Fie X,Y — mulfimi. Urmadatoarele afirmatii sunt adevarate:

1) daca exista o functie injectiva f : X — Y, atunci Card X < CardY';

2) daca ezista o functie surjectiva f : X — Y, atunci CardY < Card X;

Demonstratie.

1. Fie f(X) =Y; C Y. Atunci X ~ Yj, deoarece functia ¢ : X — Y3, g(z) = f(z)

este bijectie. Rezulta, ca Card X < CardY'.
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2. Vom alege din fiecare multime a familiei de mul{imi nevide disjuncte doua cate doua
(f~"y}) ey cate un element si vom forma din ele mul{imea X;. Atunci X; ~ Y, deoarece
functia g : X1 — Y, g(x) = f(x) este bijectie. Rezultda CardY < Card X.

Afirmatie 5.3.3. Fie Card X = ¢, CardY = ¢. Atunci Card(X xY) = c.

Demonstratie. Cum X ~ (0,1) si Y ~ (0, 1), rezulta, ¢ X x Y ~ (0,1) x (0, 1), deci,
este suficient sd verificim, daca Card((0,1) x (0,1)) = c.

Cum functia f:(0,1) x (0,1) — (0,1), f(z,y) = z este surjectiva, rezulta
¢ = Card(0,1) < Card((0,1) x (0,1)).

Consideram functia ¢ : (0,1) x (0,1) — (0, 1), care pune in corespondenti fiecarui cuplu
de numere (z,y) € (0,1) x (0,1) scrise in sistemul binar de numeratie z = 0.zx923. . .,
y = 0.y192y3 . .. (nu vom folosi reprezentarea numerelor in forma de fractie zecimala, ce se
termind cu o infinitate de unitdti) numarul z = 0.21y122Y223Yys . . ., considerat in sistemul

zecimal de numeratie. Cum functia g este injectiva, rezulta
Card((0,1) x (0,1)) < Card(0,1) = c.

Asgadar, Card(X x Y) = Card((0,1) x (0,1)) = c.
Consecinta 5.3.1. Daci CardX; = ¢, i = 1,n, n € N* atunci
Card(X; x Xo x ... x X,) =c.
Afirmatie 5.3.4. Daca Card X =¢, CardY =¢, atunci Card( X UY) =c.
Demonstratie. Cum X C X UY, rezultd Card(X UY) > Card X = c.
Cum Card X = ¢, CardY = ¢, rezultd, ca exista functii bijective u : X — R,

v: X — R. Definim functia f: X UY — R x {1, 2},

(u(x),1), dacd x € X,

fla) = V
(v(x),2), dacdixzeY \X.

Cum f — injectiva, rezulta
Card(X UY) < Card(R x {1,2}) < Card(R x R) = c.
Afirmatie 5.3.5. Daca CardX; = ¢, (i € I) ¢ 1 < Cardl < ¢, atunci
Card(|J X;) = c.

el
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Demonstratie. Din ipoteza rezulta existenta functiilor bijective u; : R — X, (i € I).

Definim functia

fRxI— UXi’ f(z, 1) = u;(z).
iel
Cum functia f este surjectie, rezulta
Card| JX; < Card(R x I) =c.
iel
Pe de alta parte,
Card| JX; > Card Xy = ¢, (k € ).

iel
Prin urmare, Card J X; = c.
il
Definitie 5.3.3. Flie (o;)ic; — o familie de numere cardinale, (X;);cr — o familie de
mulgimi cu Card X; = o (i € I).
(1) Vom numi suma familiei (o;)ier numarul cardinal
ZO&Z' = Card <|_| Xz> .
i€l il
(2) Vom numi produsul familiei (o;)ie; numarul cardinal
Hai = Card (H X,-) .
i€l i€l
Definitie 5.3.4. Fie a, 3 — numere cardinale, X,Y — mulfimi de puterea o si respectiv

B. Numdrul cardinal of se defineste astfel:

of = Card (XV), unde X¥ ={f| f:Y — X}.

Exercitiu. Si se demonstreze ci definitia precedenti este corectd, adici o® nu depinde
de alegerea reprezentantilor X gi Y.

Afirmatie 5.3.6. Urmatoarele afirmatii sunt juste:

1) daca Card X = «, atunci 2* = Card P(X);

2) o < 2%, oricare ar fi numarul cardinal o

3) 2% = ¢;

4) Ry < c.

Demonstratie.
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1. Conform definitiei 5.3.4,
2% = Card{f| f: X — {0,1}}.
Definim functia
g: A1 X ={0,1}} = PX), g(f) ={re X | flx) =1}
Cum functia ¢ este bijectie, rezultd {f | f : X — {0,1}} ~ P(X), si, prin urmare,

2% = Card P(X).

2. Fie Card X = a. Conform teoremei Cantor gi punctului 1), se obtine
2% = Card P(X) > Card X = a.

3. In baza punctului 1), este suficient si aritim, ci Card P(N) = ¢. Definim functia
f:PN) —[0,1],
f(A) = 0.x0z122 ..., unde z; = 0, daci j ¢ 4,
1, daca j € A,
si numarul 0.zgx 2o ... este scris in sistemul zecimal de numeratie. Cum functia f este
injectivd, Card P(X) < Card[0,1] = c.

Definim functia g : P(N) — [0,1], ce actioneazi dupa aceeasi reguld ce si f, doar
ca numarul 0.xgxr122 ... se considera scris in sistemul binar de numeratie. Functia g este
surjectiva gi, prin urmare, Card P(N) > Card[0, 1] = ¢. Agsadar, Card P(N) = c.

4. Rezulta din afirmatiile 2 gi 3.

Exercitii. Sa se demonstreze urmatoarele proprietati ale numerelor cardinale:

1. (a+p)+yv=a+(B+7), a+0=0+a=a, a+pf=0F+w

2. (af)y=a(fy), a-1l=1l-a=a af=_Pq

3. Ya=a-CardI, [Ja=a%dl;

4. ofﬁﬂ:aﬁn& Vi GII a<pf = >da<>06 [la<]ls

il i€l il icl
5 <oy = ozf < ozg, [ < (52,

54



CAPITOLUL 6

NUMERE ORDINALE

1. Multimi ordonate

Definitie 6.1.1. Relatia binara p pe multimea X se numeste relatie de ordine, daca
verifica urmatoarele condifii:
1)Ve e X = uzpz (reflexivitate);
2)Vx,y € X (xpy ANypr = x =y) (anitsimetrie);
3)Ve,y,z € X (xpy Nypz = xpz) (tranzitivitate).
O multime pe care este definita o relafie de ordine, se numeste mulfime ordonata.
Exemple.

1. Relatia de divizibilitate pe multimea N*:
zpy & xly.
2. Relatia de incluziune pe multimea P(X):
ApB < ACB.
3. Relatia de ordine naturala pe R:
zpy & <.

Definitie 6.1.2.  Fie (X, <) — o multime ordonatd, A C X. Elementul a € X se

numeste

(1) element mazimal al multimii A, daca a € A gi pentru fiecare x € X condifia v > a
implica x € A, adica oricare ar fi b € A, cu proprietatea a < b, atunci a = b;

(2) element minimal al mulfimii A, daca a € A gi pentru fiecare v € X condifia v < a
implica x € A, adica oricare ar fi b € A cu proprietatea b < a, atunci a = b;

(3) magorant pentru mulfimea A, daca fiecare element al mulfimii A nu intrece a (nu

se cere condifia a € A);
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(4) minorant pentru multimea A, daca a nu intrece fiecare element al multimii A (nu

se cere conditia a € A).

Exemplu. Fie relatia de ordine pe multimea X = {a,b,¢,d, e, f, g, h} este definita cu
ajutorul grafului (fig. 19) (z < y, daci de la x la y putem trece pe muchiile grafului in
directia indicata de sageti) si fie A = {a,b, ¢, f}. Atunci h — majorant al multimii A, a —

minorant, f,c— elemente maximale, a — element minimal al multimii A.

%
N
N

Fig. 19

Definitie 6.1.3. Mulfimile ordonate (X1, p1), (Xz, p2) se numesc izomorfe (se noteazd

X1 ~ X)), daca exista o functie bijectiva f: X1 — Xo, astfel tncat:

Ve,ye X1 (zpy & f(o)paf(y)).

In asa caz functia f se numeste izomorfism.

Afirmatie 6.1.1. Relatia binara de izomorfism al multimilor ordonate este o relatie
de echivalenta.

Definitie 6.1.4. Vom numi numar ordinal al mulfimii ordonate X (notatie Y}
multimea tuturor mulfimilor ordonate, izomorfe cu X.

Notatie. Numirul ordinal al multimii numerelor naturale se noteazi cu w, adicd N =

Definitie 6.1.5.  Multimea ordonata (X, p) se numegte total ordonata, daca pentru
orice x,y € X se verifica cel putin una din relatiile xpy sau ypz.

Exemple.

1. Multimea R cu relatia naturala de ordine <.

2. Multimea C cu relatia de ordine

(1 +iy)p(xe + iy2) < o1 <oV (r; =22 Ay < yo) este total ordonata.
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Observatie 6.1.1.  Daca puterile multimilor total ordonate coincid, nu rezulta ca

aceste multimi sunt izomorfe. In adevir,
CardZ = Card N = N,

dar (Z,<) gi (N, <) nu sunt izomorfe, deoarece in Z nu exista element minimal, pe cdnd

in N ezista (la izomorfism, elementul minimal trece n element minimal).

2. Multimi bine ordonate

Definitie 6.2.1. O multime total ordonata se numeste bine ordonatd, dacd orice
submulfime nevida a et are un element minimal.

Tipul de ordine al mulfimilor bine ordonate se numeste numar ordinal.

Exemple.

1. Multimea N cu relatia de ordine naturala este bine ordonata.

2. Multimea Z cu relatia de ordine naturala nu este bine ordonata, deoarece nu are
element minimal.

Teorema 6.2.1. Fie (A, <) — o mulfime bine ordonata, P(x) — proprietate ce depinde
de elementul v € A. Daca se verifica conditiile:

1) P(a) — este adevarata pentru a = min A;

2) pentru fiecare x € A, x # a din P(y) — adevarata pentru orice y € A, y < x, rezulta
P(z) — adevarata;
atunci, pentru orice x € A proprietatea P(x) este adevdratd.

Demonstratie. Admitem contrariul, adica

B={x € A| P(z) — falsi} # @.

Atunci, cum A — bine ordonatd, B C A, B # @, rezultd, ca existd b = min B. Daca b = a,
atunci obtinem o contradictie cu 1). Daci insd b # a, atunci pentru fiecare y < b rezulta
y ¢ B, adicid P(y) — adevarata si totodata P(b) — falsi, ce contrazice 2).

Teorema 6.2.2. Fie (A, <) — o multime bine ordonatd, [ : A — A o functie injectivd,

ce verifica proprietatea

Ve,ye A (@<y = flz) < f(y). (8)
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Atunci pentru orice a € A are loc f(a) > a.

Demonstratie. Fie multimea M = {a € A| f(a) < a} nu este vida. Atunci cum A este
bine ordonatd, M C A, existd m = min M. Din conditia m € M rezultd, ca f(m) < m.
Cum are loc (8) si f este injectivil, se obtine f(f(m)) < f(m). Asadar, f(m) € M, ce
contrazice ipoteza ca m este element minimal. Contradictia obtinuta demonstreaza justetea
afirmatiei initiale.

Definitie 6.2.2.  Se numeste segment al mulfimii bine ordonate A, determinat de

elementul a € A, mulfimea bine ordonata

A, ={r e A|x<a}l.

Teorema 6.2.3. Nu exista o aplicatie injectiva, ce pastreazda relatia de ordine,
dintr-o multime bine ordonata (A, <) intr-un segment al ei, adica aga o aplicatie injectiva

f:A— A, cu proprietatea

Ve,ye A (x<y = f(z) < f(y)).

Demonstratie. Fie f: A — A, — o aplicatie injectiva, ce pastreazi relatia de ordine.
Atunci, conform teoremei precedente, f(a) > a, adica f(a) € A,. Contradictie.

Definitie 6.2.3. Fie o, f — numere ordinale, A, B — multimi bine ordonate cu A = «,
B = (3. Se spune ci o < (3, dacd A este izomorfd cu B sau cu un segment al multimii B.

Teorema 6.2.4. Fie o, 3,7 — numere ordinale. Atunci au loc urmatoarele proprietati:

1) a < « (reflexivitate);

2)a<BAB<a = a=[ (antisimetrie);

3)a<pBAB<~vy = «a<n (tranzitivitate).

Demonstratie.

1. Fie A — o mul{ime bine ordonatd si A = a. Cum A este izomorfa cu A, rezulta
o< .

2. Fie A, B — multimi bine ordonate, astfel incat A = a, B = (3.

Presupunem « # (3, adica A gi B nu sunt izomorfe. Atunci, cum o < i 3 < a, rezulta

existenta elementelor a € A, b € B cu proprietatile A ~ B, si B ~ A,. Fie f : A — By,
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g: B — A, —izomorfismele respective. Atunci go f: A — A, este o aplicatie injectiva ce
pastreaza ordinea, care este o contradictie cu teorema 6.2.3. Prin urmare, o = f3.

3. Fie A, B,C — multimi bine ordonate, A=«a, B=03, C=+v. Dacia=03si 3<~
sau a < B g1 f =1, evident a <. A ramas de considerat cazul o < §gi § < 7.

Atunci exista elementele b € B si c € C, pentru care A ~ B, B~ C,.. Fie f : A — By,

g : B — C. — izomorfismele respective. Atunci

9(By) ={9(z) |z € By} ={g(z) | r € BAz <b} =
z‘yzg(:v)‘Z{y!yGCcAy<g(b)}=

={ylyeCnry<g)}=Cyp

Prin urmare, functia go f : A — Cy) este izomorfism, si, deci, a < 7.
Teorema 6.2.5. Mulfimea W (x) a tuturor numerelor ordinale, mai mici ca numdarul

ordinal o, este bine ordonata si W(a) = a.

Demonstratie. Fie A — o multime bine ordonati cu A = «. Consideram aplicatia
fiA=W(), a— A, (a€A).

Daca a,b € A, a < b, atunci A, = (Ap)a, rezultd f(a) < f(b), adica aplicatia f pastreazi
relatia de ordine si este injectiva.

Pentru a demonstra surjectivitatea lui f consideram un element arbitrar § € W(«) si
multimea bine ordonatd B cu B = 3. Cum 8 < «, rezulti existenta elementului a € A,
astfel incat B ~ A,. Prin urmare, f(a) = A, = B = 3 5i f — surjectivd. Agadar, aplicatia
f este bijectiva gi pastreazi relatia de ordine, adica f —izomorfism. Rezulta, cd W(a) ~ A
s W =A=aq.

Teorema 6.2.6.  Oricare doud numere ordinale «, 3 sunt comparabile intre ele,
adica se verifica cel putin una din condifitle o < sau 3 < a.

Demonstratie. Cum multimile A = W («), B = W (/) sunt bine ordonate gi multimea
C = AN B este bine ordonati. Vom nota v = C si vom demonstra, cd v < a.

Daci C' = A, atunci y=C = A = a.

Dacd C' # A, atunci vom demonstra, cd C' = A,,, unde 73 = min(A \ C) (atunci se

obtine egalitatea 7, = ). Pentru fiecare 7 € C elementele 7 si 7; sunt comparabile intre
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ele, deoarece 7,v; € A. Dacd v; < 7, atunci cum
T<aAT<f (1eC=W((a)nW()),

rezultd, tinadnd seamd de tranzitivitate 73 < a A vy, < (3, de unde v; € C, ceea ce este
imposibil. Rezulta 7 < 7, adica 7 € Aj,. Invers, pentru fiecare 7 € A, se obtine 7 < 74,
de unde rezultd 7 ¢ A\ C (deoarece y; = min(A \ C)), si, deci 7 € C. Asadar C' = A,,.
Similar se demonstreaza v < f3.
Conditiile v < «a si v < [ concomitent nu se verificd, deoarece in caz contrar C' = A, si
C = B,, de unde rezulta vy € A\C'giy € B\C, adici v € (A\C)N(B\C) = (ANB)\C = o
— imposibil.

Prin urmare, y = a si v < fsau v < a si 7 = . Astfel se verificd o < (§ sau g < a.

3. Axioma alegerii si forme echivalente ale ei

AXIOMA ALEGERIIL. Pentru orice familie (X, )aca de mulfimi nevide existd o functie
frA= X,
acA

astfel incdt pentru orice a € A are loc f(a) € X,.

Definitie 6.3.1. Vom numi lan{ intr-o mulfime ordonatd orice submulfime total
ordonatd a acestei mulfims.

Vom numi lant mazimal intr-o mulfime ordonata, lantul A, pentru care nu existd asa

un lant B, astfel incit AC B, A # B.

TEOREMA LUI HAUSDORFF. Orice lant intr-o mulfime ordonatd se contine intr-un

lant mazimal.

LEMA LUI ZORN. Daca orice lant al mulfimic ordonate X poseda majorant, atunci

orice element al multimii X nu intrece un careva element maximal.

TEOREMA LUI ZERMELO. Fie X o mulfime nevida. Atunci exrista asa o relatie <,

astfel tncat (X, <) este total ordonata.

Consecinta 6.3.1. Oricare doud numere cardinale sunt comparabile intre ele.
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Demonstratie. Fie a, § — doua numere cardinale arbitrare, A, B — multimi de puterea
a si respectiv 3. Fie <,, <p — relatii ce bine ordoneaza A, respectiv B. Conform teoremei

6.2.6, numerele ordinale sunt compatibile, are loc una dintre relatiile
A<B, A=DB, A>B.
Dacii A < B, existi izomorfismul
[ A— By,
gi, prin urmare, A ~ By, de unde rezulta
a=CardA < Card B = 3.

Analog, pentru A = B, A > B, se obtine a = 3, respectiv o > /3.

Agadar, oricare ar fi numerele cardinale o, 3 sau a < ( sau a > 3.

Teorema 6.3.1.  Axioma alegerii, teorema lui Hausdorff, lema lui Zorn, teorema
Zermelo sunt afirmatii echivalente.

Demonstratia acestei teoreme poate fi gésita in |7].

61



1]
2]
[3]
[4]

[5]
[6]

7]
[8]
[9]
[10]
[11]

Bibliografie

Nastasescu C. Introducere in teoria multimilor. — Bucuresti: Ed. did. gi Ped., 1974.

Anexcanmpos I1.C. Beenenune B Teopuio MHOXKeCTB 1 00mryio Tonomoruio. — M.: Hayka, 1977.
Byptaxu H. Teopus muoxkecrs. — M.: Mup, 1965.

Kommvoropos A.H., ®ovmun C.B. Duements Teopuu (HyHKIMH U GYHKIMOHATLHOTO aHanau3a. — M.:
Hayxka, 1989.

Koau II. Teopus muoxects n KouTunyyMm-rumnore3a. — M.: Mup, 1969.

Jlaspos U.A., Makcumona JI.JI. 3amauu no teopur MHOXKECTB, MATEMATHYECKON JIOTUKE U TEOPUU
aaropuTMoB. — M.: @uzmaraut, 1995.

Harancon WN.I1. Teopus dbyuknuit BemectBennoit nepemennoit. — M.: [ocrexuzgar, 1957.

Ouan 10.C. Coopruk 33129 o Mmaremarudeckomy anamau3y. — M.: IIpocsemenue, 1981.

Cronn P. Muoxecrsa. Jloruka. Axcnomarudeckue teopuu. — M., 1968.

®penkens A., Bap-Xumwren U. OcuoBanust Teopun MuoOxkects. — M.: Mup, 1966.

Xaycnopd ®@. Teopus muoxkects. — M.-JI.: Tex. reoper. aur., 1937.

62



CUPRINSUL

Capitolul 1. MULTIMI

A

Notiunea de multime

Moduri de definire a multimilor
Relatia de incluziune a mul{imilor
Multimea universala

Operatii cu multimi

Capitolul 2. CORESPONDENTE

= W =

Corespondenta intre doua multimi
Imagine directa si imagine inversa a unei mulfimi
Compunerea corespondentelor. Inversa unei corespondente

Relatie binara

Capitolul 3. FUNCTII

1.

2
3
4
d.
6
7

Notiunea de funtie

Restrictia si prelungirea unei functii
Compunerea si inversarea functiilor
Functii injective, surjective, bijective
Monomorfisme, epimorfisme, izomorfisme
Familie de elemente, familie de multimi

Suma directa si produs direct a unei familii de multimi

Capitolul 4. RELATII DE ECHIVALENTA

1.
2.

Relatii de echivalenta

Partitie a unei multimi

Capitolul 5.  NUMERE CARDINALE

1.

Multimi echivalente. Puterea multimii

63

~N N ot ot W W

15
15
16
19
23

25
25
25
26
27
28
30
32

36
36
40

45
45



2. Multimi numarabile

3. Multimi de puterea continuumului. Operatii cu numere cardinale

Capitolul 6. NUMERE ORDINALE
1. Multimi ordonate

2. Multimi bine ordonate

3. Axioma alegerii si forme echivalente ale ei

Bibliografie

64

47
50

%)
%)
o7
60

62



