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�1. Î ïðîáëåìå öåíòðà è ôîêóñà

Îäíîé èç ñòàðûõ ïðîáëåì êà÷åñòâåííîé òåîðèè äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ÿâëÿåòñÿ ïðîáëåìà öåíòðà è ôîêó-
ñà. Îíà ïîÿâëÿåòñÿ, íàïðèìåð, â ñëó÷àå, êîãäà êîðíè õàðàê-
òåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ îñîáîé òî÷êè äëÿ ñèñòåìû

ẋ = P (x, y), ẏ = Q(x, y) (1)

ÿâëÿþòñÿ ìíèìûìè, ãäå ẋ = dx
dt
è ẏ = dy

dt
.

Óêàçàííàÿ çàäà÷à áåðåò ñâîå íà÷àëî â ðàáîòàõ À. Ïó-
àíêàðå (1854�1912) è À.Ì. Ëÿïóíîâà (1857�1918). Îäíàêî,
ê ñîæàëåíèþ, óäîâëåòâîðèòåëüíûå îòâåòû ïîëó÷åíû ëèøü
äëÿ íåêîòîðûõ ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ ñèñòåìû (1). Ýòà öåëü íå
äîñòèãíóòà äàæå â òàêîì ïðîñòîì ñëó÷àå, êîãäà P (x, y) è
Q(x, y) ÿâëÿþòñÿ ïîëíûìè ìíîãî÷ëåíàìè òðåòüåé ñòåïåíè
îòíîñèòåëüíî x è y â (1).

Â Ðåñïóáëèêå Ìîëäîâà ïðîáëåìà öåíòðà è ôîêóñà èññëå-
äóåòñÿ ñ íà÷àëà 60-õ ãîäîâ ïðîøëîãî ñòîëåòèÿ â ðàáîòàõ àêà-
äåìèêà Ê.Ñ. Ñèáèðñêîãî (1928�1990) [1�3] è åãî ó÷åíèêîâ. Ñ
ïîìîùüþ îñíîâàííîãî èì ìåòîäà àëãåáðàè÷åñêèõ èíâàðèàí-
òîâ äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïîëó÷åíû ðåøåíèÿ
óêàçàíîé ïðîáëåìû äëÿ ñèñòåì âèäà (1) ñ êâàäðàòè÷íûìè è
êóáè÷åñêèìè íåëèíåéíîñòÿìè.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ íîâûé ïîäõîä ê óêà-
çàííîé ïðîáëåìå, ñâÿçàííûé ñ èçó÷åíèåì åå êîìáèíàòîð-
íûõ è àñèìïòîòè÷åñêèõ àñïåêòîâ ñ ïîìîùüþ ïðîèçâîäÿùèõ
ôóíêöèé è ðÿäîâ Ãèëüáåðòà. Ýòî ïðåäîñòàâëÿåò âîçìîæ-
íîñòü îïðåäåëèòü âåðõíþþ ãðàíèöó ÷èñëà àëãåáðàè÷åñêè-
íåçàâèñèìûõ âåëè÷èí, ïðèíèìàþùèõ ó÷àñòèå â ðåøåíèå ïðî-
áëåìû öåíòðà è ôîêóñà äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ ñèñòåì ñ
îäíîðîäíûìè íåëèíåéíîñòÿìè. Â èçëîæåíèè ýòîé èäåè àâ-
òîðû èñïîëüçîâàëè íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû ðàáîò [1�27], íè-
ñêîëüêî íå ïðåòåíäóÿ íà îñâåùåíèå ñàìûõ ñîäåðæàòåëüíûõ
ìîìåíòîâ ýòèõ ðàáîò, à òîëüêî òåõ, êîòîðûå êàñàþòñÿ èññëå-
äóåìîãî âîïðîñà.
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�2. Î ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèÿõ è ðÿäàõ Ãèëüáåðòà

Îòìåòèì, ÷òî ìåòîä ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèé ÿâëÿåòñÿ
äîñòàòî÷íî ñòàðûì è íàñ÷èòûâàåò íåñêîëüêî ñîò ëåò. Îí áûë
èñïîëüçîâàí â ðàáîòàõ È. Íüþòîíà (1642�1727), Ä. Áåð-
íóëëè (1700�1782), Ë. Ýéëåðà (1707�1783), Ê. Ãàóñà (1777�
1855), Ð. Ðèìàíà (1826�1866), À. Êýëè (1821�1895), Äæ.
Ñèëüâåñòðà (1814�1897), Ä. Ãèëüáåðòà (1862�1943) è äð. äëÿ
äîêàçàòåëüñòâà íåîæèäàííûõ ðåçóëüòàòîâ.

Íàâåðíîå, ïåðâûì ïðîÿâëåíèì ýòîãî ìåòîäà ÿâëÿåòñÿ ôîð-
ìóëà áèíîìà Íüþòîíà, êîòîðàÿ ãîâîðèò, ÷òî ÷èñëî(

n

k

)
=

n!

k!(n− k)!

ÿâëÿåòñÿ êîýôôèöèåíòîì ïðè tk â ìíîãî÷ëåíå (1 + t)n, ò.å.

(1 + t)n =
n∑
k=0

(
n

k

)
tk.

Íà ñîâðåìåííîì ÿçûêå ìîæåì ñêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ
(1 + t)n ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîäÿùåé ôóíöèåé äëÿ ÷èñåë(

n

0

)
,

(
n

1

)
, ...,

(
n

n

)
.

Èç ýòèõ ñîîáðàæåíèé, òàêèå ÷èñëà íàçûâàþòñÿ åùå è áèíî-
ìèàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè.

Ìåòîä ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèé â ñâîåé îñíîâå èìååò î÷åíü
ïðîñòóþ èäåþ. Íåêîòîðîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äåéñòâèòåëü-
íûõ ÷èñåë a0, a1, a2, ... ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå âûðàæåíèå
âèäà

a(t) = a0 + a1t+ a2t
2 + ...,

êîòîðîå áóäåì íàçûâàòü ðÿäîì, èëè ïðîèçâîäÿùåé ôóíöè-
åé, ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Ýòó ôóíêöèþ ìû ìîæåì ñåáå
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ïðåñòàâèòü êàê ìíîãî÷ëåí áåñêîíå÷íîé ñòåïåíè. Òàêîå âûðà-
æåíèå íàçûâàåòñÿ ôîðìàëüíûì ñòåïåííûì ðÿäîì, òàê êàê
íàñ íå èíòåðåñóåò åãî ñõîäèìîñòü.

×àñòî óêàçàííûå ðÿäû èìåþò ïðîñòûå ôîðìû, ïîçâîëÿ-
þùèå ñäåëàòü îïðåäåëåííûå âûâîäû îòíîñèòåëüíî ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè {an}n≥0, êîòîðûå äðóãèì ïóòåì î÷åíü òðóäíî
ïîëó÷èòü.

Ïóñòü V � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî, êîòîðîå ïðåäñòàâèìî
â âèäå ïðÿìîé ñóììû êîíå÷íîìåðíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ

V =
∞⊕
n=0

Vn, Vn
⋂

(n 6=m)

Vm = {0}.

Òàêîå ðàçëîæåíèå áóäåì íàçûâàòü ãðàäóèðîâêîé. Ïðîèçâî-
äÿùåé ôóíêöèåé äëÿ V , èëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè dimRVn
(n = 0, 1, 2, 3, ...), áóäåì íàçûâàòü ôîðìàëüíûé ðÿä

ΦV (t) =
∞∑
n=0

(dimRVn)tn. (2)

Ïðèìå÷àòåëüíûé ýôôåêò äëÿ ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèé ñî-
ñòîèò â òîì, ÷òî ñîîòâåñòâóþùèé ôîðìàëüíûé ðÿä ìîæåò
ñõîäèòñÿ â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè íóëÿ ê íåêîòîðîé êîí-
êðåòíîé ôóíêöèè. Òàêèì îáðàçîì, èçó÷èâ åå ñâîéñòâà (íà-
ïðèìåð, ïîëþñà, íóëè) ìû ìîæåì ïîëó÷èòü äîïîëíèòåëüíóþ
èíôîðìàöèþ î ñòðóêòóðå ïðîñòðàíñòâà V , â ÷àñòíîñòè îá
àñèìïòîòè÷åñêîì ïîâåäåíèè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {dimRVn}∞n=0.

Â ñëó÷àå, êîãäà V = A ÿâëÿåòñÿ ãðàäóèðîâàííîé àëãåá-
ðîé, òî (2) íàçûâàåòñÿ ðÿäîì Ãèëüáåðòà äëÿ ýòîé àëãåáðû
è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç HA(t), êîòîðûé íåñåò â ñåáå ñîäåðæà-
òåëüíóþ èíôîðìàöèþ î õàðàêòåðå àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîâå-
äåíèÿ àëãåáðû A.

Â èçó÷åíèè ïðîñòðàíñòâà V , èëè àëãåáðû A, â íåêîòî-
ðûõ ñëó÷àÿõ ìîãóò áûòü ââåäåíû ïðîèçâîäÿùèå ôóíêöèè,
èëè ðÿäû Ãèëüáåðòà, êîòîðûå çàâèñÿò îò íåñêîëüêèõ ïåðå-
ìåíííûõ. Ýòîò ôàêò îòðàæàåò áîëåå äåòàëüíóþ ãðàäóèðîâ-
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êó ýòèõ îáüåêòîâ. Â ðåçóëüòàòå ýòè ôóíêöèè ïîëó÷èëè ñî-
îòâåñòâåííî íàçâàíèå îáîáùåíûõ ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèé è
ðÿäîâ Ãèëüáåðòà, à òå êîòîðûå èìåþò âèä (2) íàçûâàþòñÿ
îáû÷íûìè.

Ïðîíèêíîâåíèå ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèé è ðÿäîâ Ãèëü-
áåðòà â òåîðèþ äâóìåðíûõ àâòîíîìíûõ ïîëèíîìèàëüíûõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ ñèñòåì ïåðâîãî ïîðÿäêà èìååò ñâîå íà-
÷àëî â ðàáîòàõ [5,6].

�3. Î öåíòðîàôôèíûõ (óíèìîäóëÿðíûõ)
êîìèòàíòàõ è èíâàðèàíòàõ íà ïðèìåðå àôôèííîé

äèôôåðåíöèàëüíîé ñèñòåìû

Ðàñìîòðèì àôôèííóþ äèôôåðåíöèàëüíóþ ñèñòåìó

ẋ = P0(x, y) + P1(x, y),

ẏ = Q0(x, y) +Q1(x, y),
(3)

ãäå P0 = a,Q0 = b, P1 = cx+ dy,Q1 = ex+ fy. Ñèñòåìà (3) â
âåêòîðíîé çàïèñè èìååò âèä

Ẋ = A+BX, (4)

ãäå

X =

(
x
y

)
, A =

(
a
b

)
, B =

(
c d
e f

)
. (5)

Ðàññìîòðèì òàêæå ãðóïïó öåíòðîàôôèíûõ (óíèìîäóëÿð-
íûõ) GL(2,R)(SL(2,R)) ïðåîáðàçîâàíèé

X = qX, q =

(
α β
γ δ

)
, (6)

ãäå

∆ = detq 6= 0, q ∈ GL(2,R)(∆ = detq = 1, q ∈ SL(2,R)). (7)

Â (4) � (6) âñå ïåðåìåííûå è êîýôôèöèåíòû ïðèíèìàþò
çíà÷åíèÿ èç ïîëÿ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë R.
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Çàìåòèì, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå (6) íå ìåíÿåò ôîðìó ñèñòå-
ìû (4) è òîãäà ïîëó÷àåì

Ẋ = A+B X, (8)

ãäå

Ẋ =

(
ẋ
ẏ

)
, A =

(
a

b

)
, B =

(
c d

e f

)
,

à

a = αa+ βb, b = γa+ δb,

∆c = δ(αc+ βe)− γ(αd+ βf),

∆d = −β(αc+ βe) + α(αd+ βf),

∆e = δ(γc+ δe)− γ(γd+ δf),

∆f = −β(γc+ δe) + α(γd+ δf).

(9)

Îïðåäåëåíèå 1. Ñëåäóÿ [3], ïîëèíîì K(A,B,X) îò
ýëåìåíòîâ ìàòðèö A, B, X íàçîâåì öåíòðîàôôèííûì êî-
ìèòàíòîì ñèñòåìû (4), èëè (3), åñëè âûïîëíÿåòñÿ ðàâåí-
ñòâî

K(A,B,X) = ∆−gK(A,B,X) (10)

äëÿ âñåõ ýëåìåíòîâ ìàòðèö A, B, X è ëþáûõ q ∈ GL(2,R),
ãäå g � íåêîòîðîå öåëîå ÷èñëî, íàçûâàåìîå âåñîì êîìèòàíòà.

Êîìèòàíò, íå çàâèñÿùèé îò X, ïðèíÿòî íàçûâàòü èíâà-
ðèàíòîì ñèñòåìû (3), èëè (4).

Ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî öåíòðîàôôèííûå êîìèòàíòû è
èíâàðèàíòû ñèñòåìû (3), èëè (4), îäíîðîäíûå îòíîñèòåëü-
íî ýëåìåíòîâ ìàòðèö A, B, X, ÿâëÿþòñÿ óíèìîäóëÿðíûìè
êîìèòàíòàìè ýòîé ñèñòåìû è íàîáîðîò.

Ñ ïîìîùüþ (5) � (6) è (8) � (10) ëåãêî óáåäèòñÿ, ÷òî
òàêîâûìè êîìèòàíòàìè è èíâàðèàíòàìè ñèñòåìû (3), èëè
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(4), ÿâëÿþòñÿ

i1 = c+ f (g = 0), i2 = c2 + 2de+ f 2 (g = 0),

i3 = −ea2 + (c− f)ab+ db2 (g = −1),

k1 = −bx+ ay (g = −1),

k2 = −ex2 + (c− f)xy + dy2 (g = −1),

k3 = −(ea+ fb)x+ (ca+ db)y (g = −1).

(11)

Èçâåñòíî [5,6], ÷òî ìíîæåñòâî óíèìîäóëÿðíûõ êîìèòàíòîâ
ñèñòåìû (3), èëè (4), îáðàçóþò ãðàäóèðîâàííóþ àëãåáðó, êî-
òîðóþ îáîçíà÷èì ÷åðåç S0,1, à àëãåáðó óíèìîäóëÿðíûõ èí-
âàðèàíòîâ ýòîé ñèñòåìû îáîçíà÷èì ÷åðåç SI0,1.

�4. Î ãðàäóèðîâàííûõ àëãåáðàõ ïîëèíîìèàëüíûõ
èíâàðèàíòîâ è êîìèòàíòîâ

Ïóñòü A ÿâëÿåòñÿ ãðàäóèðîâàííîé êîììóòàòèâíîé àëãåá-
ðîé èíâàðèàíòíûõ ïîëèíîìîâ, ò.å.

A =
∞⊕
m=0

Am, AmAn ⊆ Am+n,

ãäå Am(m = 0, 1, 2, ...) � êîíå÷íîìåðíûå ëèíåéíûå ïðîñòðàí-
ñòâà, êîòîðûå ñîäåðæàò ïîëèíîìû îäíîðîäíîñòè m îòíîñè-
òåëüíî ñâîèõ ïåðåìåííûõ, à A0 = R.

Îïðåäåëåíèå 2. Ýëåìåíòû a1, a2, ..., ar àëãåáðû A íàçû-
âàþòñÿ àëãåáðàè÷åñêè íåçàâèñèìûìè, åñëè äëÿ ëþáîãî íåòðè-
âèàëüíîãî ìíîãî÷ëåíà F îò r ïåðåìåííûõ èìååò ìåñòî
íåðàâåíñòâî

F (a1, a2, ..., ar) 6= 0.

Íàïðèìåð, ïóñòü çàäàíà ãðàäóèðîâàííàÿ àëãåáðà S0,1 èç
[5,6], ñîñòîÿùàÿ èç îäíîðîäíûõ èíâàðèàíòíûõ ïîëèíîìîâ
îòíîñèòåëüíî óíèìîäóëÿðíîé ãðóïïû SL(2,R):

S0,1 =< i1, i2, i3, k1, k2, k3|(i1k1 − k3)2 + k2
3 = i2k

2
1 + 2i3k2 >
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äëÿ äèôôåðåíöèàëüíîé ñèñòåìû (3), ãäå îáðàçóþùèå i1, i2,
i3, k1, k2, k3 èç (11) ôîðìèðóþò îäíî îïðåäåëÿþùåå ñîîòíî-
øåíèå (ñèçèãèþ) (i1k1 − k3)2 + k2

3 = i2k
2
1 + 2i3k2.

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ëþáîé íåòðèâèàëüíûé ìíîãî÷ëåí
îò ëþáûõ ïÿòè èç óêàçàííûõ îáðàçóþùèõ íå ìîæåò ðàâ-
íÿòüñÿ íóëþ, òîãäà êàê îò âñåõ øåñòè òàêîå óòâåðæäåíèå
íåâåðíî. Ýòî ïðîâåðÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ìàòðèöû ßêîáè.

Îïðåäåëåíèå 3.Ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî àëãåáðàè÷åñêè íå-
çàâèñèìûõ ýëåìåíòîâ ãðàäóèðîâàííîé àëãåáðû A íàçûâàåò-
ñÿ ðàçìåðíîñòüþ Êðóëëÿ àëãåáðû A è åå áóäåì îáîçíà÷àòü
÷åðåç %(A).

Èç ñêàçàííîãî âûøå â ïðèâåäåííîì ïðèìåðå èìååì

%(S0,1) = 5.

Ïóñòü HA(t) ÿâëÿåòñÿ îáû÷íûì ðÿäîì Ãèëüáåðòà äëÿ
ãðàäóèðîâàííé àëãåáðû A. Èçâåñòåí ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò
(ñì., íàïðèìåð, [16])

Òåîðåìà 1. Ðàçìåðíîñòü Êðóëëÿ %(A) äëÿ ãðàäóèðîâàí-
íîé àëãåáðû A ðàâíà ìàêñèìàëüíîìó ïîðÿäêó ïîëþñà îáû÷-
íîãî ðÿäà Ãèëüáåðòà HA(t) â åäèíèöå.

Äëÿ âûøåïðèâåäåííîãî ïðèìåðà îáû÷íûé ðÿä Ãèëüáåð-
òà äëÿ àëãåáðû S0,1 (ñì. [5,6]) èìååò âèä

HS0,1(t) =
1− t+ t2

(1− t)2(1− t2)(1− t3)2
,

îòêóäà ëåãêî ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî ìàêñèìàëüíûé ïîðÿäîê
ïîëþñà â åäèíèöå ðàâåí 5, ò.å. %(S0,1) = 5.

Ëåãêî äîêàçûâåòñÿ
Ïðåäëîæåíèå 1. Ïóñòü B�ãðàäóèðîâàííàÿ ïîäàëãåáðà

êîíå÷íî-îïðåäåëåííîé ãðàäóèðîâàííîé àëãåáðû A ñ ðàçìåð-
íîñòüþ Êðóëëÿ %(A). Òîãäà äëÿ ðàçìåðíîñòè Êðóëëÿ %(B)

àëãåáðû B èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

%(B) ≤ %(A). (12)
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Íàïðèìåð, åñëè â êà÷åñòâå A ïðèìåì S0,1, òî â êà÷åñòâå
B ìîæíî âçÿòü àëãåáðó

SI0,1 =< i1, i2, i3 >,

ò.å. SI0,1 ⊂ S0,1. Èç [5,6] èçâåñòíî, ÷òî îáû÷íûé ðÿä Ãèëü-
áåðòà äëÿ àëãåáðû SI0,1 èìååò âèä

HSI0,1(t) =
1

(1− t)(1− t2)(1− t3)
,

îòêóäà ïîëó÷àåì %(SI0,1) = 3.
ßñíî, ÷òî â ïðåäëîæåíèè 1 ðàçíîñòü %(A) − %(B) ìîæåò

áûòü äîñòàòî÷íî áîëüøîé, õîòÿ äëÿ àëãåáð S0,1 è SI0,1 èìå-
åì %(S0,1) − %(SI0,1) = 5 − 3 = 2. Ïîýòîìó, òî÷íîå çíà÷åíèå
%(B) ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî ëèøü èç îáû÷íîãî ðÿäà Ãèëüáåð-
òà HB(t) ïîäàëãåáðû B. Ñîãëàñíî òåîðåìå 1 â ýòîì ñëó÷àå
%(B) ðàâíî ìàêñèìàëüíîìó ïîðÿäêó ïîëþñà HB(t) â åäèíèöå.

Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî äàæå çíàÿ îáîáùåííûå è îáû÷-
íûå ðÿäû Ãèëüáåðòà äëÿ àëãåáðû A, ïîñòðîåíèå îáû÷íîãî
ðÿäà Ãèëüáåðòà HB(t) ïîäàëãåáðû B íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîç-
ìîæíûì áåç êàêîé-ëèáî äîïîëíèòåëüíîé èíôîðìàöèè.

Ïðèìå÷àíèå À. Ðàññìîòðèì âðåìåííûé âûõîä èç äàí-
íîé ñèòóàöèè. Äëÿ ýòîãî ïðåæäå âñåãî óñëîâèìñÿ, ÷òî ñðàâ-
íåíèå ðÿäîâ ïðîèñõîäèò ïîêîýôôèöèåíòíî:∑

bnt
n ≤

∑
cnt

n ⇐⇒ bn ≤ cn;∀n.

Ïðåäïîëîæåì, ÷òî äëÿ HB(t) èìååì

HB(t) ≤ HC(t),

ãäå B è C � ïðîèçâîëüíûå ãðàäóèðîâàííûå êîììóòàòèâ-
íûå àëãåáðû, è ðàçìåðíîñòü Êðóëëÿ àëãåáðû C èçâåñòíà
êàê %(C). Òîãäà ðàçìåðíîñòü Êðóëëÿ àëãåáðû B íå áîëüøå
%(C), ò.å. %(B) ≤ %(C).

Äîêàçàòåëüñòâî ïðèìå÷àíèÿ À ïîëó÷àåòñÿ ñ ïîìîùüþ
òåîðåìû Ìýêîëè èç [9].
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�5. Î ãðàäóèðîâàííîì ðàçëîæåíèè
ïðîñòðàíñòâà VΓ

Ðàññìîòðèì äâóìåðíóþ ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé:

ẋ = Pm1(x, y) + Pm2(x, y) + · · ·+ Pml
(x, y),

ẏ = Qm1(x, y) +Qm2(x, y) + · · ·+Qml
(x, y),

(13)

ãäå Γ = {mi}li=1 � íåêîòîðîå êîíå÷íîå ìíîæåñòâî öåëûõ
ðàçëè÷íûõ íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë, à Pmi

(x, y) è Qmi
(x, y)

(i = 1, l) ÿâëÿþòñÿ îäíîðîäíûìè ïîëèíîìàìè ñòåïåíè mi

îòíîñèòåëüíî ôàçîâûõ ïåðåìåííûõ x, y. Êîýôôèöèåíòû è
ïåðåìåííûå èç ïðàâûõ ÷àñòåé ñèñòåìû (13) ïðèíèìàþò çíà-
÷åíèÿ èç ïîëÿ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë R.

Òàê êàê ìíîæåñòâî Γ ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåò ôîðìó ñè-
ñòåìû (13), òî â äàëüíåéøåì, äëÿ òîãî ÷òîáû ïîêàçàòü, ê
êàêèì ñèñòåìàì (13) îòíîñÿòñÿ èññëåäóåìûå îáüåêòû, ïðè-
ñâîèì èì áóêâó Γ, à ñèñòåìó (13) îáîçíà÷èì ÷åðåç s(Γ).

Ïðèìå÷àíèå 1. Çàìåòèì, ÷òî ñèñòåìà (3) ÿâëÿåòñÿ
÷àñòíûì ñëó÷àåì ñèñòåìû (13), êîãäà Γ = {0, 1}, ò.å. l =
= 2, m1 = 0, m2 = 1, è îáîçíà÷èì åå ÷åðåç s(0, 1).

Îïðåäåëåíèå öåíòðîàôôèííîãî (óíèìîäóëÿðíîãî) êîìè-
òàíòà, èëè èíâàðèàíòà äëÿ ñèñòåìû (13), àíàëîãè÷íî îïðå-
äåëåíèþ 1 ýòèõ îáüåêòîâ, êàê äëÿ ñèñòåìû (3).

Îáîçíà÷èì, ÷åðåç V
(d)

Γ ìíîæåñòâî óíèìîäóëÿðíûõ êîìè-
òàíòîâ ñèñòåìû (13) òèïà

(d) = (δ, d1, d2, ..., dl), (14)

ãäå δ ÿâëÿåòñÿ ñòåïåíüþ îäíîðîäíîñòè ýòèõ ìíîãî÷ëåíîâ îò-
íîñèòåëüíî ïåðåìåííûõ x, y, à di (i = 1, l) � ñòåïåíü èõ îäíî-
ðîäíîñòè îòíîñèòåëüíî êîýôôèöèåíòîâ ïîëèíîìîâ Pmi

(x, y),
Qmi

(x, y).
Ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî óíèìîäóëÿðíûå êîìèòàíòû ñèñòå-

ìû (13) òèïà (14) ÿâëÿþòñÿ â îäíî è òîæå âðåìÿ öåíòðîàô-
ôèíûìè êîìèòàíòàìè ýòîé ñèñòåìû è íàîáîðîò (ñì. [5,6]).
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Èçâåñòíî [5,6], ÷òî ìíîæåñòâî V
(d)

Γ äëÿ ñèñòåìû (13)
ïðè ðàçëè÷íûõ (d) îáðàçóþò êîíå÷íîìåðíûå ëèíåéíûå ïðî-
ñòðàíñòâà. Îïðåäåëèâ ïðÿìóþ ñóììó ýòèõ ïðîñòðàíñòâ, çà-
ïèøåì

VΓ =
⊕
(d)

V
(d)

Γ , V
(d)

Γ

⋂
V

(l)
Γ = {0} (15)

è ñêàæåì, ÷òî èìååì ãðàäóèðîâàííîå ðàçëîæåíèå ïðîñòðàí-
ñòâà VΓ. Â [5,6] ïîêàçàíî, ÷òî ìíîæåñòâî óíèìîäóëÿðíûõ
êîìèòàíòîâ (èíâàðèàíòîâ) ñèñòåìû (13) îáðàçóåò ãðàäóèðî-
âàííóþ êîíå÷íî-îïðåäåëåííóþ êîììóòàòèâíóþ àëãåáðó SΓ

(SIΓ).
Åñëè, íàïðèìåð, âûäåëèì èç (13) ñèñòåìó ñ êâàäðàòè÷-

íûìè íåëèíåéíîñòÿìè, îáîçíà÷åííóþ ÷åðåç s(1, 2) è çàïè-
ñàííóþ â ôîðìå

ẋ = cx+ dy︸ ︷︷ ︸
P1

+ gx2 + 2hxy + ky2︸ ︷︷ ︸
P2

,

ẏ = ex+ fy︸ ︷︷ ︸
Q1

+ lx2 + 2mxy + ny2︸ ︷︷ ︸
Q2

,
(16)

òî îäíîðîäíûé èíâàðèàíò I1 = c+f ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàí-
ñòâó V

(0,1,0)
1,2 , à êîìèòàíò I7

1K2K7 = (c+f)7[−ex2 +(c−f)xy+
+dy2][(g2 +2hl+m2)x2 +2(gh+hm+kl+mn)xy+(h2 +2km+

+n2)y2] ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó V
(4,8,2)

1,2 , ãäå I1, K2, K7

âçÿòû èç [3].

�6. Î öåíòðîàôôèííûõ êîìèòàíòàõ è
àëãåáðàõ Ëè äëÿ ñèñòåìû (13)

Ðàññìîòðèì íåêîòîðûå ïîíÿòèÿ èç óêàçàííûõ îáëàñòåé
íà ïðèìåðå ñèñòåìû (16), êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷à-
åì ñèñòåìû (13).

Äëÿ óäîáñòâà çàïèøåì ñèñòåìó (16) â òåíçîðíîé çàïèñè
(òàêàÿ çàïèñü äëÿ ñèñòåìû (13) áûëà ââåäåíà àêàäåìèêîì
Ê.Ñ. Ñèáèðñêèì [1] â 60-å ãîäû ïðîøëîãî âåêà)

ẋj = ajαx
α + ajαβx

αxβ (j, α, β = 1, 2), (17)
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ãäå êîýôôèöèåíòíûé òåíçîð ajαβ ñèììåòðè÷åí ïî íèæíèì
èíäåêñàì, ïî êîòîðûì çäåñü ïðîèçâîäèòñÿ ïîëíîå ñâåðòû-
âàíèå.

Ñèñòåìà (17) â ðàçâåðíóòîì âèäå çàïèøåòñÿ

ẋ1 = a1
1x

1 + a1
2x

2 + a1
11(x1)2 + 2a1

12x
1x2 + a1

22(x2)2,

ẋ2 = a2
1x

1 + a2
2x

2 + a2
11(x1)2 + 2a2

12x
1x2 + a2

22(x2)2.
(18)

Çàìåòèì, ÷òî åñëè ââåäåì ðàâåíñòâà

x = x1, c = a1
1, d = a1

2, g = a1
11, h = a1

12, k = a1
22,

y = x2, e = a2
1, f = a2

2, l = a2
11, m = a2

12, n = a2
22,

(19)

òî èç (16) ïîëó÷àåì ñèñòåìó (18) è íàîáîðîò.
Èç òåîðèè èíâàðèàíòîâ äèôôåðåíöèàëüíûõ ñèñòåì (13)

(ñì., íàïðèìåð, [4] è [17]), ðàçíîñòü ìåæäó ÷èñëîì íèæíèõ
è âåðõíèõ èíäåêñîâ ñî çíà÷åíèåì åäèíèöà (äâîéêà) áóäåì
íàçûâàòü âåñîì ëþáîé êîîðäèíàòû êîýôôèöèåíòà ajα èëè
ajαβ îòíîñèòåëüíî êîîðäèíàòû x1 (x2).

Íàïðèìåð:
1) âåñ a1

2 îòíîñèòåëüíî x1 ðàâåí -1, à îòíîñèòåëüíî x2

ðàâåí 1;
2) âåñ a1

1 îòíîñèòåëüíî x
1 ðàâåí 0, à îòíîñèòåëüíî x2 ðà-

âåí 0;
3) âåñ a2

1 îòíîñèòåëüíî x
1 ðàâåí 1, à îòíîñèòåëüíî x2 ðà-

âåí -1;
4) âåñ a1

11 îòíîñèòåëüíî x1 ðàâåí 1, à îòíîñèòåëüíî x2

ðàâåí 0;
5) âåñ a1

12 îòíîñèòåëüíî x1 ðàâåí 0, à îòíîñèòåëüíî x2

ðàâåí 1 è ò.ä.
Åñëè çàäàí ïîëèíîì S, çàâèñÿùèé îò êîýôôèöèåíòîâ ñè-

ñòåìû (18) òèïà
(0, d1, d2), (20)

ò.å. îäíîðîäíûé ñòåïåíè d1 îòíîñèòåëüíî êîîðäèíàò òåíçîðà
ajα è ñòåïåíè d2 îòíîñèòåëüíî êîîðäèíàò òåíçîðà a

j
αβ, òî âåñ

êàæäîãî ÷ëåíà ýòîãî ïîëèíîìà îòíîñèòåëüíî x1 èëè x2 ðàâåí
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ñóììå âåñîâ êàæäîãî ñîìíîæèòåëÿ îòíîñèòåëüíî x1 èëè x2

ñîîòâåñòâåííî. Íîëü â (20) óêàçûâàåò íà òî, ÷òî âûðàæåíèå
S íå ñîäåðæèò ôàçîâûõ ïåðåìåííûõ x1, x2.
Íàïðèìåð, ìîíîì a1

1a
2
1a

1
22 èìååò òèï (0, 2, 1) è èìååò âåñ 0

îòíîñèòåëüíî x1 è âåñ 1 îòíîñèòåëüíî x2.

Åñëè âñå ÷ëåíû ïîëèíîìà S òèïà (20) èìåþò âåñ h îòíî-
ñèòåëüíî x1 è âåñ g îòíîñèòåëüíî x2, òî ñêàæåì, ÷òî ïîëèíîì
S èìååò èçîáàðíîñòü âåñà (h, g).

Ñâîéñòâî èçîáàðíîñòè ïîëèíîìîâ èìååò áîëüøîå çíà÷å-
íèå â òåîðèè èíâàðèàíòîâ. Íàïðèìåð, åñëè õîòèì ïðîâåðèòü,
ìîæåò ëè ïîëèíîì S îò êîýôôèöèåíòîâ ñèñòåìû (18) áûòü
êîýôôèöèåíòîì â êàêîì-òî êîìèòàíòå òèïà (δ, d1, d2) ýòîé
ñèñòåìû, òî íåîáõîäèìî, ÷òîáû S áûë èçîáàðíûì îïðåäå-
ëåííîãî âåñà (h, g).

Èçâåñòíî, íàïðèìåð èç [3], ÷òî êîìèòàíò K11 ñèñòåìû
(18) èìååò òèï (3, 1, 1) ñ âûðàæåíèåì

K11 = A0(x1)3 + A1(x1)2x2 + A2x
1(x2)2 + A3(x3)3, (21)

ãäå

A0 = −a2
1a

1
11 − a2

2a
2
11, A1 = a1

1a
1
11 + a1

2a
2
11 − 2a2

1a
1
12 − 2a2

2a
2
12,

A2 = 2a1
1a

1
12 + 2a1

2a
2
12 − a2

1a
1
22 − a2

2a
2
22, A3 = a1

1a
1
22 + a1

2a
2
22.
(22)

Çàìåòèì, ÷òî â A0 âñå ÷ëåíû èçîáàðíû âåñà (2,−1), â A1 −
(1, 0), â A2 − (0, 1) è â A3 − (−1, 2).

Â ëþáîì êîìèòàíòå êîýôôèöèåíò, íàõîäÿùèéñÿ ïðè íàè-
âûñøåé ñòåïåíè x1, ïðèíÿòî íàçûâàòü ïîëóèíâàðèàíòîì. Â
ïðèâåäåííîì âûøå ïðèìåðå âûðàæåíèå A0 èç (22) ÿâëÿåòñÿ
ïîëóèíâàðèàíòîì êîìèòàíòà K11 èç (21).

Â äàëüíåéøåì óâèäèì, ÷òî ïîëóèíâàðèàíò â ëþáîì êî-
ìèòàíòå ïîëüçóåòñÿ îñîáûì ïîëîæåíèåì.

Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ïîëóèíâàðèàíòà èçîáàðíîãî âåñà (h, g)
â ëþáîì êîìèòàíòå, ÷èñëî g ñîâïàäàåò ñ âåñîì äàííîãî êî-
ìèòàíòà (ñì. îïðåäåëåíèå 1).
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Â äàëüíåéøåì íàì ïîíàäîáÿòñÿ îïåðàòîðû àëãåáðû Ëè
L4, êîòîðûå ñîîòâåñòâóþò ëèíåéíîìó ïðåäñòàâëåíèþ öåí-
òðîàôôèííîé ãðóïïû â ïðîñòðàíñòâå êîýôôèöèåíòîâ è ôà-
çîâûõ ïåðåìåííûõ ñèñòåìû (18) è êîòîðûå èìåþò âèä (ñì.
[5,6])

X1 = x1 ∂

∂x1
+D1, X2 = x2 ∂

∂x1
+D2,

X3 = x1 ∂

∂x2
+D3, X4 = x2 ∂

∂x2
+D4,

(23)

ãäå

D1 = a1
2

∂

∂a1
2

− a2
1

∂

∂a2
1

− a1
11

∂

∂a1
11

+ a1
22

∂

∂a1
22

− 2a2
11

∂

∂a2
11

− a2
12

∂

∂a2
12

,

D2 = a2
1

∂

∂a1
1

+ (a2
2 − a1

1)
∂

∂a1
2

− a2
1

∂

∂a2
2

+ a2
11

∂

∂a1
11

+ (a2
12 − a1

11)
∂

∂a1
12

+

+(a2
22 − 2a1

12)
∂

∂a1
22

− a2
11

∂

∂a2
12

− 2a2
12

∂

∂a2
22

,

D3 = −a1
2

∂

∂a1
1

+ (a1
1 − a2

2)
∂

∂a2
1

+ a1
2

∂

∂a2
2

− 2a1
12

∂

∂a1
11

− a1
22

∂

∂a1
12

+

+(a1
11 − 2a2

12)
∂

∂a2
11

+ (a1
12 − a2

22)
∂

∂a2
12

+ a1
22

∂

∂a2
22

,

D4 = −a1
2

∂

∂a1
2

+ a2
1

∂

∂a2
1

− a1
12

∂

∂a1
12

− 2a1
22

∂

∂a1
22

+ a2
11

∂

∂a2
11

− a2
22

∂

∂a2
22

.

(24)
Èç [5,6] ñëåäóåò

Òåîðåìà 2. Äëÿ òîãî ÷òîáû ïîëèíîì K îò êîýôôèöè-
åíòîâ ñèñòåìû (18) è ôàçîâûõ ïåðåìåííûõ x1, x2 ÿâëÿë-
ñÿ öåíòðîàôôèííûì êîìèòàíòîì ñ âåñîì g äëÿ ýòîé ñè-
ñòåìû íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû îí óäîâëåòâîðÿë
óñëîâèÿì

X1(K) = X4(K) = −gK, X2(K) = X3(K) = 0, (25)

ãäå X1, ..., X4 âçÿòû èç (23) è (24).
Â [4] ïîêàçàíî, ÷òî åñëè S ÿâëÿåòñÿ ïîëóèíâàðèàíòîì â
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êîìèòàíòå K, òî

K = S(x1)δ −D3(S)(x1)δ−1x2 +
1

2!
D2

3(S)(x1)δ−2(x2)2 + · · ·

· · ·+ (−1)δ

δ!
Dδ

3(S)(x2)δ,

(26)
ãäå D3 âçÿò èç (24).

Ïðèìå÷àíèå 2. Ñ ïîìîùüþ ðàâåíñòâà (26) ìîæíî óâè-
äåòü, ÷òî êîìèòàíòû K1, K2, ..., K%(SΓ)

∈ SΓ äëÿ ñèñòåìû

(13) ÿâëÿþòñÿ àëãåáðàè÷åñêè íåçàâèñèìûìè òîãäà è òîëü-
êî òîãäà, êîãäà ÿâëÿþòñÿ àëãåáðàè÷åñêè íåçàâèñèìûìè èõ
ïîëóèíâàðèàíòû.

Â èçó÷åíèè öåíòðîàôôèííûõ êîìèòàíòîâ (èíâàðèàíòîâ)
ñèñòåìû (13) òèïà (14) ñîãëàñíî [5,6] èñïîëüçóåòñÿ ôîðìóëà

2g =
l∑

i=1

di(mi − 1)− δ, (27)

ãäå g ÿâëÿåòñÿ âåñîì ñîîòâåòñòâóþùåãî êîìèòàíòà (èíâàðè-
àíòà).

�7. Ïîñòîÿííûå Gk (k = 1,∞), ïðèìûêàþùèå ê
ïðîáëåìå öåíòðà è ôîêóñà, äëÿ ñèñòåìû

s(1,m), m > 1

Ðàññìîòðèì äèôôåðåíöèàëüíóþ ñèñòåìó

ẋ = y + Pm(x, y), ẏ = −x−Qm(x, y), (28)

ãäå Pm(x, y) è Qm(x, y) ÿâëÿþòñÿ îäíîðîäíûìè ïîëèíîìà-
ìè ñòåïåíè m îòíîñèòåëüíî x, y ñ êîýôôèöèåíòàìè â âèäå
ïðîèçâîëüíûõ äåéñòâèòåëüíûõ ïîñòîÿííûõ. Èç êà÷åñòâåí-
íîé òåîðèè ýòèõ óðàâíåíèé èçâåñòíî, ÷òî ñèñòåìà (28) èìå-
åò â íà÷àëå êîîðäèíàò îñîáóþ òî÷êó òèïà öåíòð èëè ôî-
êóñ, ò.å. òðàåêòîðèè îêðóæàþùèå íà÷àëî êîîðäèíàò, âå-
äóò ñåáÿ â ñîîòâåñòâèå ñ îäíèì èç ðèñóíêîâ
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Ïðîáëåìà öåíòðà è ôîêóñà äëÿ ñèñòåìû (28) ìîæåò áûòü
ñôîðìóëèðîâàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì: äëÿ áåñêîíå÷íîé ñè-
ñòåìû ìíîãî÷ëåíîâ

{(x2 + y2)k}∞k=1 (29)

ñóùåñòâóåò òàêàÿ ôóíêöèÿ

U(x, y) = x2 + y2 +
∞∑
k=3

fk(x, y), (30)

ãäå fk(x, y) ÿâëÿþòñÿ îäíîðîäíûìè ìíîãî÷ëåíàìè ñòåïåíè k
îòíîñèòåëüíî x, y, è òàêèå ïîñòîÿííûå

L1, L2, L3, ..., (31)

÷òî èìååò ìåñòî òîæäåñòâî

dU

dt
=
∞∑
k=2

Lk−1(x2 + y2)k (32)

âäîëü òðàåêòîðèé ñèñòåìû (28).
Ïîñòîÿííûå L1, L2, L3, ... ÿâëÿþòñÿ ïîëèíîìàìè îòíîñè-

òåëüíî êîýôôèöèåíòîâ ñèñòåìû (28) è íàçûâàþòñÿ ïîñòî-
ÿííûìè Ëÿïóíîâà, èëè ôîêóñíûìè âåëè÷èíàìè (â íåêîòî-
ðûõ ðàáîòàõ îíè íàçûâàþòñÿ åùå ïîñòîÿííûìè Ïóàíêàðå�
Ëÿïóíîâà).

Åñëè âñå âåëè÷èíû Lk(k = 1,∞) ðàâíû íóëþ, òî íà÷à-
ëî êîîðäèíàò O(0, 0) äëÿ ñèñòåìû (28) ÿâëÿåòñÿ öåíòðîì,
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â ïðîòèâíîì ñëó÷àå � ôîêóñîì. Î÷åâèäíî, ÷òî ÷èñëî ôî-
êóñíûõ âåëè÷èí (31) äëÿ ñèñòåìû (28) áåñêîíå÷íî. Äðóãè-
ìè ñëîâàìè, ïðîáëåìà öåíòðà è ôîêóñà ñîñòîèò â òîì, ÷òî-
áû äëÿ äâóõìåðíîé äèôôåðåíöèàëüíîé ñèñòåìû óñòàíîâèòü
êîíå÷íîå (æåëàòåëüíî ìèíèìàëüíîå) ÷èñëî ôîêóñíûõ âåëè-
÷èí, êîòîðûå îòëè÷àþò öåíòð îò ôîêóñà äëÿ îñîáîé òî÷êè
çàäàííîé ñèñòåìû. Î÷åâèäíî, ÷òî óêàçàííîå ÷èñëî ôîêóñ-
íûõ âåëè÷èí èçìåíÿåòñÿ îò ñèñòåìû ê ñèñòåìå. Íàïðèìåð,
ñîãëàñíî [18,19] äëÿ ñèñòåìû (28) ñ m = 2 äàííîå ÷èñëî ðàâ-
íî (íå áîëüøå1) 3, à ïðè m = 3 èç [20,21] èìååì ÷èñëî (íå
áîëüøå1) 5. Ïîýòîìó áûëî áû ïîëåçíî íàéòè ýôôåêòèâíûé
îáùèé ìåòîä óñòàíîâëåíèÿ ýòèõ ÷èñåë äëÿ ëþáîé äèôôåðåí-
öèàëüíîé ñèñòåìû (13), èëè õîòÿ áû (28). Îòìåòèì, îäíàêî,
÷òî òàêîé ìåòîä èçâåñòåí è îí èìååò â îñíîâå íàõîæäåíèå
ÿâíîãî âèäà ôîêóñíûõ âåëè÷èí, ÷òî äîâîëüíî ÷àñòî èç-çà
íåïðåîäîëèìûõ âû÷èñëåíèé ïðèâîäèò ê íåóäîâëåòâîðèòåëü-
íîìó ðåçóëüòàòó.

Ìû ïîñòàâèëè ñåáå öåëü â îïðåäåëåíèè êîíå÷íîãî (ïî
âîçìîæíîñòè ìèíèìàëüíîãî) ÷èñëà àëãåáðàè÷åñêè-íåçàâè-
ñèìûõ ôîêóñíûõ âåëè÷èí, ïðèíèìàþùèõ ó÷àñòèå â ðåøå-
íèè ïðîáëåìû öåíòðà è ôîêóñà äëÿ ñèñòåì îáùåãî âèäà (13)
ñ Γ = {1,m} (m > 1) áåç âû÷èñëåíèÿ ÿâíîãî âèäà óêàçàííûõ
âåëè÷èí. Â äàëüíåéøåì áóäåò èçëîæåíà ýòà òî÷êà çðåíèÿ,
êîòîðàÿ ïî íåøåìó ìíåíèþ, òåñíî ñâÿçàíà ñ ðàçìåðíîñòüþ
Êðóëëÿ íåêîòîðîé ãðàäóèðîâàííîé àëãåáðû êîìèòàíòîâ çà-
äàííîé äèôôåðåíöèàëüíîé ñèñòåìû.

Ýòà òî÷êà çðåíèÿ áóäåò ïðîèëëþñòðèðîâàíà íà ïðèìåðå
ñèñòåìû s(1, 2).

Êàê èçâåñòíî (ñì., íàïðèìåð, [8]) â ïðîáëåìå öåíòðà è
ôîêóñà âìåñòî ñèñòåìû (29) ìîæíî âçÿòü ëþáóþ ñèñòåìó
ìíîãî÷ëåíîâ

{ϕ2k(x, y)}∞k=1, (33)

1Äëÿ ñèñòåìû (29) ñ m = 2 èëè m = 3, íî áîëåå ÷àñòíîãî âèäà,
äàííûå ÷èñëà ìîãóò áûòü ìåíüøå óêàçàííûõ.
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ãäå ϕ2k ÿâëÿþòñÿ îäíîðîäíûìè ìíîãî÷ëåíàìè ñòåïåíè 2k îò-
íîñèòåëüíî x, y, óäîâëåòâîðÿþùèõ îïðåäåëåííûì óñëîâèÿì.
Â ñîîòâåñòâèè ñ ýòèì, ñëåäóÿ ïðåäëîæåíèÿì àâòîðîâ [22],
äëÿ äèôôåðåíöèàëüíîé ñèñòåìû îáùåãî âèäà

ẋ = cx+ dy + Pm(x, y), ẏ = ex+ fy +Qm(x, y) (m > 1)
(34)

â êà÷åñòâå ñèñòåìû (33) ìîæíî âçÿòü {Kk
2}∞k=1, ãäå êîìèòàíò

K2 = (cx+ dy)y − (ex+ fy)x (35)

âçÿò èç [3]. Òîãäà â ñîîòâåòñòâèè ñ ïîñòàíîâêîé ïðîáëåìû
öåíòðà è ôîêóñà äëÿ ôóíêöèè

U = K2 +
∞∑
k=3

fk(x, y) (36)

òðåáóåì, ÷òîáû îíà óäîâëåòâîðÿëà òîæäåñòâó

dU

dt
=
∞∑
k=2

Gk−1K
k
2 (37)

âäîëü òðàåêòîðèé ñèñòåìû (34).
Åñòåñòâåííî, âîçíèêàåò âîïðîñ: Ïî÷åìó äëÿ ñèñòåìû (34)

áûë âçÿò èìåííî öåíòðîàôôèííûé êîìèòàíò K2 èç (35), à
íå äðóãîé ïîëèíîì?

Îòâåò ñëåäóþùèé: Ìíîãî÷ëåí K2 èç (35) è ìíîæåñòâî

{Kk
2}∞k=1 áûëî âçÿòî â êà÷åñòâå ñèñòåìû ïîëèíîìîâ (33), òàê

êàê ñîãëàñíî [3] ïðè

Discr(K2) < 0, sp

(
c d
e f

)
= c+ f = 0 (38)

ôóíêöèÿ K2 äåéñòâèòåëüíûì öåíòðîàôôèííûì ïðåîáðàçî-
âàíèåì ìîæåò áûòü ïðèâåäåíà ê ôîðìå x2 + y2, à äèôôå-
ðåíöèàëüíàÿ ñèñòåìà (34) áóäåò èìåòü âèä (28), ò.å. ïîñëåä-
íÿÿ ñèñòåìà èìååò â íà÷àëå êîîðäèíàò îñîáóþ òî÷êó âòîðîé
ãðóïïû (öåíòð èëè ôîêóñ).
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Çàìå÷àíèå 1. Èç ýòîãî îòâåòà è âûðàæåíèÿ K2 ñëå-
äóåò, ÷òî ìåæäó ôîêóñíûìè âåëè÷èíàìè Lk (k = 1,∞) è
ïîñòîÿííûìè Gk (k = 1,∞) ñóùåñòâóþò ñëåäóþùèå ðà-
âåíñòâà:

Lk = Gk|f=−c|c=0
d=−e=1

(k = 1,∞). (39)

�8. Ëèíåéíàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé äëÿ ïîñòîÿííûõ
Gk (k = 1,∞) íà ïðèìåðå ñèñòåìû s(1,2)

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó s(1, 2), ïðèâåäåííóþ ðàíåå â (16),
êîòîðóþ çàïèøåì ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ẋ = cx+ dy + gx2 + 2hxy + ky2 ≡ P (x, y),

ẏ = ex+ fy + lx2 + 2mxy + ny2 ≡ Q(x, y).
(40)

Òîãäà äëÿ ýòîé ñèñòåìû òîæäåñòâî (37) áóäåò èìåòü âèä

P
∂U

∂x
+Q

∂U

∂y
=
∞∑
k=2

Gk−1K
k
2 . (41)

Åñëè U çàïèøåì â âèäå

U = K2 + a0x
3 + 3a1x

2y + 3a2xy
2 + a3y

3 + b0x
4 + 4b1x

3y+

+6b2x
2y2 + 4b3xy

3 + b4y
4 + c0x

5 + 5c1x
4y + 10c2x

3y2+

+10c3x
2y3 + 5c4xy

4 + c5y
5 + d0x

6 + 6d1x
5y + 15d2x

4y2+

+20d3x
3y3 + 15d4x

2y4 + 6d5xy
5 + d6y

6 + e0x
7 + 7e1x

6y+

+21e2x
5y2 + 35e3x

4y3 + 21e5x
2y5 + 7e6xy

6 + e7y
7 + f0x

8+

+8f1x
7y + 28f2x

6y2 + 56f3x
5y3 + 70f4y

4 + 56f5x
3y5+

+28f6x
2y6 + 8f7xy

7 + f8y
8 + ...,

(42)
òî òîæäåñòâî (41) ðàñùåïëÿåòñÿ íà ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà:

x2 : − 2ce+ e(c− f) = 0,

xy : c(c− f)− 2de+ f(c− f) + 2de = 0,

y2 : d(c− f) + 2df = 0;

(43)
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x3 : 3ca0 + 3ea1 = 2eg − (c− f)l,

x2y : 3da0 + 3(2c+ f)a1 + 6ea2 = (f − c)(g + 2m)− 2dl + 4eh,

xy2 : 6da1 + 3(2f + c)a2 + 3ea3 = (f − c)(2h+ n) + 2ek − 4dm,

y3 : 3da2 + 3fa3 = (f − c)k − 2dn;

(44)

x4 : 4cb0 + 4eb1 − e2G1 = −3ga0 − 3la1,

x3y : 4db0 + 4(f + 3c)b1 + 12eb2 + 2e(c− f)G1 = −6ha0−
− 6(g +m)a1 − 6la2,

x2y2 : 12db1 + 12(c+ f)b2 + 12eb3 + [2de− (c− f)2]G1 =

= −3ka0 − 3(4h+ n)a1 − 3(g + 4m)a2 − 3la3,

xy3 : 12bd2 + 4(3f + c)b3 + 4eb4 + 2d(f − g)G1 = −6ka1−
− 6(h+ n)a2 − 6ma3,

y4 : 4db3 + 4fb4 − d2G1 = −3ka2 − 3na3;

(45)

x5 : 5cc0 + 5ec1 = −4gb0 − 4lb1,

x4y : 5dc0 + 5(4c+ f)c1 + 20ec2 = −8hb0 − 4(3g + 2m)b1−
− 12lb2,

x3y2 : 20dc1 + 10(3c+ 2f)c2 + 30ec3 = −4kb0 − 4(6h+ n)b1−
− 12(g + 2m)b2 − 12lb3,

x2y3 : 30dc2 + 10(2c+ 3f)c3 + 20ec4 = −12kb1 − 12(2h+

+ n)b2 − 4(g + 6m)b3 − 4lb4,

xy4 : 20dc3 + 5(c+ 4f)c4 + 5ec5 = −12kb2 − 4(2h+ 3n)b3−
− 8mb4,

y5 : 5dc4 + 5fc5 = −4kb3 − 4nb4;

(46)

x6 : 6cd0 + 6ed1 + e3G2 = −5gc0 − 5lc1,

x5y : 6dd0 + 6(5c+ f)d1 + 30ed2 + 3e2(f − c)G2 = −10hc0−
− 10(2g +m)c1 − 20lc2,
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x4y2 : 30dd1 + 30(2c+ f)d2 + 60ed3 + 3e[(c− f)2 − de]G2 =

= −5kc0 − 5(8h+ n)c1 − 10(3g + 4m)c2 − 30lc3,

x3y3 : 60dd2 + 60(c+ f)d3 + 60ed4 + (f − c)[(c− f)2−
− 6de]G2 = −20kc1 − 20(3h+ n)c2 − 20(g + 3m)c3 − 20lc4,

x2y4 : 60dd3 + 30(c+ 2f)d4 + 30ed5 + 3d[de− (c− f)2]G2 =

= −30kc2 − 10(4h+ 3n)c3 − 5(g + 8m)c4 − 5lc5,

xy5 : 30dd4 + 6(c+ 5f)d5 + 6ed6 + 3d2(f − c)G2 = −20kc3−
− 10(h+ 2n)c4 − 10mc5,

y6 : 6dd5 + 6fd6 − d3G2 = −5kc4 − 5nc5;

(47)

x7 : 7ce0 + 7ee1 = −6gd0 − 6ld1,

x6y : 7de0 + 7(6c+ f)e1 + 42ee2 = −12hd0 − 6(5g + 2m)d1−
− 30ld2,

x5y2 : 42de1 + 7(15c+ 6f)e2 + 105ee3 = −6kd0 − 6(10h+

+ n)d1 − 60(g +m)d2 − 60ld3,

x4y3 : 105de2 + 5(28c+ 21f)e3 + 140ee4 = −30kd1 − 30(4h+

+ n)d2 − 60(g + 2m)d3 − 60ld4,

x3y4 : 140de3 + 35(3c+ 4f)e4 + 105ee5 = −60kd2 − 60(2h+

+ n)d3 − 30(g + 4m)d4 − 30ld5,

x2y5 : 105de4 + 7(6c+ 15f)e5 + 42ee6 = −60kd3 − 60(h+

+ n)d4 − 6(g + 10m)d5 − 6ld6,

xy6 : 42de5 + 7(c+ 6f)e6 + 7ee7 = −30kd4 − 6(2h+ 5n)d5−
− 12md6,

y7 : 7de6 + 7fe7 = −6kd5 − 6nd6;

(48)
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x8 : 8cf0 + 8ef1 − e4G3 = −7ge0 − 7le1,

x7y : 8df0 + 8(7c+ f)f1 + 56ef2 + 4e3(c− f)G3 =

= −14he0 − 14(3g +m)e1 − 42le2,

x6y2 : 56df1 + 56(3c+ f)f2 + 168ef3 + 2e2[2de− 3(c− f)2]G3 =

= −7ke0 − 7(12h+ n)e1 − 21(5g + 4m)e2 − 105le3,

x5y3 : 168df2 + 56(5c+ 3f)f3 + 280ef4 + 4e(f − c)[3de− (c−
− f)2]G3 = −42ke1 − 42(5h+ n)e2 − 70(2g + 3m)e3 − 140le4,

x4y4 : 280df3 + 280(c+ f)f4 + 280ef5 + [12de(c− f)2 − 6d2e2−
− (c− f)4]G3 = −105ke2 − 35(8h+ 3n)e3 − 35(3g+

+ 8m)e4 − 105le5,

x3y5 : 280df4 + 56(3c+ 5f)f5 + 168ef6 + 4d(f − c)[(c− f)2−
− 3de]G3 = −140ke3 − 70(3h+ 2n)e4 − 42(g + 5m)e5 − 42le6,

x2y6 : 168df5 + 56(c+ 3f)f6 + 56ef7 + 2d2[2de− 3(c− f)2]G3 = −
− 105ke4 − 21(4h+ 5n)e5 − 7(g + 12m)e6 − 7le7,

xy7 : 56df6 + 8(c+ 7f)f7 + 8ef8 + 4d3(f − c)G3 = −42ke5−
− 14(h+ 3n)e6 − 14me7,

y8 : 78df7 + 8ff8 − d4G3 = −7ke6 − 7ne7.

(49)

Î÷åâèäíî, ÷òî ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé (44)�(49)
îòíîñèòåëüíî a0, a1, a2, a3, b0, b1, ..., b4, c0, c1, ..., c5, d0, d1, ..., d6,
e0, e1, ..., e7, f0, f1, ..., f8, ..., G1, G2, G3, ... ìîãóò áûòü ïðîäîë-
æåíû, ïðèñîåäèííåíèåì ïîñëå ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ èç (49)
áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà óðàâíåíèé, êîòîðûå ïîëó÷àþòñÿ âñëåä-
ñòâèå ðàâåíñòâà êîýôôèöèåíòîâ ïðè xαyβ ïðè α + β > 8 â
òîæäåñòâå (41).

�9. Î ðåøåíèÿõ ñèñòåìû (43)− (49) è îïðåäåëåíèè
ïîñòîÿííûõ Gk

Ïðîâåäåì àíàëèç óêàçàííûõ ñèñòåì.
1) Ñèñòåìà (43).

Î÷åâèäíî, ÷òî èç ýòîé ñèñòåìû ïîëó÷àåì ðàâåíñòâà

e(c+ f) = (c− f)(c+ f) = d(c+ f) = 0.
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Ýòè ðàâåíñòâà ðàñïàäàþòñÿ íà äâå ñåðèè óñëîâèé

c+ f = 0,

èëè

c− f = d = e = 0.

(50)

Êàê áûëî îòìå÷åíî ðàíåå, ïðè âûáîðå ñèñòåìû {Kk
2}∞k=1 ñ

K2 èç (35) â ñëó÷àå ïðîáëåìû öåíòðà è ôîêóñà äëÿ ñèñòåìû
(34) íåîáõîäèìî ñîáëþäåíèå óñëîâèé (38). Îòñþäà ñëåäóåò,
÷òî èç ïîëó÷åííûõ äâóõ ñåðèé óñëîâèé (50), ïîäõîäÿùèì
ÿâëÿåòñÿ ëèøü ïåðâîå óñëîâèå. Âûðàæåíèå â ëåâîé ÷àñòè
ýòîãî óñëîâèÿ îáîçíà÷èì ÷åðåç

G0 = c+ f. (51)

Ïðèìå÷àíèå 3. Ñèñòåìû (44)�(49) è èõ ïðîäîëæåíèå
áóäåì èññëåäîâàòü áåç ó÷åòà ïåðâîãî ðàâåíñòâà (50).

2) Ñèñòåìû (44), (45) è îïðåäåëåíèå ïîñòîÿííîé
G1.
Ýòè ñèñòåìû ñîäåðæàò íåèçâåñòíûå a0, a1, a2, a3, b0, b1, b2, b3,
b4, G1. Íàøà öåëü ñîñòîèò â ïîëó÷åíèè âûðàæåíèÿG1. Îòìå-
òèì, ÷òî â ñèñòåìå (44) ÷èñëî óðàâíåíèé è íåèçâåñòíûõ ñîâ-
ïàäàåò, à êîýôôèöèåíòû ïðè a0, a1, a2, a3 ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíû-
ìè êîìáèíàöèÿìè îò êîýôèöèåíòîâ c, d, e, f , êîòîðûå ïðè-
íàäëåæàò ëèíåéíîé ÷àñòè ñèñòåìû s(1, 2) èç (40). Ñëåäîâà-
òåëüíî, ñîãëàñíî ïðàâèëó Êðàìåðà, íåèçâåñòíûå a0, a1, a2, a3

ÿâëÿþòñÿ ðàöèîíàëüíûìè ôóíêöèÿìè îò êîýôèöèåíòîâ ñè-
ñòåìû s(1, 2) èç (40), èìåÿ â çíàìåíàòåëå ìíîãî÷ëåí, çàâèñÿ-
ùèé ëèøü îò êîýôèöèåíòîâ c, d, e, f ëèíåéíîé ÷àñòè ñèñòåìû
s(1, 2) èç (40).

Äëÿ áîëåå íàãëÿäíîãî îòðàæåíèÿ ïðîöåññà ïîëó÷åíèÿ G1

çàïèøåì ñèñòåìû (44),(45) â ìàòðè÷íîé ôîðìå

A1B1 = C1, (52)
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ãäå

(53)
Çàìåòèì, ÷òî ýëåìåíòû ïåðâûõ 9 ñòîëáöîâ ìàòðèöû A1 èç
(53) ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè ôóíêöèÿìè îò êîýôèöèåíòîâ ñè-
ñòåìû s(1, 2) èç (40), à íåíóëåâûå ýëåìåíòû 10-ãî ñòîëá-
öà (ñîîòâåòñòâóþùèé â ïðîèçâåäåíèè (52) íåèçâåñòíîé G1),
èìåþò ñòåïåíü äâà îòíîñèòåëüíî ýòèõ êîýôôèöèåíòîâ. Íåíó-
ëåâûå ýëåìåíòû ìàòðèöû C1 èç (53), íàõîäÿùåéñÿ â ïðàâîé
÷àñòè ðàâåíñòâà (52), èìåþò ñòåïåíü äâà îòíîñèòåëüíî êî-
ýôôèöèåíòîâ ñèñòåìû s(1, 2) èç (40). Òàê êàê ñèñòåìà (52)
ñîñòîèò èç 9-òè óðàâíåíèé ñ 10-òüþ íåèçâåñòíûìè, òî îäíó
èç íèõ ìîæíî ïîñ÷èòàòü ñâîáîäíîé.

Òàê êàê ÷èñëî íåèçâåñòíûõ a0, a1, a2, a3 èç ïîäñèñòåìû
(44) ñîâïàäàåò ñ ÷èñëîì óðàâíåíèé èç ýòîé ïîäñèñòåìû, òî
ýòî íàì ïîçâîëÿåò íàéòè èõ òî÷íîå âûðàæåíèÿ. Ñëåäîâà-
òåëüíî, â êà÷åñòâå ñâîáîäíîé íåèçâåñòíîé â ñèñòåìå (52)
ìîæíî âçÿòü îäíó èç ïåðåìåííûõ bi ïðè ôèêñèðîâàííîì
i = 0, 4. Òàêèì îáðàçîì, èç ñèñòåìû óðàâíåíèé (52) ïîëó-
÷àåì

G1 =
G1,i +B1,ibi

σ1,i
(54)

ïðè ôèêñèðîâàííîì i, ðàâíûì 0, 1, 2, 3, 4.
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Íàñ èíòåðåñóåò ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíàG1,i îòíîñèòåëüíî êî-
ýôôèöèåíòîâ ñèñòåìû s(1, 2) èç (40). Î÷åâèäíî, ÷òî óêà-
çàííàÿ ñòåïåíü ñîâïàäàåò ñî ñòåïåíüþ îïðåäåëèòåëÿ Êðà-
ìåðà ∆G1 , êîòîðûé ðàâåí ÷èñëó óðàâíåíèé â ñèñòåìå (52)
ïëþñ åäèíèöû (òàê êàê ñòåïåíü íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ â âåê-
òîðå èç ïðàâîé ÷àñòè íîâîé ñèñòåìû, ïîëó÷åííîé èç (52),
è íå ñîäåðæàùåé bi, ðàâíà äâóì). Ñëåäîâàòåëüíî, ñòåïåíü
G1,i îòíîñèòåëüíî êîýôôèöèåíòîâ ñèñòåìû s(1, 2) èç (40) áó-
äåò degG1,i = 10 ïðè âñåõ i = 0, 4. Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå
îáùóþ ñòåïåíü èç (52),(53), ïîëó÷àåì, ÷òî G1,i èìååò òèï
(0, 8, 2), ò.å. G1,i ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíûì ïîëèíîìîì ñòåïåíè
8 îòíîñèòåëüíî êîýôôèöèåíòîâ ëèíåéíîé ÷àñòè è îäíîðîä-
íûì ñòåïåíè 2 îòíîñèòåëüíî êîýôôèöèåíòîâ êâàäðàòè÷íîé
÷àñòè ñèñòåìû s(1, 2) èç (40). Íîëü â (0, 8, 2) óêàçûâàåò íà
òî, ÷òî âûðàæåíèÿ G1,i íå ñîäåðæèò ôàçîâûõ ïåðåìåííûõ
x, y.

Îòìåòèì, îäíàêî, ÷òî îòäåëüíî îò ýòèõ ðåçóëüòàòîâ, ïî-
ëó÷åííûõ ëèøü èñõîäÿ èç àíàëèçà ñèñòåìû (52),(53), áûëè
ïðîäåëàíû òàêæå âû÷èñëåíèÿ íà êîìïüþòåðå è óñòàíîâëåí
ÿâíûé âèä ïîëèíîìîâ G1,i, B1,i, σ1,i èç (54) ïðè êàæäîì ôèê-
ñèðîâàííîì i = 0, 4 (ñì. ïðèëîæåíèå 1). Áûëî óñòàíîâëåíî,
÷òî G1,i (i = 0, 4) ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì îò êîýôôèöèåíòîâ
ñèñòåìû s(1, 2) èç (40) ñ ñîîòâåòñòâóþùåé èçîáàðíîñòüþ

(3,−1), (2, 0), (1, 1), (0, 2), (−1, 3). (55)

ïðè i = 0, 1, 2, 3, 4 (ñì. �6 ñ ó÷åòîì ðàâåíñòâ (19)).
Çàìåòèì òàêæå, ÷òî σ1,i ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì ëèøü îò

êîýôôèöèåíòîâ ëèíåéíîé ÷àñòè c, d, e, f ñèñòåìû s(1, 2) èç
(40).

Ñ ïîìîùüþ òåîðåìû 2 è îáîçíà÷åíèé (19) óñòàíîâëåíî,
÷òî äëÿ ïîëèíîìà

f ′4(x, y) = G1,0x
4 + 4G1,1x

3y + 2G1,2x
2y2 + 4G1,3xy

3 +G1,4y
4

(56)
èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà

X1(f ′4) = X4(f ′4) = f ′4, X2(f ′4) = X3(f ′4) = 0,
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ò.å. f ′4(x, y) ÿâëÿåòñÿ öåíòðîàôôèííûì êîìèòàíòîì âåñà −1
ñèñòåìû s(1, 2) èç (40) è ñ ó÷åòîì (0, 8, 2) òèïà (4, 8, 2). Çà-
ìåòèì, ÷òî ýòîò òèï êîìèòàíòà ìîæíî ïîëó÷èòü òàêæå ñ
ïîìîùüþ ôðìóëû (27) äëÿ ñèñòåìû s(1, 2) èç (40) ñ ó÷åòîì
òèïà ïîëèíîìà G1,i (0, 8, 2) è (55).

Ëåãêî ìîæíî ïðîâåðèòü íà êîìïüþòåðå, ÷òî äëÿ êàæäîãî
ôèêñèðîâàííîãî i = 0, 4 èç (54) èìååì

G1|f=−c =
G1,i +B1,ibi

σ1,i

|f=−c =
G′1,i
σ′1,i

, (57)

ãäå

G′1,i = 2c2(−gh+mn) + cd(g2 − gm− hl − ln− 2m2)−
−ce(gk + 2h2 + hn+ km− n2) + d2l(g +m) + de(gh−
−mn)− e2k(h+ n), σ′1,i = 2(c2 + de)2, (i = 0, 4).

(58)

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ðàâåíñòâà (39), èç çàìå÷àíèÿ 1 ïî-
ëó÷àåì, ÷òî ñïðàâåäëèâà

Ëåììà 1. Ïåðâàÿ ôîêóñíàÿ âåëè÷èíà ñèñòåìû s(1, 2) èç
(40) çàïèøåòñÿ â âèäå

L1 = G1|f=−c|c=0
d=−e=1 =

G′1,i
σ′1,i
|c=0
d=−e=1 (i = 0, 4), (59)

ãäå
G′1,i|c=0

d=−e=1 = g(l − h)− k(h+ n) +m(l + n), (60)

σ′1,i|c=0
d=−e=1 = 2 (61)

ïðè âñåõ i = 0, 1, 2, 3, 4.
Ïðèìå÷àíèå 4. Ïåðâàÿ ôîêóñíàÿ âåëè÷èíà (59)�(61)

äëÿ ñèñòåìû s(1, 2) èç (40) ïðè f = −c; c = 0, d = −e = 1
ñîâïàäàåò ñ ïåðâîé ôîêóñíîé âåëè÷èíîé g1 äëÿ ýòîé æå ñè-
ñòåìû, èçâåñòíîé èç ìîíîãðàôèè ïðîô. À.Ï. Ñàäîâñêîãî
[7, ñ. 110].

3) Ñèñòåìû (44)− (47) è îïðåäåëåíèå ïîñòîÿííîé
G2.
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Ñèñòåìà (44) � (47) ñîñòîèò èç 9-òè óðàâíåíèé (44),(45) äëÿ
âû÷èñëåíèÿ G1, ê êîòîðûì äîáàâëÿåòñÿ åùå 13 óðàâíåíèé,
ñîäåðæàùèõ G2. Çàïèñûâàÿ óêàçàííûå óðàâíåíèÿ â ìàòðè÷-
íîì âèäå (ñì. ïðèëîæåíèå 2 ) è ïðîâîäÿ àíàëîãè÷íîå ðàñ-
ñóæäåíèÿ êàê â ïóíêòå 2) íàõîäèì, ÷òî

G2 =
G2,i,j +B2,i,jbi +D2,i,jdj

σ2,i,j

, (62)

ãäå ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííûì i = 0, 4 è j = 0, 6 ïîëó÷àåì
degG2,i,j = 24. Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ýòó ñòåïåíü èç (44)�
(47) íàõîäèì, ÷òî G2,i,j èìååò òèï (0, 20, 4), ò.å. G2,i,j ÿâëÿåò-
ñÿ îäíîðîäíûì ïîëèíîìîì ñòåïåíè 20 îòíîñèòåëüíî êîýô-
ôèöèåíòîâ ëèíåéíîé ÷àñòè è îäíîðîäíûì ñòåïåíè 4 îòíîñè-
òåëüíî êîýôôèöèåíòîâ êâàäðàòè÷íîé ÷àñòè ñèñòåìû s(1, 2)
èç (40). Íîëü â (0, 20, 4) óêàçûâàåò íà òî, ÷òî âûðàæåíèå
G2,i,j íå ñîäåðæèò ôàçîâûõ ïåðåìåííûõ x, y.

Âû÷èñëÿÿ âûðàæåíèÿ G2,i,j ïðè êàæäîì i = 0, 4 è j =
0, 6, íàõîäèì äëÿ èõ èçîáàðíîñòåé (ñì. �6) ñëåäóþùóþ òàá-
ëèöó

G2,i,j d0 d1 d2 d3 d4 d5 d6

b0 (7,-3) (6,-2) (5,-1) (4,0) (3,1) (2,2) (1,3)
b1 (6,-2) (5,-1) (4,0) (3,1) (2,2) (1,3) (0,4)
b2 (5,-1) (4,0) (3,1) (2,2) (1,3) (0,4) (-1,5)
b3 (4,0) (3,1) (2,2) (1,3) (0,4) (-1,5) (-2,6)
b4 (3,1) (2,2) (1,3) (0,4) (-1,5) (-2,6) (-3,7)

(63)
Çàìåòèì, ÷òî ïðè j = 0, 6 èìååì

G2,0,j

σ2,0,j

|f=−c|c=0,d=−e=1 =
1

24
(38g3h+ 46gh3 + 71g2hk+

+46h3k + 38ghk2 + 5hk3 − 38g3l + 3gh2l − 39g2kl+

+53h2kl − 15gk2l − 32ghl2 + 15hkl2 − 5gl3 + 29g2hm+

+42ghkm+ 13hk2m− 79g2lm− 54h2lm− 68gklm−
−15k2lm− 37hl2m− 5l3m+ 6ghm2 + 6hkm2 − 39glm2−
−29klm2 + 2lm3 + 6g3n+ 109gh2n+ 48g2kn+ 159h2kn+
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+33gk2n+ 5k3n− 34ghln+ 116hkln− 57gl2n+ 15kl2n−
−48g2mn− 54h2mn− 14gkmn+ 8k2mn− 138hlmn−
−62l2mn− 37gm2n− 27km2n+ 2m3n+ 72ghn2+

+175hkn2 − 72gln2 + 63kln2 − 101hmn2 − 119lmn2−
−6gn3 + 62kn3 − 62mn3),

(64)

G2,2,j

σ2,2,j

|f=−c|c=0,d=−e=1 =
1

24
(62g3h− 2gh3 + 95g2hk − 2h3k+

+38ghk2 + 5hk3 − 62g3l + 27gh2l − 39g2kl + 29h2kl − 15gk2l−
−8ghl2 + 15hkl2 − 5gl3 + 53g2hm+ 66ghkm+ 13hk2m−
−127g2lm− 6h2lm− 68gklm− 15k2lm− 13hl2m− 5l3m+

+6ghm2 + 6hkm2 − 63glm2 − 29klm2 + 2lm3 + 6g3n+ 61gh2n+

+72g2kn+ 63h2kn+ 33gk2n+ 5k3n− 10ghln+ 68hkln−
−33gl2n+ 15kl2n− 72g2mn− 6h2mn+ 10gkmn+ 8k2mn−
−66hlmn− 38l2mn− 61gm2n− 27km2n+ 2m3n+ 72ghn2+

+127hkn2 − 72gln2 + 39kln2 − 53hmn2 − 95lmn2 − 6gn3+

+62kn3 − 62mn3),
(65)

G2,4,j

σ2,4,j

|f=−c|c=0,d=−e=1 =
1

24
(62g3h− 2gh3 + 119g2hk − 2h3k+

+62ghk2 + 5hk3 − 62g3l + 27gh2l − 63g2kl + 29h2kl−
−15gk2l − 8ghl2 + 15hkl2 − 5gl3 + 101g2hm+ 138ghkm+

+37hk2m− 175g2lm− 6h2lm− 116gklm− 15k2lm−
−13hl2m− 5l3m+ 54ghm2 + 54hkm2 − 159glm2 − 53klm2−
−46lm3 + 6g3n+ 37gh2n+ 72g2kn+ 39h2kn+ 57gk2n+

+5k3n+ 14ghln+ 68hkln− 33gl2n+ 15kl2n− 72g2mn−
−6h2mn+ 34gkmn+ 32k2mn− 42hlmn− 38l2mn− 109gm2n−
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−3km2n− 46m3n+ 48ghn2 + 79hkn2 − 48gln2+

+39kln2 − 29hmn2 − 71lmn2 − 6gn3 + 38kn3 − 38mn3)

(66)

à
G2,1,j

σ2,1,j
è

G2,3,j

σ2,3,j
ïðè f = −c; c = 0, d = −e = 1 äàþò íåîïðåäå-

ëåííîñòü.
Ïðèìå÷àíèå 5. Âòîðàÿ ôîêóñíàÿ âåëè÷èíà g2 ïðèâå-

äåííàÿ â ìîíîãðàôèè ïðîô. À.Ï. Ñàäîâñêîãî [7, ñ. 110], äëÿ
ñèñòåìû s(1, 2) èç (40) ïðè f = −c; c = 0, d = −e = 1
ñîâïàäàåò ñ âûðàæåíèåì (65).

Èç ìíîæåñòâà G2,2,j âûáåðåì â êà÷åñòâå ïîëóèíâàðèàíòà
âûðàæåíèåG2,2,0, êîòîðîå ñîãëàñíî (63) èìååò âåñ -1. Îòñþäà
ñ ïîìîùüþ (27) è (63) íàõîäèì, ÷òî êîìèòàíò, ñîîòâåòñòâó-
þùèé ïîñòîÿííîé G2, ïðèíàäëåæèò ê òèïó (6, 20, 4).

4) Ñèñòåìû (44)− (49) è îïðåäåëåíèå ïîñòîÿííîé
G3.
Çàïèñàâ óêàçàííóþ ñèñòåìó â ìàòðè÷íîé ôîðìå ïðè ôèêñè-
ðîâàííûõ i = 0, 4, j = 0, 6, k = 0, 8, ïîëó÷àåì

G3 =
G3,i,j,k +B3,i,j,kbi +D3,i,j,kdj + F3,i,j,kfk

σ3,i,j,k

, (67)

à òàêæå âèáèðàÿ êîìèòàíò âåñà −1 ñèñòåìû s(1, 2) èç (40),
ñîäåðæàùèé â êà÷åñòâå ïîëóèíâàðèàíòàG3,i,j,k, íàõîäèì, ÷òî
îí ïðèíàäëåæèò ê òèïó (8, 37, 6).

5) Ðàññìîòðèì ïðîäîëæåíèå ñèñòåìû (44)�(49), ñîäåðæà-
ùåé Gk è ïîëó÷àþùåéñÿ èç òîæäåñòâà (41). Îáîçíà÷èì ÷å-
ðåç mGk

÷èñëî óðàâíåíèé â ýòîé ñèñòåìå, à ÷åðåç nGk
÷èñëî

íåèçâåñòíûõ ïåðåìåííûõ â íåé. Çàìåòèì, ÷òî ýòè ÷èñëà çà-
ïèøóòñÿ â âèäå

mGk
= 4 + 5︸ ︷︷ ︸

G1

+ 6 + 7︸ ︷︷ ︸
G2

+ 8 + 9︸ ︷︷ ︸
G3

+ · · ·+ (2k + 2) + (2k + 3)︸ ︷︷ ︸
Gk

,

nGk
= 4 + 6︸ ︷︷ ︸

G1

+ 6 + 8︸ ︷︷ ︸
G2

+ 8 + 10︸ ︷︷ ︸
G3

+ · · ·+ (2k + 2) + (2k + 4)︸ ︷︷ ︸
Gk

,
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ïðè k = 1, 2, 3, .... Îòñþäà ïîëó÷àåì

mGk
= k(2k + 7), (68)

à
nGk

= mGk
+ k.

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùèì ñëó÷àÿì èç ýòîé ñèñòåìû èìå-
åì

Gk =
Gk,i1,i2,...,ik +Bk,i1,i2,...,ikbi1 + · · ·+ Zk,i1,i2,...,ikzik

σk,i1,i2,...,ik
, (69)

Ñåé÷àñ âàæíî îïðåäåëèòü ñòåïåíü ïîëèíîìà Gk,i1,i2,...,ik

îòíîñèòåëüíî êîýôôèöèåíòîâ äèôôåðåíöèàëüíîé ñèñòåìû
(40).

Çàìåòèì, ÷òî ñòåïåíü íåíóëåâîãî ïîëèíîìèàëüíîãî êî-
ýôôèöèåíòà ïðè Gi (i = 1, k) îòíîñèòåëüíî êîýôôèöèåí-
òîâ ñèñòåìû (40) â îïðåäåëèòåëå Êðàìåðà ïîðÿäêà mGk

, êî-
ãäà êîýôôèöèåíòû ïðè Gk çàìåíÿþòñÿ ñâîáîäíûìè ÷ëåíàìè
óêàçàííîé ñèñòåìû, ñîñòàâëÿåò ñëåäóþùóþ äèàãðàììó

G1, G2, G3, ..., Gk−1, Gk.

↓ ↓ ↓ ↓ ↓

2 3 4 k 2

Òîãäà ñòåïåíü ïîëèíîìà Gk,i1,i2,...,ik îòíîñèòåëüíî êîýôôè-
öèåíòîâ ñèñòåìû (40), îáîçíà÷åííîé ÷åðåç NGk

, çàïèøåòñÿ â
âèäå

NGk
= mGk

− k +
k(k + 1)

2
+ 1,

îòêóäà ñ ó÷åòîì (68) ïîëó÷àåì

NGk
=

1

2
(5k2 + 13k + 2). (70)

Ýòî è åñòü ñòåïåíü îäíîðîäíîñòè Gk,i1,i2,...,ik îòíîñèòåëüíî
êîýôôèöèåíòîâ ëèíåéíîé è êâàäðàòè÷íîé ÷àñòè äèôôåðåí-
öèàëüíîé ñèñòåìû (40), ñîäåðæàùåéñÿ â ïîëèíîìå òèïà

(d) = (δ, d1, d2), (71)
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ãäå δ � ñòåïåíü îäíîðîäíîñòè ïîëèíîìà îòíîñèòåëüíî x è y,
d1 � ñòåïåíü îäíîðîäíîñòè ïîëèíîìà îòíîñèòåëüíî êîýôôè-
öèåíòîâ ëèíåéíîé ÷àñòè, à d2 � ñòåïåíü îäíîðîäíîñòè ïî-
ëèíîìà îòíîñèòåëüíî êîýôôèöèåíòîâ êâàäðàòè÷íîé ÷àñòè
ñèñòåìû s(1, 2) èç (40). Òàê êàê δ = 2(k + 1) à d2 = 2k,
òî d1 = NGk

− 2k. Òàêèì îáðàçîì íàõîäèì, ÷òî êîìèòàíò
âåñà -1 ñèñòåìû s(1, 2) èç (40), ñîäåðæàùèé â êà÷åñòâå ïîëó-
èíâàðèàíòà Gk,i1,i2,...,ik è ñîîòâåñòâóþùèé êîíñòàíòå Gk ïðè
k = 1, 2, 3, ..., ïðèíàäëåæèò òèïó(

2(k + 1),
1

2
(5k2 + 9k + 2), 2k

)
, (72)

ãäå 2(k + 1) � ñòåïåíü îäíîðîäíîñòè êîìèòàíòà îòíîñèòåëü-
íî ôàçîâûõ ïåðåìåííûõ x, y; 1

2
(5k2 + 9k + 2) � ñòåïåíü îä-

íîðîäíîñòè êîìèòàíòà îòíîñèòåëüíî êîýôôèöèåíòîâ ëèíåé-
íîé ÷àñòè c, d, e, f ; 2k � ñòåïåíü îäíîðîäíîñòè êîìèòàíòà
îòíîñèòåëüíî êîýôôèöèåíòîâ êâàäðàòè÷íîé ÷àñòè ñèñòåìû
s(1, 2) èç (40).

Â äàëüíåéøåì âûðàæåíèÿ Gk,i1,i2,...,ik , ñîîòâåñòâóþùèå
êîíñòàíòåGk(k = 1, 2, 3, ...), áóäåì íàçûâàòü ôîêóñíûìè ïñåâ-
äîâåëè÷èíàìè, à êîìèòàíòû òèïà (72) ïðè k = 1, 2, 3, ... áó-
äåì íàçûâàòü êîìèòàíòàìè, ñîäåðæàùèìè â êà÷åñòâå êî-
ýôôèöèåíòîâ ïñåâäîâåëè÷èíû Gk,i1,i2,...,ik . G0 èç (51) áóäåì
íàçûâàòü íóëåâîé ôîêóñíîé ïñåâäîâåëè÷èíîé òèïà (0, 1, 0).

�10. Î ìàêñèìàëüíîì ÷èñëå
àëãåáðàè÷åñêè-íåçàâèñèìûõ ôîêóñíûõ

ïñåâäîâåëè÷èí äëÿ ñèñòåìû s(1,2) èç (40)

Èç �5 ñëåäóåò, ÷òî ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà êîìèòàíòîâ
V

(d)
1,2 äëÿ äèôôåðåíöèàëüíîé ñèñòåìû s(1, 2) èç (40) ïðè âñåõ

(d) èç (71) ÿâëÿþòñÿ êîíå÷íîìåðíûìè. Âûðàæåíèå (d) èç

(71) áóäåì íàçûâàòü òèïîì ïðîñòðàíñòâà V
(d)

1,2 . Îïðåäåëèâ
ïðÿìóþ ñóììó òàêèõ ïðîñòðàíñòâ, çàïèøåì

V1,2 =
⊕
(d)

V
(d)

1,2 , V
(d)

1,2

⋂
V

(l)
1,2 = {0}. (73)
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Ñêàæåì, ÷òî â (73) çàäàíî ãðàäóèðîâàííîå ðàçëîæåíèå ïðî-
ñòðàíñòâà V1,2.

Ñ ó÷åòîì (72) ïðîñòðàíñòâî (73) áîëåå íàãëÿäíî çàïè-
øåòñÿ â âèäå

V1,2 = V
(0,0,0)

1,2

⊕
V

(0,1,0)
1,2

∞⊕
k=1

V
(2(k+1), 1

2
(5k2+9k+2),2k)

1,2 , (74)

ãäå V
(0,0,0)

1,2 = R.

Îáîáùåííàÿ ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ äëÿ ïðîñòðàíñòâà
(74) áóäåò èìåòü âèä

Φ(V1,2, u, b, c) = dimRV
(0,0,0)

1,2 + dimRV
(0,1,0)

1,2 b+

+
∞∑
k=1

dimRV
(2(k+1), 1

2
(5k2+9k+2),2k)

1,2 u2(k+1)b
1
2

(5k2+9k+2)c2k,
(75)

ãäå dimRV
(0,0,0)

1,2 = 1.

Â äàëüíåéøåì áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ âûòåêàþùàÿ èç [5,6]

Òåîðåìà 3. Ðàçìåðíîñòü ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà öåí-
òðîàôôèííûõ êîìèòàíòîâ òèïà (d) = (δ, d1, d2) äëÿ ñèñòå-

ìû s(1, 2) èç (40), îáîçíà÷åííîé ÷åðåç dimRV
(d)

1,2 , ðàâíÿåòñÿ
êîýôôèöèåíòó ïðè ìîíîìå uδbd1cd2 â ðàçëîæåíèè îáîáùåí-
íîãî ðÿäà Ãèëüáåðòà äëÿ àëãåáðû S1,2 óíèìîäóëÿðíûõ êîìè-
òàíòîâ óêàçàííîé ñèñòåìû, êîòîðûé èìååò âèä

H(S1,2, u, b, c) =
N1,2(u, b, c)

D1,2(u, b, c)
, (76)
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ãäå

D1,2(u, b, c) = (1− b)(1− b2)(1− c2)(1− c4)2(1− bc2)2·
·(1− b3c2)(1− u2b)(1− uc)2(1− u3c),

N1,2(u, b, c) = 1− c2 + c4 + b(c2 + 2c4 − 2c6) + b2(c2 + c4−
−c6 − c8) + b3(2c4 − 2c6 − c8) + b4(−c6 + c8 − c10) + u[−c+
+3c3 − 2c5 + b(2c− 5c5 + 3c7) + b2(c− 2c5 + c9) + b3(c3−
−3c5 + 2c7) + b4(c7 − 3c9 + 2c11)] + u2[2c2 − 3c4 + c6+

+b(−3c4 + 4c6 − 2c8) + b2(−2c4 + c10) + b3(c2 − 3c4 + 2c10)+

+b4(−2c4 + 2c6 − c8 + 3c10 − c12) + b5(c6 − c8 + c10)]+

+u3[−c3 + c5 − c7 + b(c− 3c3 + c5 − 2c7 + 2c9) + b2(−2c3+

+2c9 − c11) + b3(−c3 + 2c9) + b4(2c5 − 4c7 + 3c9) + b5(−c7+

+3c9 − 2c11)] + u4[b(−2c2 + 3c4 − c6) + b2(−2c6 + 3c8 − c10)+

+b3(−c4 + 2c8 − c12) + b4(−3c6 + 5c8 − 2c12) + b5(2c8−
−3c10 + c12)] + u5[b(c3 − c5 + c7) + b2(c5 + 2c7 − 2c9) + b3(c5+

+c7 − c9 − c11) + b4(2c7 − 2c9 − c11) + b5(−c9 + c11 − c13)].
(77)

Ðàçëîæèâ íà êîìïüþòåðå âûðàæåíèÿ (76),(77) â ñòåïåííîé
ðÿä ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ (75) èìååì ïðåäñòàâëåíèå

Φ(V1,2, u, b, c) = 1 + b+ 68u4b8c2 + 988u6b20c4 + 6685u8b37c6+

+29801u10b59c8 + 101863u12b86c10 + 289388u14b118c12+

+717378u16b155c14 + 1601520u18b197c16 + 3290576u20b244c18+

+6320516u22b296c20 + 11481322u24b353c22 + 19898098u26b415c24+

+33128489u28b482c26 + 53276896u30b554c28 + 83126869u32b631c30+

+126294132u34b713c32 + 187400820u36b800c34+

+272272154u38b892c36 + 388157672u40b989c38+

+543977539u42b1091c40 + · · ·
+A2(k+1), 1

2
(5k2+9k+2),2ku

2(k+1)b
1
2

(5k2+9k+2)c2k + · · · ,
(78)
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ãäå A2(k+1), 1
2

(5k2+9k+2),2k êîýôôèöèåíò îáùåãî ÷ëåíà óêàçàí-
íîé ôóíêöèé, íå ïîääàþùèéñÿ ïîêà âû÷èñëåíèþ.

Ðàññìîòðèì àëãåáðó S ′1,2, ïîðîæäåíóþ ïðîñòðàíñòâîì V1,2,
èç (73), êîòîðóþ çàïèøåì â âèäå

S ′1,2 =
⊕
(d)

S
(d′)
1,2 , (79)

ãäå ÷åðåç S
(d′)
1,2 îáîçíà÷åíû ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà, ñîäåðæà-

ùèåñÿ â V1,2 ïðè âñåõ (d), à òàêæå èõ âñåâîçìîæíûå ïðîèç-
âåäåíèÿ.

Òàê êàê àëãåáðà S ′1,2 ÿâëÿåòñÿ ãðàäóèðîâàííîé ïîäàëãåá-
ðîé êîíå÷íî-îïðåäåëåííîé àëãåáðû S1,2, òî ñîãëàñíî ïðåä-
ëîæåíèþ 1 (�4) ïîëó÷àåì %(S′1,2) ≤ %(S1,2). Ñ ó÷åòîì ýòîãî

íåðàâåíñòâà è òîãî, ÷òî èç [5,6] èìååì %(S1,2) = 9, òî ñîãëàñ-
íî îïðåäåëåíèþ 3 (�4) ïîëó÷àåì, ÷òî ñïðàâåäëèâà

Òåîðåìà 4. Ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî àëãåáðàè÷åñêè-íåçàâè-
ñèìûõ ôîêóñíûõ ïñåâäîâåëè÷èí â ïðîáëåìå öåíòðà è ôîêóñà
äëÿ ñèñòåìû (40) íå ïðåâûøàåò 9.

Ñ ó÷åòîì ðàâåíñòâ (39) ïîäêðåïëåííûõ ðàâåíñòâàìè
(59)�(61), (65) è ò.ä. è î÷åâèäíîãî çàêëþ÷åíèÿ, ÷òî ìàê-
ñèìàëüíîå ÷èñëî àëãåáðàè÷åñêè-íåçàâèñèìûõ ôîêóñíûõ âå-
ëè÷èí Lk (k = 1,∞) íå ìîæåò ïðåâûøàòü ìàêñèìàëüíî-
ãî ÷èñëà àëãåáðàè÷åñêè-íåçàâèñèìûõ ôîêóñíûõ ïñåâäîâåëè-
÷èí Gk,i1,i2,...,ik , ñ ïîìîùüþ òåîðåìû 4 íàõîäèì, ÷òî èìååò
ìåñòî

Ñëåäñòâèå 1.Ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî àëãåáðàè÷åñêè-íåçàâè-
ñèìûõ ôîêóñíûõ âåëè÷èí ïðèíèìàþùèõ ó÷àñòèå â ðåøåíèè
ïðîáëåìû öåíòðà è ôîêóñà äëÿ ñèñòåìû (40) ïðè f = −c;
c = 0, d = −e = 1, íå ïðåâûøàåò 9.

Ðàññìîòðèì òèïû ïðîñòðàíñòâ S
(d′)
1,2 ïðè d′ = δ′ + d′1 +

+d′2 ≤ 60, êîòîðûå ïîëó÷àþòñÿ èç ðàçëîæåíèÿ â ñòåïåííîé
ðÿä äðîáè

1

(1− b)(1− u4b8c2)(1− u6b20c4)(1− u8b37c6)
, (80)
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ãäå uδ
′
bd
′
1cd
′
2 óêàçûâàåò òèï ïðîñòðàíñòâà S

(d′)
1,2 ïðè (d′) =

(δ′, d′1, d
′
2). Ñ ó÷åòîì ýòèõ òèïîâ è îáîáùåíîãî ðÿäà Ãèëüáåð-

òà (76)-(77) äëÿ àëãåáðû S1,2 ìîæíî çàïèñàòü ðàçëîæåíèå
ðÿäà Ãèëüáåðòà äëÿ àëãåáðû S

′
1,2 ïðè d

′ = δ′ + d′1 + d′2 ≤ 60,
êîòîðûé èìååò âèä

H(S ′1,2, u, b, c) = 1 + b+ 2b2 + 2b3 + 3b4 + 3b5 + 4b6 + 4b7+

+5b8 + 5b9 + 6b10 + 6b11 + 7b12 + 7b13 + 8b14 + 8b15 + 9b16+

+9b17 + 10b18 + 10b19 + 11b20 + 11b21 + 12b22 + 12b23 + 13b24+

+13b25 + 14b26 + 14b27 + 15b28 + 15b29 + 16b30 + 16b31 + 17b32+

+17b33 + 18b34 + 18b35 + 19b36 + 19b37 + 20b38 + 20b39 + 21b40+

+21b41 + 22b42 + 22b43 + 23b44 + 23b45 + 24b46 + 24b47 + 25b48+

+25b49 + 26b50 + 26b51 + 27b52 + 27b53 + 28b54 + 28b55 + 29b56+

+29b57 + 30b58 + 30b59 + 31b60 + u4(68b8c2 + 79b9c2 + 87b10c2+

+98b11c2 + 106b12c2 + 117b13c2 + 125b14c2 + 136b15c2+

+144b16c2 + 155b17c2 + 163b18c2 + 174b19c2 + 182b20c2+

+193b21c2 + 201b22c2 + 212b23c2 + 220b24c2 + 231b25c2+

+239b26c2 + 250b27c2 + 258b28c2 + 269b29c2 + 277b30c2+

+288b31c2 + 296b32c2 + 307b33c2 + 315b34c2 + 326b35c2+

+334b36c2 + 345b37c2 + 353b38c2 + 364b39c2 + 372b40c2+

+383b41c2 + 391b42c2 + 402b43c2 + 410b44c2+

+421b45c2 + 429b46c2 + 440b47c2 + 448b48c2 + 459b49c2+

+467b50c2 + 478b51c2 + 486b52c2 + 497b53c2+

+505b54c2) + u6(988b20c4 + 1046b21c4u6 + 1098b22c4+

+1156b23c4 + 1208b24c4 + 1266b25c4 + 1318b26c4+

+1376b27c4 + 1428b28c4 + 1486b29c4 + 1538b30c4+

+1596b31c4 + 1648b32c4 + 1706b33c4 + 1758b34c4+

+1816b35c4 + 1868b36c4 + 1926b37c4 + 1978b38c4+

+2036b39c4 + 2088b40c4 + 2146b41c4 + 2198b42c4+

+2256b43c4 + 2308b44c4 + 2366b45c4 + 2418b46c4+

+2476b47c4 + 2528b48c4 + 2586b49c4 + 2638b50c4)+
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+u8(798b16c4 + 855b17c4u8 + 918b18c4 + 975b19c4+

+1038b20c4 + 1095b21c4 + 1158b22c4 + 1215b23c4+

+1278b24c4 + 1335b25c4 + 1398b26c4 + 1455b27c4+

+1518b28c4 + 1575b29c4 + 1638b30c4 + 1695b31c4+

+1758b32c4 + 1815b33c4 + 1878b34c4 + 1935b35c4+

+1998b36c4 + 2055b37c4 + 2118b38c4 + 2175b39c4+

+2238b40c4 + 2295b41c4 + 2358b42c4 + 2415b43c4+

+2478b44c4 + 2535b45c4 + 2598b46c4 + 2655b47c4+

+2718b48c4 + 6685b37c6 + 6878b38c6 + 7081b39c6+

+7274b40c6 + 7477b41c6 + 7670b42c6 + 7873b43c6+

+8066b44c6 + 8269b45c6 + 8462b46c6) + u10(5152b28c6+

+5361b29c6u10 + 5580b30c6 + 5789b31c6 + 6008b32c6+

+6217b33c6 + 6436b34c6 + 6645b35c6 + 6864b36c6+

+7073b37c6 + 7292b38c6 + 7501b39c6 + 7720b40c6+

+7929b41c6 + 8148b42c6 + 8357b43c6 + 8576b44c6)+

+u12(4294b24c6 + 4522b25c6u12 + 4740b26c6 + 4968b27c6+

+5186b28c6 + 5414b29c6 + 5632b30c6 + 5860b31c6+

+6078b32c6 + 6306b33c6 + 6524b34c6 + 6752b35c6+

+6970b36c6 + 7198b37c6 + 7416b38c6 + 7644b39c6+

+7862b40c6 + 8090b41c6 + 8308b42c6 + 20412b40c8)+

+u14(18369b36c8 + 18987b37c8 + 19590b38c8) + u16(15835b32c8+

+16454b33c8 + 17088b34c8 + 17707b35c8 + 18341b36c8) + · · ·
(81)

Îòñþäà îáû÷íûé ðÿä Ãèëüáåðòà äëÿ àëãåáðû S ′1,2 áóäåò èìåòü
âèä (ïåðâûå 61 ñëàãàåìûõ):

HS′1,2
(t) = H(S ′1,2, t, t, t) = 1 + t+ 2t2 + 2t3 + 3t4 + 3t5+

+4t6 + 4t7 + 5t8 + 5t9 + 6t10 + 6t11 + 7t12 + 7t13 + 76t14+

+87t15 + 96t16 + 107t17 + 116t18 + 127t19 + 136t20 + 147t21+

+156t22 + 167t23 + 176t24 + 187t25 + 196t26 + 207t27+
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+1014t28 + 1082t29 + 2142t30 + 2268t31 + 2392t32 + 2518t33+

+2642t34 + 2768t35 + 2892t36 + 3018t37 + 3142t38 + 3268t39+

+3392t40 + 3518t41 + 7936t42 + 8290t43 + 13784t44+

+14347t45 + 14908t46 + 15471t47 + 16032t48 + 16595t49+

+17156t50 + 24404t51 + 25158t52 + 25924t53 + 26678t54+

+27444t55 + 44033t56 + 45418t57 + 65175t58 + 67178t59+

+89581t60 + · · ·
(82)

Ïðèâåäåì ïåðâûå 61 ñëàãàåìûå â ðàçëîæåíèè ðÿäà Ãèëü-
áåðòà äëÿ àëãåáðû SI1,2, êîòîðûé ñîãëàñíî [5,6] ïîëó÷àåòñÿ
èç (76),(77) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

HSI1,2(t) = H(S1,2, 0, t, t) = 1 + t+ 2t2 + 5t3 + 10t4 + 17t5+

+30t6 + 50t7 + 81t8 + 125t9 + 188t10 + 276t11 + 399t12 + 559t13+

+772t14 + 1051t15 + 1409t16 + 1859t17 + 2428t18 + 3133t19+

+4004t20 + 5064t21 + 6350t22 + 7897t23 + 9752t24 + 11947t25+

+14544t26 + 17597t27 + 21168t28 + 25315t29 + 30127t30+

+35673t31 + 42051t32 + 49345t33 + 57668t34 + 67127t35+

+77855t36 + 89960t37 + 103603t38 + 118928t39 + 136102t40+

+155281t41 + 176675t42 + 200462t43 + 226870t44 + 256104t45+

+288419t46 + 324057t47 + 363307t48 + 406419t49 + 453726t50+

+505532t51 + 562185t52 + 624013t53 + 691426t54 + 764788t55+

+844540t56 + 931088t57 + 1024916t58 + 1126484t59+

+1236327t60 + · · ·
(83)

Òàê êàê äëÿ ðÿäîâ (82) è (83) èìååì

HS′1,2
(t) ≤ HSI1,2(t),
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òî â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ýòè íåðàâåíñòâà ñîõðàíÿþòñÿ è äëÿ
îñòàëüíûõ ÷ëåíîâ óêàçàííûõ ðÿäîâ, ïîëó÷àåì (ñì. ïðèìå÷à-
íèå À), ÷òî âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

%(S′1,2) ≤ %(SI1,2).

Îòìåòèì, ÷òî S ′1,2 íå ÿâëÿåòñÿ ïîäàëãåáðîé â SI1,2.
Òàê êàê èç [5,6] èìååì %(SI1,2) = 7, òî ñ ïîìîùüþ ïîñëåä-

íåãî íåðàâåíñòâà íàõîäèì, ÷òî ñïðàâåäëèâî
Ïðåäïîëîæåíèå 1.Ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî àëãåáðàè÷åñêè-

íåçàâèñèìûõ ôîêóñíûõ ïñåâäîâåëè÷èí (à ñëåäîâàòåëüíî, è
ôîêóñíûõ âåëè÷èí) äëÿ ñèñòåìû (40) f = −c; c = 0, d =
= −e = 1, ïðèíèìàþùèõ ó÷àñòèå â ðåøåíèè ïðîáëåìû öåí-
òðà è ôîêóñà äëÿ óêàçàííîé ñèñòåìû, íå ïðåâûøàåò 7, ò.å
ïðîãíîçèðóåìàÿ îöåíêà íàçâàííîãî ÷èñëà íå áîëüøå 7.

Îäíàêî, ñ äðóãîé ñòîðîíû, êàê ëåãêî ïðîâåðèòü ñ ïîìî-
ùüþ (82), íàõîäèì, ÷òî äëÿ ïåðâûõ 61 ñëàãàåìûõ èìååì

HS′1,2
(t) <

1

(1− t)5
.

Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ýòî âåðíî äëÿ âñåõ ñëàãàåìûõHS′1,2
(t)

è (1− t)−5, òî ñîãëàñíî ïðèìå÷ÿíèþ À ïîëó÷èì ïðîãíîçèðó-
åìóþ îöåíêó %(S′1,2) < 5.
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Çàêëþ÷åíèå

Öåëüþ íàñòîÿùåé ðàáîòû áûëî óêàçàòü ñïîñîá èçó÷åíèÿ
ãðàäóèðîâàííûõ àëãåáð S ′1,m, ñîäåðæàùèõ óíèìîäóëÿðíûå
êîìèòàíòû, èìåþùèå â êà÷åñòâå êîýôôèöèåíòîâ ôîêóñíûå
ïñåâäîâåëè÷èíû ñèñòåìû s(1,m) èç (34). Ýòî ïîçâîëÿåò ñ
ïîìîùüþ ðÿäà Ãèëüáåðòà HS′1,m

(t) äëÿ àëãåáðû S ′1,m ïîëó-
÷èòü àðãóìåíòèðîâàííóþ êîíå÷íóþ âåðõíèþ ãðàíèöó ìàê-
ñèìàëüíîãî ÷èñëà àëãåáðàè÷åñêè�íåçàâèñèìûõ ôîêóñíûõ
ïñåâäîâåëè÷èí (à ñëåäîâàòåëüíî, è ÷èñëà òàêèõ æå ôîêóñ-
íûõ âåëè÷èí) äëÿ ñèñòåì âèäà (34) f = −c; c = 0, d = −e =
= 1, ïðèíèìàþùèõ ó÷àñòèå â ðåøåíèè ïðîáëåìû öåíòðà è
ôîêóñà äëÿ ýòèõ ñèñòåì. Âàæíûì øàãîì â ýòîì âîïðîñå áû-
ëî îòñóñòâèå íàäîáíîñòè â ïîëó÷åíèè ÿâíîãî âèäà óêàçàí-
íûõ ôîêóñíûõ ïñåâäîâåëè÷èí, à òàêæå âûðàæåíèé ôîêóñ-
íûõ âåëè÷èí, ÷òî ñâÿçàíî ñ íåïðåîäîëèìûìè ãðîìàäíûìè
âû÷èñëåíèÿìè. Íàì ïîíàäîáèëîñü òîëüêî çíàíèå òèïîâ îä-
íîðîäíîñòåé ôîêóñíûõ ïñåâäîâåëè÷èí îòíîñèòåëüíî êîýô-
ôèöèåíòîâ ðàññìàòðèâàåìîé äèôôåðåíöèàëüíîé ñèñòåìû,
÷òî ëåãêî ïîëó÷àåòñÿ èç ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ
óðàâíåíèé, íà êîòîðûå ðàñïàäàåòñÿ òîæäåñòâî (37) âäîëü
òðàåêòîðèé ñèñòåìû (34). Ðåçóëüòàòû, ïðèâåäåííûå â ýòîé
ðàáîòå äëÿ ñèñòåìû (34) ïðè m = 2, ÷òî ñîâïàäàåò ñ ñè-
ñòåìîé (40), ìîãóòü áûòü ðàñïðîñòðàíåíû íà ëþáîé ñèñòå-
ìå (34) ïðè m > 2, åñëè äëÿ êîíå÷íî�îïðåäåëåííîé àëãåá-
ðû óíèìîäóëÿðíûõ êîìèòàíòîâ S1,m èçâåñòåí åå îáîáùåíûé
ðÿä Ãèëüáåðòà. Ñ ïîìîùüþ ýòîãî ðÿäà ïîñðåäñòâîì îáû÷-
íîãî ðÿäà Ãèëüáåðòà âû÷èñëÿåòñÿ ðàçìåðíîñòü Êðóëëÿ äëÿ
àëãåáðû S1,m, êîòîðîÿ îïðåäåëÿåò êîíå÷íóþ âåðõíþþ ãðà-
íèöó ìàêñèìàëüíîãî ÷èñëà àëãåáðàè÷åñêè�íåçàâèñèìûõ ôî-
êóñíûõ ïñåâäîâåëè÷èí (à ñëåäîâàòåëüíî, è ÷èñëà òàêèõ æå
ôîêóñíûõ âåëè÷èí) äëÿ ñèñòåìû (34), ïðèíèìàþùèõ ó÷à-
ñòèå â ðåøåíèè ïðîáëåìû öåíòðà è ôîêóñà äëÿ ýòèõ ñè-
ñòåì. Îäíàêî, êàê ïîêàçûâàåò ïðåäïîëîæåíèå 1 äëÿ ñèñòåìû
s(1, 2), óêàçàííîå ÷èñëî ìîæåò áûòü íàìíîãî ìåíüøå ïîëó-
÷åííîé ãðàíèöû. Ïîýòîìó óêàçàííàÿ ãðàíèöà ìîæåò áûòü
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ñóùåñòâåííî óëó÷øåíà åñëè íàéòè ñõîäÿùèéñÿ ñòåïåííîé
ðÿä áîëåå òî÷íî àïïðîêñèìèðóþùèé îáû÷íûé ðÿä Ãèëüáåð-
òà äëÿ ãðàäóèðîâàííîé àëãåáðû óíèìîäóëÿðíûõ êîìèòàí-
òîâ S ′1,2, äëÿ êîòîðîãî ìîæåò áûòü âû÷èñëåí ïîðÿäîê ïîëþ-
ñà â åäèíèöå. Êîíå÷íî, èäåàëüíûì âàðèàíòîì áûëî áû çíà-
íèå ÿâíîãî âèäà ôóíêöèè, ê êîòîðîé ñõîäèòñÿ îáû÷íûé ðÿä
Ãèëüáåðòà HS′1,2

(t), ÷òî ïîçâîëèëî áû íàéòè òî÷íóþ ðàçìåð-
íîñòü Êðóëëÿ äëÿ àëãåáðû S ′1,2 è òåì ñàìûì ïîëó÷èòü òî÷-
íóþ ãðàíèöó ìàêñèìàëüíîãî ÷èñëà àëãåáðàè÷åñêè-íåçàâèñè-
ìûõ ôîêóñíûõ ïñåâäîâåëè÷èí, ïðèíèìàþùèõ ó÷àñòèå â ðå-
øåíèè ïðîáëåìû öåíòðà è ôîêóñà äëÿ ñèñòåìû s(1, 2). Ïðè
âñåì ýòîì óêàçàííûå ðàíåå ÷èñëà â íàñòîÿùåé ðàáîòå ñî-
ñòàâëÿþò âàæíûé òåîðåòè÷åñêèé ðåçóëüòàò â ðåøåíèè ïðî-
áëåìû öåíòðà è ôîêóñà äëÿ ñèñòåìû s(1,m), î êîòîðîì áåç
èñïîëüçîâàíèÿ àëãåáð S1,m è S ′1,m íåâîçìîæíî áûëî áû äàæå
ïîìûøëÿòü.

* *
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Ïðèëîæåíèå 1
Ïîëèíîìû, îïðåäåëÿþùèå âåëè÷èíó G1

Âûðàæåíèÿ ôîêóñíûõ ïñåâäîâåëè÷èí G1,i, à òàêæå σ1,i è
B1,i (i = 0, 1, 2, 3, 4)

G1,0 = −17c3d2e3g2 + 11cd3e4g2 + 34c4de2fg2 − 118c2d2e3fg2+
+15d3e4fg2 − 17c5ef 2g2 + 215c3de2f 2g2 − 200cd2e3f 2g2−
−108c4ef 3g2 + 403c2de2f 3g2 − 91d2e3f 3g2 − 224c3ef 4g2+
+247cde2f 4g2 − 174c2ef 5g2 + 29de2f 5g2 − 47cef 6g2 − 6ef 7g2+
+34c2d2e4gh− 4d3e5gh− 92c3de3fgh+ 152cd2e4fgh+
+58c4e2f 2gh− 400c2de3f 2gh+ 118d2e4f 2gh+ 276c3e2f 3gh−
−400cde3f 3gh+ 354c2e2f 4gh− 80de3f 4gh+ 152ce2f 5gh+
+24e2f 6gh− 24cd2e5h2 + 72c2de4fh2 − 32d2e5fh2 − 72c3e3f 2h2+
+132cde4f 2h2 − 172c2e3f 3h2 + 44de4f 3h2 − 116ce3f 4h2−
−24e3f 5h2 + 12c3de4gk − 12cd2e5gk − 12c4e3fgk + 72c2de4fgk−
−16d2e5fgk − 72c3e3f 2gk + 102cde4f 2gk − 122c2e3f 3gk+
+34de4f 3gk − 70ce3f 4gk − 12e3f 5gk − 12c2de5hk + 4d2e6hk+
+36c3e4fhk − 52cde5fhk + 120c2e4f 2hk − 32de5f 2hk+
+104ce4f 3hk + 24e4f 4hk − 6c3e5k2 + 5cde6k2 − 23c2e5fk2+
+5de6fk2 − 23ce5f 2k2 − 6e5f 3k2 + 9c4d2e2gl − 13c2d3e3gl−
−4d4e4gl − 18c5defgl + 65c3d2e2fgl − 16cd3e3fgl + 9c6f 2gl−
−103c4def 2gl + 90c2d2e2f 2gl − 11d3e3f 2gl + 51c5f 3gl−
−140c3def 3gl + 7cd2e2f 3gl + 76c4f 4gl + 26c2def 4gl−
−31d2e2f 4gl − 10c3f 5gl + 110cdef 5gl − 79c2f 6gl + 29def 6gl−
−41cf 7gl − 6f 8gl − 12c3d2e3hl + 26cd3e4hl + 48c4de2fhl−
−122c2d2e3fhl + 22d3e4fhl − 36c5ef 2hl + 250c3de2f 2hl−
−104cd2e3f 2hl − 166c4ef 3hl + 248c2de2f 3hl − 2d2e3f 3hl−
−190c3ef 4hl + 40cde2f 4hl − 38c2ef 5hl − 10de2f 5hl+
+34cef 6hl + 12ef 7hl − 12c4de3kl + 11c2d2e4kl + 12c5e2fkl−
−70c3de3fkl + 16cd2e4fkl + 65c4e2f 2kl − 109c2de3f 2kl+
+5d2e4f 2kl + 105c3e2f 3kl − 58cde3f 3kl + 53c2e2f 4kl−
−7de3f 4kl − 5ce2f 5kl − 6e2f 6kl + 3c3d3e2l2 − 5cd4e3l2−
−6c4d2efl2 + 20c2d3e2fl2 − 5d4e3fl2 + 3c5df 2l2−
−37c3d2ef 2l2 + 26cd3e2f 2l2 + 22c4df 3l2 − 73c2d2ef 3l2+
+9d3e2f 3l2 + 58c3df 4l2 − 59cd2ef 4l2 + 68c2df 5l2 − 17d2ef 5l2+
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+35cdf 6l2 + 6df 7l2 − 12c3d2e3gm+ 2cd3e4gm+ 24c4de2fgm−
−90c2d2e3fgm− 2d3e4fgm− 12c5ef 2gm+ 138c3de2f 2gm−
−152cd2e3f 2gm− 62c4ef 3gm+ 200c2de2f 3gm− 82d2e3f 3gm−
−70c3ef 4gm+ 32cde2f 4gm+ 50c2ef 5gm− 58de2f 5gm+
+82cef 6gm+ 12ef 7gm+ 20c2d2e4hm− 40c3de3fhm+
+96cd2e4fhm+ 44c4e2f 2hm− 212c2de3f 2hm+ 76d2e4f 2hm+
+164c3e2f 3hm− 152cde3f 3hm+ 76c2e2f 4hm+ 20de3f 4hm−
−68ce2f 5hm− 24e2f 6hm+ 12c3de4km− 6cd2e5km− 24c4e3fkm+
+70c2de4fkm− 10d2e5fkm− 88c3e3f 2km+ 80cde4f 2km−
−70c2e3f 3km+ 14de4f 3km+ 10ce3f 4km+ 12e3f 5km+
+6c4d2e2lm− 4c2d3e3lm− 4d4e4lm− 12c5deflm+
+64c3d2e2flm− 28cd3e3flm+ 6c6f 2lm− 92c4def 2lm+
+180c2d2e2f 2lm− 32d3e3f 2lm+ 32c5f 3lm− 212c3def 3lm+
+148cd2e2f 3lm+ 40c4f 4lm− 168c2def 4lm+ 22d2e2f 4lm−
−20c3f 5lm− 48cdef 5lm− 46c2f 6lm− 12def 6lm− 12cf 7lm−
−4c3d2e3m2 + 8c4de2fm2 − 20c2d2e3fm2 − 8d3e4fm2 − 4c5ef 2m2+
+64c3de2f 2m2 − 48cd2e3f 2m2 − 20c4ef 3m2 + 148c2de2f 3m2−
−48d2e3f 3m2 − 20c3ef 4m2 + 100cde2f 4m2 + 20c2ef 5m2+
+24cef 6m2 + 31c2d2e4gn− 38c3de3fgn+ 96cd2e4fgn+
+13c4e2f 2gn− 125c2de3f 2gn+ 65d2e4f 2gn+ 41c3e2f 3gn−
−58cde3f 3gn− 7c2e2f 4gn+ 29de3f 4gn− 41ce2f 5gn− 6e2f 6gn−
−12c3de4hn− 46cd2e5hn+ 78c2de4fhn− 50d2e5fhn−
−56c3e3f 2hn+ 88cde4f 2hn− 38c2e3f 3hn− 10de4f 3hn+
+34ce3f 4hn+ 12e3f 5hn+ 6c4e4kn− 17c2de5kn+ 4d2e6kn+
+29c3e4fkn− 32cde5fkn+ 28c2e4f 2kn− 7de5f 2kn− 5ce4f 3kn−
−6e4f 4kn− 22c3d2e3ln+ 32cd3e4ln+ 32c4de2fln−
−134c2d2e3fln+ 28d3e4fln− 10c5ef 2ln+ 148c3de2f 2ln−
−116cd2e3f 2ln− 34c4ef 3ln+ 126c2de2f 3ln− 12d2e3f 3ln−
−2c3ef 4ln+ 14cde2f 4ln+ 34c2ef 5ln+ 12cef 6ln+
+14c2d2e4mn+ 4d3e5mn− 52c3de3fmn+ 88cd2e4fmn+
+14c4e2f 2mn− 204c2de3f 2mn+ 74d2e4f 2mn+ 40c3e2f 3mn−
−128cde3f 3mn− 18c2e2f 4mn+ 12de3f 4mn− 36ce2f 5mn+
+6c3de4n2 − 31cd2e5n2 + 63c2de4fn2 − 27d2e5fn2 − 14c3e3f 2n2+
+43cde4f 2n2 + 2c2e3f 3n2 − 6de4f 3n2 + 12ce3f 4n2;
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G1,1 = 2c4d2e2g2 + 9c2d3e3g2 − 4c5defg2 − 14c3d2e2fg2+
+41cd3e3fg2 + 2c6f 2g2 − 5c4def 2g2 − 102c2d2e2f 2g2+
+36d3e3f 2g2 + 10c5f 3g2 + 57c3def 3g2 − 129cd2e2f 3g2+
+10c4f 4g2 + 121c2def 4g2 − 35d2e2f 4g2 − 10c3f 5g2 + 65cdef 5g2−
−12c2f 6g2 + 6def 6g2 − 22c3d2e3gh− 12cd3e4gh+ 56c4de2fgh−
−52c2d2e3fgh− 16d3e4fgh− 34c5ef 2gh+ 200c3de2f 2gh−
−2cd2e3f 2gh− 160c4ef 3gh+ 144c2de2f 3gh+ 28d2e3f 3gh−
−198c3ef 4gh− 24cde2f 4gh− 76c2ef 5gh− 12de2f 5gh−
−12cef 6gh+ 24c2d2e4h2 − 72c3de3fh2 + 32cd2e4fh2+
+72c4e2f 2h2 − 132c2de3f 2h2 + 172c3e2f 3h2 − 44cde3f 3h2+
+116c2e2f 4h2 + 24ce2f 5h2 − 6c4de3gk + 4c2d2e4gk+
+6c5e2fgk − 32c3de3fgk + 40c4e2f 2gk − 34c2de3f 2gk−
−8d2e4f 2gk + 70c3e2f 3gk + 6cde3f 3gk + 38c2e2f 4gk+
+6de3f 4gk + 6ce2f 5gk + 12c3de4hk − 4cd2e5hk − 36c4e3fhk+
+52c2de4fhk − 120c3e3f 2hk + 32cde4f 2hk − 104c2e3f 3hk−
−24ce3f 4hk + 6c4e4k2 − 5c2de5k2 + 23c3e4fk2 − 5cde5fk2+
+23c2e4f 2k2 + 6ce4f 3k2 + c3d3e2gl + 4cd4e3gl + 4c4d2efgl−
−4c2d3e2fgl − 5c5df 2gl + 8c3d2ef 2gl + 23cd3e2f 2gl−
−14c4df 3gl − 53c2d2ef 3gl + 20d3e2f 3gl + 18c3df 4gl−
−76cd2ef 4gl + 56c2df 5gl − 23d2ef 5gl + 35cdf 6gl + 6df 7gl−
−10c2d3e3hl − 12c5defhl + 22c3d2e2fhl − 6cd3e3fhl+
+12c6f 2hl − 50c4def 2hl − 12c2d2e2f 2hl + 50c5f 3hl+
+8c3def 3hl − 26cd2e2f 3hl + 34c4f 4hl + 64c2def 4hl−
−38c3f 5hl + 22cdef 5hl − 46c2f 6hl − 12cf 7hl + 6c5de2kl−
−3c3d2e3kl − 6c6efkl + 30c4de2fkl − 33c5ef 2kl+
+41c3de2f 2kl + 3cd2e3f 2kl − 53c4ef 3kl + 18c2de2f 3kl−
−21c3ef 4kl + cde2f 4kl + 11c2ef 5kl + 6cef 6kl + c2d4e2l2+
+4c3d3efl2 − 3cd4e2fl2 − 5c4d2f 2l2 + 24c2d3ef 2l2−
−4d4e2f 2l2 − 27c3d2f 3l2 + 31cd3ef 3l2 − 45c2d2f 4l2+
+11d3ef 4l2 − 29cd2f 5l2 − 6d2f 6l2 + 6c4d2e2gm+ 6c2d3e3gm−
−12c5defgm+ 30c3d2e2fgm+ 34cd3e3fgm+ 6c6f 2gm−
−54c4def 2gm+ 24d3e3f 2gm+ 30c5f 3gm− 40c3def 3gm−
−18cd2e2f 3gm+ 30c4f 4gm+ 24c2def 4gm− 2d2e2f 4gm−
−30c3f 5gm+ 14cdef 5gm− 36c2f 6gm− 12def 6gm−
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−20c3d2e3hm+ 40c4de2fhm− 96c2d2e3fhm− 44c5ef 2hm+
+212c3de2f 2hm− 76cd2e3f 2hm− 164c4ef 3hm+ 152c2de2f 3hm−
−76c3ef 4hm− 20cde2f 4hm+ 68c2ef 5hm+ 24cef 6hm−
−12c4de3km+ 6c2d2e4km+ 24c5e2fkm− 70c3de3fkm+
+10cd2e4fkm+ 88c4e2f 2km− 80c2de3f 2km+ 70c3e2f 3km−
−14cde3f 3km− 10c2e2f 4km− 12ce2f 5km− 4c3d3e2lm+
+4cd4e3lm− 4c4d2eflm− 4c2d3e2flm+ 8c5df 2lm−
−28c3d2ef 2lm+ 8cd3e2f 2lm+ 52c4df 3lm− 48c2d2ef 3lm+
+112c3df 4lm− 20cd2ef 4lm+ 92c2df 5lm+ 24cdf 6lm+
+4c4d2e2m2 − 8c5defm2 + 20c3d2e2fm2 + 8cd3e3fm2 + 4c6f 2m2−
−64c4def 2m2 + 48c2d2e2f 2m2 + 20c5f 3m2 − 148c3def 3m2+
+48cd2e2f 3m2 + 20c4f 4m2 − 100c2def 4m2 − 20c3f 5m2−
−24c2f 6m2 − 19c3d2e3gn− 16cd3e4gn+ 20c4de2fgn−
−20c2d2e3fgn− 16d3e4fgn− 7c5ef 2gn+ 45c3de2f 2gn+
+3cd2e3f 2gn− 21c4ef 3gn+ 6c2de2f 3gn+ 4d2e3f 3gn+ 7c3ef 4gn−
−13cde2f 4gn+ 21c2ef 5gn+ 6de2f 5gn+ 12c4de3hn+ 46c2d2e4hn−
−78c3de3fhn+ 50cd2e4fhn+ 56c4e2f 2hn− 88c2de3f 2hn+
+38c3e2f 3hn+ 10cde3f 3hn− 34c2e2f 4hn− 12ce2f 5hn− 6c5e3kn+
+17c3de4kn− 4cd2e5kn− 29c4e3fkn+ 32c2de4fkn−
−28c3e3f 2kn+ 7cde4f 2kn+ 5c2e3f 3kn+ 6ce3f 4kn+
+10c4d2e2ln− 16c2d3e3ln− 14c5defln+ 58c3d2e2fln−
−12cd3e3fln+ 4c6f 2ln− 68c4def 2ln+ 48c2d2e2f 2ln+
+14c5f 3ln− 74c3def 3ln+ 8cd2e2f 3ln+ 2c4f 4ln− 30c2def 4ln−
−14c3f 5ln− 6cdef 5ln− 6c2f 6ln− 14c3d2e3mn− 4cd3e4mn+
+52c4de2fmn− 88c2d2e3fmn− 14c5ef 2mn+ 204c3de2f 2mn−
−74cd2e3f 2mn− 40c4ef 3mn+ 128c2de2f 3mn+ 18c3ef 4mn−
−12cde2f 4mn+ 36c2ef 5mn− 6c4de3n2 + 31c2d2e4n2−
−63c3de3fn2 + 27cd2e4fn2 + 14c4e2f 2n2 − 43c2de3f 2n2−
−2c3e2f 3n2 + 6cde3f 3n2 − 12c2e2f 4n2;

G1,2 = −6c3d3e2g2 − 27cd4e3g2 + 18c4d2efg2 + 70c2d3e2fg2−
−31d4e3fg2 − 12c5df 2g2 − 23c3d2ef 2g2 + 175cd3e2f 2g2−
−38c4df 3g2 − 206c2d2ef 3g2 + 99d3e2f 3g2 + 8c3df 4g2−
−195cd2ef 4g2 + 42c2df 5g2 − 18d2ef 5g2 + 12c4d2e2gh+
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+74c2d3e3gh+ 4d4e4gh− 36c5defgh− 194c3d2e2fgh+
+52cd3e3fgh+ 24c6f 2gh+ 106c4def 2gh− 378c2d2e2f 2gh−
−30d3e3f 2gh+ 86c5f 3gh+ 524c3def 3gh− 178cd2e2f 3gh+
+14c4f 4gh+ 518c2def 4gh− 18d2e2f 4gh− 94c3f 5gh+
+120cdef 5gh− 30c2f 6gh− 48c3d2e3h2 − 8cd3e4h2+
+144c4de2fh2 + 8c2d2e3fh2 − 168c5ef 2h2 + 140c3de2f 2h2+
+68cd2e3f 2h2 − 356c4ef 3h2 − 76c2de2f 3h2 + 12d2e3f 3h2−
−208c3ef 4h2 − 48cde2f 4h2 − 36c2ef 5h2 + 6c5de2gk−
−8c3d2e3gk + 12cd3e4gk − 6c6efgk + 34c4de2fgk−
−44c2d2e3fgk + 16d3e4fgk − 62c5ef 2gk + 70c3de2f 2gk−
−62cd2e3f 2gk − 146c4ef 3gk + 58c2de2f 3gk − 26d2e3f 3gk−
−120c3ef 4gk + 34cde2f 4gk − 44c2ef 5gk + 6de2f 5gk − 6cef 6gk−
−24c4de3hk + 8c2d2e4hk − 4d3e5hk + 96c5e2fhk − 124c3de3fhk+
+24cd2e4fhk + 332c4e2f 2hk − 132c2de3f 2hk + 16d2e4f 2hk+
+328c3e2f 3hk − 56cde3f 3hk + 112c2e2f 4hk − 12de3f 4hk+
+12ce2f 5hk − 18c5e3k2 + 21c3de4k2 − 5cd2e5k2 − 75c4e3fk2+
+43c2de4fk2 − 5d2e5fk2 − 92c3e3f 2k2 + 28cde4f 2k2−
−41c2e3f 3k2 + 6de4f 3k2 − 6ce3f 4k2 − 6c4d3egl − 7c2d4e2gl+
+4d5e3gl + 6c5d2fgl + 2c3d3efgl − 36cd4e2fgl + 23c4d2f 2gl+
+81c2d3ef 2gl − 29d4e2f 2gl − 13c3d2f 3gl + 142cd3ef 3gl−
−113c2d2f 4gl + 57d3ef 4gl − 93cd2f 5gl − 18d2f 6gl+
+12c5d2ehl + 14c3d3e2hl − 10cd4e3hl − 12c6dfhl + 8c4d2efhl+
+74c2d3e2fhl − 6d4e3fhl − 58c5df 2hl − 112c3d2ef 2hl+
+74cd3e2f 2hl − 24c4df 3hl − 262c2d2ef 3hl + 14d3e2f 3hl+
+194c3df 4hl − 166cd2ef 4hl + 224c2df 5hl − 24d2ef 5hl + 60cdf 6hl−
−6c6dekl − c4d2e2kl − 3c2d3e3kl + 6c7fkl − 16c5defkl−
−7c3d2e2fkl + 35c6f 2kl − 10c4def 2kl + 3d3e3f 2kl + 56c5f 3kl+
+7cd2e2f 3kl + 10c2def 4kl + d2e2f 4kl − 56c3f 5kl + 16cdef 5kl−
−35c2f 6kl + 6def 6kl − 6cf 7kl − 6c3d4el2 + 5cd5e2l2 + 6c4d3fl2−
−28c2d4efl2 + 5d5e2fl2 + 41c3d3f 2l2 − 43cd4ef 2l2 + 92c2d3f 3l2−
−21d4ef 3l2 + 75cd3f 4l2 + 18d3f 5l2 − 18c3d3e2gm− 18cd4e3gm+
+12c4d2efgm+ 2c2d3e2fgm− 14d4e3fgm− 30c5df 2gm+
+8c3d2ef 2gm+ 122cd3e2f 2gm− 64c4df 3gm− 238c2d2ef 3gm+
+102d3e2f 3gm+ 130c3df 4gm− 186cd2ef 4gm+ 156c2df 5gm+

50



Ïðîäîëæåíèå ïðèëîæåíèÿ 1

+36d2ef 5gm+ 24c4d2e2hm+ 28c2d3e3hm− 24c5defhm+
+28c3d2e2fhm+ 72c6f 2hm− 152c4def 2hm− 28d3e3f 2hm+
+240c5f 3hm− 28cd2e2f 3hm+ 152c2def 4hm− 24d2e2f 4hm−
−240c3f 5hm+ 24cdef 5hm− 72c2f 6hm+ 24c5de2km−
−14c3d2e3km+ 6cd3e4km− 60c6efkm+ 166c4de2fkm−
−74c2d2e3fkm+ 10d3e4fkm− 224c5ef 2km+ 262c3de2f 2km−
−74cd2e3f 2km− 194c4ef 3km+ 112c2de2f 3km− 14d2e3f 3km+
+24c3ef 4km− 8cde2f 4km+ 58c2ef 5km− 12de2f 5km+
+12cef 6km+ 12c4d3elm− 16c2d4e2lm+ 4d5e3lm−
−12c5d2flm+ 56c3d3eflm− 24cd4e2flm− 112c4d2f 2lm+
+132c2d3ef 2lm− 8d4e2f 2lm− 328c3d2f 3lm+ 124cd3ef 3lm−
−332c2d2f 4lm+ 24d3ef 4lm− 96cd2f 5lm− 12c3d3e2m2+
+48c4d2efm2 − 68c2d3e2fm2 + 8d4e3fm2 + 36c5df 2m2+
+76c3d2ef 2m2 − 8cd3e2f 2m2 + 208c4df 3m2 − 140c2d2ef 3m2+
+48d3e2f 3m2 + 356c3df 4m2 − 144cd2ef 4m2 + 168c2df 5m2+
+33c4d2e2gn+ 49c2d3e3gn− 24c5defgn− 35c3d2e2fgn+
+9c6f 2gn− 8c4def 2gn− 49d3e3f 2gn+ 30c5f 3gn+
+35cd2e2f 3gn+ 8c2def 4gn− 33d2e2f 4gn− 30c3f 5gn+
+24cdef 5gn− 9c2f 6gn− 36c5de2hn− 102c3d2e3hn+ 14cd3e4hn+
+186c4de2fhn− 122c2d2e3fhn+ 18d3e4fhn− 156c5ef 2hn+
+238c3de2f 2hn− 2cd2e3f 2hn− 130c4ef 3hn− 8c2de2f 3hn+
+18d2e3f 3hn+ 64c3ef 4hn− 12cde2f 4hn+ 30c2ef 5hn+
+18c6e2kn− 57c4de3kn+ 29c2d2e4kn− 4d3e5kn+
+93c5e2fkn− 142c3de3fkn+ 36cd2e4fkn+ 113c4e2f 2kn−
−81c2de3f 2kn+ 7d2e4f 2kn+ 13c3e2f 3kn− 2cde3f 3kn−
−23c2e2f 4kn+ 6de3f 4kn− 6ce2f 5kn− 6c5d2eln+ 26c3d3e2ln−
−16cd4e3ln+ 6c6dfln− 34c4d2efln+ 62c2d3e2fln− 12d4e3fln+
+44c5df 2ln− 58c3d2ef 2ln+ 44cd3e2f 2ln+ 120c4df 3ln−
−70c2d2ef 3ln+ 8d3e2f 3ln+ 146c3df 4ln− 34cd2ef 4ln+
+62c2df 5ln− 6d2ef 5ln+ 6cdf 6ln+ 18c4d2e2mn+ 30c2d3e3mn−
−4d4e4mn− 120c5defmn+ 178c3d2e2fmn− 52cd3e3fmn+
+30c6f 2mn− 518c4def 2mn+ 378c2d2e2f 2mn− 74d3e3f 2mn+
+94c5f 3mn− 524c3def 3mn+ 194cd2e2f 3mn− 14c4f 4mn−
−106c2def 4mn− 12d2e2f 4mn− 86c3f 5mn+ 36cdef 5mn−
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−24c2f 6mn+ 18c5de2n2 − 99c3d2e3n2 + 31cd3e4n2+
+195c4de2fn2 − 175c2d2e3fn2 + 27d3e4fn2 − 42c5ef 2n2+
+206c3de2f 2n2 − 70cd2e3f 2n2 − 8c4ef 3n2 + 23c2de2f 3n2+
+6d2e3f 3n2 + 38c3ef 4n2 − 18cde2f 4n2 + 12c2ef 5n2;

G1,3 = −6c3d3efg2 − 27cd4e2fg2 + 12c4d2f 2g2 + 43c2d3ef 2g2−
−31d4e2f 2g2 + 2c3d2f 3g2 + 63cd3ef 3g2 − 14c2d2f 4g2 + 6d3ef 4g2+
+12c4d2efgh+ 74c2d3e2fgh+ 4d4e3fgh− 36c5df 2gh−
−128c3d2ef 2gh+ 88cd3e2f 2gh− 18c4df 3gh− 204c2d2ef 3gh+
+14d3e2f 3gh+ 40c3df 4gh− 52cd2ef 4gh+ 14c2df 5gh−
−48c3d2e2fh2 − 8cd3e3fh2 + 24c6f 2h2 + 100c4def 2h2−
−48c2d2e2f 2h2 + 20c5f 3h2 + 148c3def 3h2 − 20cd2e2f 3h2−
−20c4f 4h2 + 64c2def 4h2 − 4d2e2f 4h2 − 20c3f 5h2 + 8cdef 5h2−
−4c2f 6h2 + 6c5defgk − 8c3d2e2fgk + 12cd3e3fgk + 6c6f 2gk+
+30c4def 2gk − 48c2d2e2f 2gk + 16d3e3f 2gk + 14c5f 3gk+
+74c3def 3gk − 58cd2e2f 3gk − 2c4f 4gk + 68c2def 4gk−
−10d2e2f 4gk − 14c3f 5gk + 14cdef 5gk − 4c2f 6gk − 24c6efhk+
+20c4de2fhk − 8c2d2e3fhk − 4d3e4fhk − 92c5ef 2hk+
+48c3de2f 2hk + 4cd2e3f 2hk − 112c4ef 3hk + 28c2de2f 3hk+
+4d2e3f 3hk − 52c3ef 4hk + 4cde2f 4hk − 8c2ef 5hk + 6c6e2k2−
−11c4de3k2 + 4c2d2e4k2 + 29c5e2fk2 − 31c3de3fk2 + 3cd2e4fk2+
+45c4e2f 2k2 − 24c2de3f 2k2 − d2e4f 2k2 + 27c3e2f 3k2 − 4cde3f 3k2+
+5c2e2f 4k2 − 6c4d3fgl − 7c2d4efgl + 4d5e2fgl − 5c3d3f 2gl−
−32cd4ef 2gl + 28c2d3f 3gl − 17d4ef 3gl + 29cd3f 4gl + 6d3f 5gl+
+12c5d2fhl + 14c3d3efhl − 10cd4e2fhl + 10c4d2f 2hl+
+80c2d3ef 2hl − 6d4e2f 2hl − 70c3d2f 3hl + 70cd3ef 3hl−
−88c2d2f 4hl + 12d3ef 4hl − 24cd2f 5hl − 6c6dfkl − c4d2efkl−
−3c2d3e2fkl − 11c5df 2kl − 18c3d2ef 2kl + 21c4df 3kl − 41c2d2ef 3kl+
+3d3e2f 3kl + 53c3df 4kl − 30cd2ef 4kl + 33c2df 5kl − 6d2ef 5kl+
+6cdf 6kl − 6c3d4fl2 + 5cd5efl2 − 23c2d4f 2l2 + 5d5ef 2l2−
−23cd4f 3l2 − 6d4f 4l2 + 12c5d2fgm− 10c3d3efgm− 50cd4e2fgm+
+34c4d2f 2gm+ 88c2d3ef 2gm− 46d4e2f 2gm− 38c3d2f 3gm+
+78cd3ef 3gm− 56c2d2f 4gm− 12d3ef 4gm− 24c6dfhm+
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+20c4d2efhm+ 76c2d3e2fhm− 68c5df 2hm− 152c3d2ef 2hm+
+96cd3e2f 2hm+ 76c4df 3hm− 212c2d2ef 3hm+ 20d3e2f 3hm+
+164c3df 4hm− 40cd2ef 4hm+ 44c2df 5hm+ 12c7fkm−
−22c5defkm+ 26c3d2e2fkm+ 6cd3e3fkm+ 46c6f 2km−
−64c4def 2km+ 12c2d2e2f 2km+ 10d3e3f 2km+ 38c5f 3km−
−8c3def 3km− 22cd2e2f 3km− 34c4f 4km+ 50c2def 4km−
−50c3f 5km+ 12cdef 5km− 12c2f 6km+ 24c4d3flm−
−32c2d4eflm+ 4d5e2flm+ 104c3d3f 2lm− 52cd4ef 2lm+
+120c2d3f 3lm− 12d4ef 3lm+ 36cd3f 4lm− 24c5d2fm2+
+44c3d3efm2 − 32cd4e2fm2 − 116c4d2f 2m2 + 132c2d3ef 2m2−
−24d4e2f 2m2 − 172c3d2f 3m2 + 72cd3ef 3m2 − 72c2d2f 4m2−
−6c5d2egn− 4c3d3e2gn+ 16cd4e3gn+ 13c4d2efgn− 3c2d3e2fgn+
+16d4e3fgn− 21c5df 2gn− 6c3d2ef 2gn+ 20cd3e2f 2gn−
−7c4df 3gn− 45c2d2ef 3gn+ 19d3e2f 3gn+ 21c3df 4gn−
−20cd2ef 4gn+ 7c2df 5gn+ 12c6dehn+ 2c4d2e2hn−
−24c2d3e3hn− 14c5defhn+ 18c3d2e2fhn− 34cd3e3fhn+
+36c6f 2hn− 24c4def 2hn− 6d3e3f 2hn+ 30c5f 3hn+
+40c3def 3hn− 30cd2e2f 3hn− 30c4f 4hn+ 54c2def 4hn−
−6d2e2f 4hn− 30c3f 5hn+ 12cdef 5hn− 6c2f 6hn− 6c7ekn+
+23c5de2kn− 20c3d2e3kn− 35c6efkn+ 76c4de2fkn−
−23c2d2e3fkn− 4d3e4fkn− 56c5ef 2kn+ 53c3de2f 2kn+
+4cd2e3f 2kn− 18c4ef 3kn− 8c2de2f 3kn− d2e3f 3kn+ 14c3ef 4kn−
−4cde2f 4kn+ 5c2ef 5kn− 6c4d3eln+ 8c2d4e2ln− 6c5d2fln−
−6c3d3efln− 38c4d2f 2ln+ 34c2d3ef 2ln− 4d4e2f 2ln−
−70c3d2f 3ln+ 32cd3ef 3ln− 40c2d2f 4ln+ 6d3ef 4ln− 6cd2f 5ln+
+12c5d2emn− 28c3d3e2mn+ 16cd4e3mn+ 12c6dfmn+
+24c4d2efmn+ 2c2d3e2fmn+ 12d4e3fmn+ 76c5df 2mn−
−144c3d2ef 2mn+ 52cd3e2f 2mn+ 198c4df 3mn− 200c2d2ef 3mn+
+22d3e2f 3mn+ 160c3df 4mn− 56cd2ef 4mn+ 34c2df 5mn−
−6c6den2 + 35c4d2e2n2 − 36c2d3e3n2 − 65c5defn2+
+129c3d2e2fn2 − 41cd3e3fn2 + 12c6f 2n2 − 121c4def 2n2+
+102c2d2e2f 2n2 − 9d3e3f 2n2 + 10c5f 3n2 − 57c3def 3n2+
+14cd2e2f 3n2 − 10c4f 4n2 + 5c2def 4n2 − 2d2e2f 4n2 − 10c3f 5n2+
+4cdef 5n2 − 2c2f 6n2;
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G1,4 = 6c3d4eg2 + 27cd5e2g2 − 12c4d3fg2 − 43c2d4efg2+
+31d5e2fg2 − 2c3d3f 2g2 − 63cd4ef 2g2 + 14c2d3f 3g2−
−6d4ef 3g2 − 12c4d3egh− 74c2d4e2gh− 4d5e3gh+ 36c5d2fgh+
+128c3d3efgh− 88cd4e2fgh+ 18c4d2f 2gh+ 204c2d3ef 2gh−
−14d4e2f 2gh− 40c3d2f 3gh+ 52cd3ef 3gh− 14c2d2f 4gh+
+48c3d3e2h2 + 8cd4e3h2 − 24c6dfh2 − 100c4d2efh2+
+48c2d3e2fh2 − 20c5df 2h2 − 148c3d2ef 2h2 + 20cd3e2f 2h2+
+20c4df 3h2 − 64c2d2ef 3h2 + 4d3e2f 3h2 + 20c3df 4h2 − 8cd2ef 4h2+
+4c2df 5h2 + 12c3d3e2gk − 28cd4e3gk − 12c6dfgk − 14c4d2efgk+
+116c2d3e2fgk − 32d4e3fgk − 34c5df 2gk − 126c3d2ef 2gk+
+134cd3e2f 2gk + 2c4df 3gk − 148c2d2ef 3gk + 22d3e2f 3gk+
+34c3df 4gk − 32cd2ef 4gk + 10c2df 5gk + 12c6dehk − 22c4d2e2hk+
+32c2d3e3hk + 4d4e4hk + 12c7fhk + 48c5defhk − 148c3d2e2fhk+
+28cd3e3fhk + 46c6f 2hk + 168c4def 2hk − 180c2d2e2f 2hk+
+4d3e3f 2hk + 20c5f 3hk + 212c3def 3hk − 64cd2e2f 3hk−
−40c4f 4hk + 92c2def 4hk − 6d2e2f 4hk − 32c3f 5hk + 12cdef 5hk−
−6c2f 6hk − 6c7ek2 + 17c5de2k2 − 9c3d2e3k2 + 5cd3e4k2−
−35c6efk2 + 59c4de2fk2 − 26c2d2e3fk2 + 5d3e4fk2−
−68c5ef 2k2 + 73c3de2f 2k2 − 20cd2e3f 2k2 − 58c4ef 3k2+
+37c2de2f 3k2 − 3d2e3f 3k2 − 22c3ef 4k2 + 6cde2f 4k2 − 3c2ef 5k2+
+6c4d4gl + 7c2d5egl − 4d6e2gl + 5c3d4fgl + 32cd5efgl−
−28c2d4f 2gl + 17d5ef 2gl − 29cd4f 3gl − 6d4f 4gl − 12c5d3hl−
−14c3d4ehl + 10cd5e2hl − 10c4d3fhl − 80c2d4efhl + 6d5e2fhl+
+70c3d3f 2hl − 70cd4ef 2hl + 88c2d3f 3hl − 12d4ef 3hl + 24cd3f 4hl+
+6c6d2kl + 7c4d3ekl − 5c2d4e2kl + 5c5d2fkl + 58c3d3efkl−
−16cd4e2fkl − 53c4d2f 2kl + 109c2d3ef 2kl − 11d4e2f 2kl−
−105c3d2f 3kl + 70cd3ef 3kl − 65c2d2f 4kl + 12d3ef 4kl−
−12cd2f 5kl + 6c3d5l2 − 5cd6el2 + 23c2d5fl2 − 5d6efl2+
+23cd5f 2l2 + 6d5f 3l2 − 12c5d3gm+ 10c3d4egm+ 50cd5e2gm−
−34c4d3fgm− 88c2d4efgm+ 46d5e2fgm+ 38c3d3f 2gm−
−78cd4ef 2gm+ 56c2d3f 3gm+ 12d4ef 3gm+ 24c6d2hm−
−20c4d3ehm− 76c2d4e2hm+ 68c5d2fhm+ 152c3d3efhm−
−96cd4e2fhm− 76c4d2f 2hm+ 212c2d3ef 2hm− 20d4e2f 2hm−
−164c3d2f 3hm+ 40cd3ef 3hm− 44c2d2f 4hm− 12c7dkm+
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+10c5d2ekm+ 2c3d3e2km− 22cd4e3km− 34c6dfkm− 40c4d2efkm+
+104c2d3e2fkm− 26d4e3fkm+ 38c5df 2km− 248c3d2ef 2km+
+122cd3e2f 2km+ 190c4df 3km− 250c2d2ef 3km+ 12d3e2f 3km+
+166c3df 4km− 48cd2ef 4km+ 36c2df 5km− 24c4d4lm+
+32c2d5elm− 4d6e2lm− 104c3d4flm+ 52cd5eflm−
−120c2d4f 2lm+ 12d5ef 2lm− 36cd4f 3lm+ 24c5d3m2−
−44c3d4em2 + 32cd5e2m2 + 116c4d3fm2 − 132c2d4efm2+
+24d5e2fm2 + 172c3d3f 2m2 − 72cd4ef 2m2 + 72c2d3f 3m2+
+6c6d2gn− 29c4d3egn− 65c2d4e2gn+ 41c5d2fgn+ 58c3d3efgn−
−96cd4e2fgn+ 7c4d2f 2gn+ 125c2d3ef 2gn− 31d4e2f 2gn−
−41c3d2f 3gn+ 38cd3ef 3gn− 13c2d2f 4gn− 12c7dhn+
+58c5d2ehn+ 82c3d3e2hn+ 2cd4e3hn− 82c6dfhn−
−32c4d2efhn+ 152c2d3e2fhn− 2d4e3fhn− 50c5df 2hn−
−200c3d2ef 2hn+ 90cd3e2f 2hn+ 70c4df 3hn− 138c2d2ef 3hn+
+12d3e2f 3hn+ 62c3df 4hn− 24cd2ef 4hn+ 12c2df 5hn+ 6c8kn−
−29c6dekn+ 31c4d2e2kn+ 11c2d3e3kn+ 4d4e4kn+ 41c7fkn−
−110c5defkn− 7c3d2e2fkn+ 16cd3e3fkn+ 79c6f 2kn−
−26c4def 2kn− 90c2d2e2f 2kn+ 13d3e3f 2kn+ 10c5f 3kn+
+140c3def 3kn− 65cd2e2f 3kn− 76c4f 4kn+ 103c2def 4kn−
−9d2e2f 4kn− 51c3f 5kn+ 18cdef 5kn− 9c2f 6kn+ 12c5d3ln−
−34c3d4eln+ 16cd5e2ln+ 70c4d3fln− 102c2d4efln+ 12d5e2fln+
+122c3d3f 2ln− 72cd4ef 2ln+ 72c2d3f 3ln− 12d4ef 3ln+
+12cd3f 4ln− 24c6d2mn+ 80c4d3emn− 118c2d4e2mn+
+4d5e3mn− 152c5d2fmn+ 400c3d3efmn− 152cd4e2fmn−
−354c4d2f 2mn+ 400c2d3ef 2mn− 34d4e2f 2mn− 276c3d2f 3mn+
+92cd3ef 3mn− 58c2d2f 4mn+ 6c7dn2 − 29c5d2en2 + 91c3d3e2n2−
−15cd4e3n2 + 47c6dfn2 − 247c4d2efn2 + 200c2d3e2fn2−
−11d4e3fn2 + 174c5df 2n2 − 403c3d2ef 2n2 + 118cd3e2f 2n2+
+224c4df 3n2 − 215c2d2ef 3n2 + 17d3e2f 3n2 + 108c3df 4n2−
−34cd2ef 4n2 + 17c2df 5n2;

σ1,0 = 12c4d2e4 − 22c2d3e5 + 8d4e6 − 24c5de3f + 114c3d2e4f−
−76cd3e5f + 12c6e2f 2 − 162c4de3f 2 + 252c2d2e4f 2 − 22d3e5f 2+
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+70c5e2f 3 − 308c3de3f 3 + 114cd2e4f 3 + 124c4e2f 4 − 162c2de3f 4+
+12d2e4f 4 + 70c3e2f 5 − 24cde3f 5 + 12c2e2f 6;

σ1,1 = 6c5d2e3 + 11c3d3e4 − 4cd4e5 + 12c6de2f − 51c4d2e3f+
+27c2d3e4f + 4d4e5f − 6c7ef 2 + 69c5de2f 2 − 69c3d2e3f 2−
−27cd3e4f 2 − 29c6ef 3 + 73c4de2f 3 + 69c2d2e3f 3 − 11d3e4f 3−
−27c5ef 4 − 73c3de2f 4 + 51cd2e3f 4 + 27c4ef 5 − 69c2de2f 5+
+6d2e3f 5 + 29c3ef 6 − 12cde2f 6 + 6c2ef 7;

σ1,2 = 6c6d2e2 − 23c4d3e3 + 26c2d4e4 − 8d5e5 − 12c7def+
+69c5d2e2f − 130c3d3e3f + 68cd4e4f + 6c8f 2 − 69c6def 2+
+180c4d2e2f 2 − 198c2d3e3f 2 + 26d4e4f 2 + 23c7f 3 − 74c5def 3+
+170c3d2e2f 3 − 130cd3e3f 3 − 2c6f 4 + 22c4def 4 + 180c2d2e2f 4−
−23d3e3f 4 − 54c5f 5 − 74c3def 5 + 69cd2e2f 5 − 2c4f 6−
−69c2def 6 + 6d2e2f 6 + 23c3f 7 − 12cdef 7 + 6c2f 8;

σ1,3 = 6c5d3e2 − 11c3d4e3 + 4cd5e4 − 12c6d2ef + 51c4d3e2f−
−27c2d4e3f − 4d5e4f + 6c7df 2 − 69c5d2ef 2 + 69c3d3e2f 2+
+27cd4e3f 2 + 29c6df 3 − 73c4d2ef 3 − 69c2d3e2f 3 + 11d4e3f 3+
+27c5df 4 + 73c3d2ef 4 − 51cd3e2f 4 − 27c4df 5 + 69c2d2ef 5−
−6d3e2f 5 − 29c3df 6 + 12cd2ef 6 − 6c2df 7;

σ1,4 = 12c4d4e2 − 22c2d5e3 + 8d6e4 − 24c5d3ef + 114c3d4e2f−
−76cd5e3f + 12c6d2f 2 − 162c4d3ef 2 + 252c2d4e2f 2 − 22d5e3f 2+
+70c5d2f 3 − 308c3d3ef 3 + 114cd4e2f 3 + 124c4d2f 4 − 162c2d3ef 4+
+12d4e2f 4 + 70c3d2f 5 − 24cd3ef 5 + 12c2d2f 6;

B1,i = 4ki(c+ f)(cf − de)2(2c2 − de+ 5cf + 2f 2)·
·(3c2 − 4de+ 10cf + 3f 2), (k0 = k1 = k3 = k4 = 1, k2 = 3).
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Ìàòðèöû, îïðåäåëÿþùèå ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

äëÿ âåëè÷èíû G2 : A2B2 = C2 (ñì. ñòð. 29-31)

57



Ïðîäîëæåíèå ïðèëîæåíèÿ 2

58



Ïðîäîëæåíèå ïðèëîæåíèÿ 2

B2 =



a0

a1

a2

a3

b0

b1

b2

b3

b4

G1

c0

c1

c2

c3

c4

c5

d0

d1

d2

d3

d4

d5

d6

G2



C2 =



2eg + (f − c)l
(f − c)(g + 2m)− 2dl + 4eh
(f − c)(2h+ n) + 2ek − 4dm

(f − c)k − 2dn
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0


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