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ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Ìíîæåñòâî ýòî ïåðâîíà÷àëüíîå ïîíÿòèå è äàòü åãî îïðåäåëåíèå
íåâîçìîæíî, êàê íåâîçìîæíî äàòü îïðåäåëåíèå òî÷êè, ïðÿìîé èëè
ïëîñêîñòè â ãåîìåòðèè. Õîòÿ â íåêîòîðûõ êíèãàõ, îñîáåííî, ïðåäíàçíà÷å-
ííûõ äëÿ øêîë äåëàþòñÿ ïîïûòêè äàòü ïîíÿòèå ìíîæåñòâà, èëè õîòÿ áû
íåêîòîðûå ïîÿñíåíèÿ, ÷òî òàêîå ìíîæåñòâî.

Ìû âñå îäíîçíà÷íî ïîíèìàåì ïîíÿòèå ìíîæåñòâî, êîãäà èäåò ðå÷ü
î êîíêðåòíîì ìíîæåñòâå. Íàïðèìåð, êîãäà ãîâîðèì �ìíîæåñòâî âñåõ
ñòîëîâ â äàííîé àóäèòîðèè�, èëè �ìíîæåñòâî âñåõ êîðíåé äàííîãî óðàâíå-
íèÿ�.

À âîò êîãäà èäåò ðå÷ü îá àáñòðàêòíîì ïîíÿòèè � ìíîæåñòâî�, òî äàæå
ìàòåìàòèêè, êîòîðûå çàíèìàþòñÿ íàó÷íûìè èññëåäîâàíèÿìè â îáëàñòè
òåîðèè ìíîæåñòâ, â ýòî ïîíÿòèå âêëàäûâàþò ðàçëè÷íûé ñìûñë.

Èìååòñÿ ðàçäåë ìàòåìàòèêè (ïðàâäà íå î÷åíü áîëüøîé), â êîòîðîì
ðàññìàòðèâàþòñÿ òîëüêî êîíå÷íûå ìíîæåñòâà.

Ðàçëè÷íûé ñìûñë ïîíèìàíèÿ ìíîæåñòâà ïðèâåë ê òîìó, ÷òî äîêàçà-
òåëüñòâà íåêîòîðûõ óòâåðæäåíèé òåîðèè ìíîæåñòâ íå áûëè íàñòîëüêî
ñòðîãèìè, ÷òîáû ïðèçíàâàëèñü âñåìè ìàòåìàòèêàìè, è áîëåå òîãî, èìåëèñü
âîïðîñû, íà êîòîðûå íåëüçÿ áûëî äàòü ïîëîæèòåëüíûé èëè îòðèöàòåëüíûé
îòâåò.

Îäíèì èç òàêèõ âîïðîñîâ áûë âîïðîñ �ÿâëÿåòñÿ ëè êîíòèíóóì íàè-
ìåíüøåé íåñ÷åòíîé ìîùíîñòüþ?�, ïîëó÷èâøèé â äàëüíåéøåì íàçâàíèå
�êîíòèíóóì ïðîáëåìû�.

Ñêëàäûâàëàñü ñèòóàöèÿ, êîòîðàÿ èìåëà ìåñòî â ãåîìåòðèè, è èç
êîòîðîé ãåîìåòðû íàøëè âûõîä, ïåðåéäÿ ê àêñèîìàòè÷åñêîìó ìåòîäó.

Àíàëîãè÷íûé âûõîä áûë íàéäåí è â òåîðèè ìíîæåñòâ.
Èìåþòñÿ ðàçëè÷íûå ïîäõîäû ê ïîñòðîåíèþ àêñèîìàòè÷åñêîé òåîðèè

ìíîæåñòâ.
Ìû íèæå ïðèâåäåì îäèí èç òàêèõ ïîäõîäîâ, êîòîðûé íà íàø âçãëÿä

íàèáîëåå ïðîñò äëÿ ïîíèìàíèÿ. Ïðè ýòîì ìû íå ñòàâèì ïåðåä ñîáîé
öåëü èçëîæèòü âåñü ìàòåðèàë ýòîãî êóðñà ñ ïîìîùüþ àêñèîìàòè÷åñêîãî
ïîäõîäà, à õîòèì òîëüêî, ÷òîáû ÷èòàòåëü ïîëó÷èë íåêîòîðîå ïðåäñòàâëå-
íèå îá àêñèîìàòè÷åñêîì ïîäõîäå â òåîðèè ìíîæåñòâ.

Âñå ðåçóëüòàòû, âêëþ÷åííûå â ýòî èçäàíèå, èìåþòñÿ è â äðóãèõ
èçäàíèÿõ, â ÷àñòíîñòè â èçäàíèÿõ, êîòîðûå óêàçàíû â ðàçäåëå �Ðåêîìåí-
äóåìàÿ ëèòåðàòóðà�.
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0. ÀÊÑÈÎÌÀÒÈ×ÅÑÊÈÉ ÏÎÄÕÎÄ
Â ÒÅÎÐÈÈ ÌÍÎÆÅÑÒÂ

0.1. ÏÐÅÄÂÀÐÈÒÅËÜÍÛÅ ÏÎÍßÒÈß
È ÎÁÎÇÍÀ×ÅÍÈß

0.1.1. Èìåþòñÿ îáúåêòû òðåõ âèäîâ: ýëåìåíòû, ìíîæåñòâà è ñîâî-
êóïíîñòè. Ïðè÷åì âñÿêîå ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ ñîâîêóïíîñòüþ, íî íå
âñÿêàÿ ñîâîêóïíîñòü ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì. Íèæå (ñì. òåîðåìó I.2.10)
áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî ñîâîêóïíîñòü âñåõ ìíîæåñòâ íå ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì.

Êàæäîå ìíîæåñòâî ñîñòîèò èç ýëåìåíòîâ. Êðîìå òîãî, â îòëè÷èå
îò ãåîìåòðèè (ãäå òî÷êà íå ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé è ïðÿìàÿ íå ÿâëÿåòñÿ
òî÷êîé), â òåîðèè ìíîæåñòâ êàæäîå ìíîæåñòâî, â ñâîþ î÷åðåäü, ìîæåò
áûòü ýëåìåíòîì äðóãîãî ìíîæåñòâà, è íåêîòîðûå ýëåìåíòû íåêîòîðûõ
ìíîæåñòâ, â ñâîþ î÷åðåäü, ìîãóò áûòü ìíîæåñòâàìè.

0.1.2 Ìåæäó íåêîòîðûìè îáúåêòàìè èìååòñÿ îòíîøåíèå ïðèíàäëåæ-
íîñòè, ïðè÷åì ëþáîé îáúåêò íå ìîæåò ïðèíàäëåæàòü ñàìîìó ñåáå, ò.å.
â îáîçíà÷åíèÿõ, êîòîðûå áóäóò ââåäåíû íèæå, a /∈ a äëÿ ëþáîãî îáúåêòà
a.

Åñëè îáúåêò a ïðèíàäëåæèò íåêîòîðîìó îáúåêòó A, òî îí íàçûâàåòñÿ
ýëåìåíòîì îáúåêòà A.

Åñëè a ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì ìíîæåñòâà èëè ñîâîêóïíîñòè A, òî áóäåì
ãîâîðèòü, ÷òî a ïðèíàäëåæèò A, è ýòî áóäåì çàïèñûâàòü a ∈ A.

0.1.3. Èíîãäà ñîâîêóïíîñòü áóäåì íàçûâàòü êëàññîì èëè ñåìåéñòâîì.
Ýòè ñîâîêóïíîñòè ìîãóò íå áûòü ìíîæåñòâàìè, íî òîæå ñîñòîÿò èç
ýëåìåíòîâ.

0.1.4. Ïðèìåðû:
Ñîâîêóïíîñòü âñåõ ìíîæåñòâ, ñåìåéñòâî âñåõ êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ,

êëàññ âñåõ ãðóïï íå ÿâëÿþòñÿ ìíîæåñòâàìè, õîòÿ è ñîñòîÿò èç ýëåìåíòîâ.
Èõ ýëåìåíòàìè ÿâëÿþòñÿ: ìíîæåñòâà; êîíå÷íûå ìíîæåñòâà; ãðóïïû,
ñîîòâåòñòâåííî.

0.1.5. Åñëè ìû íå çíàåì, ÿâëÿåòñÿ ëè äàííûé îáúåêò, ñîñòîÿùèé èç
ýëåìåíòîâ, ìíîæåñòâîì, òî ìû áóäåì åãî íàçûâàòü ñîâîêóïíîñòüþ. Íî
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èíîãäà è íåêîòîðûå ìíîæåñòâà ìû áóäåì íàçûâàòü ñîâîêóïíîñòÿìè, õîòÿ
çíàåì, ÷òî ýòî ìíîæåñòâî.

Íàïðèìåð: áóäåì ãîâîðèòü �ñîâîêóïíîñòü âñåõ ïîäìíîæåñòâ äàííîãî
ìíîæåñòâà�, õîòÿ íèæå áóäåò äîêàçàíî, ÷òî ýòà ñîâîêóïíîñòü ÿâëÿåòñÿ
ìíîæåñòâîì (ñì. òåîðåìó 0.2.12). Ýòî íå äîëæíî ïðèâîäèòü ê ïðîòèâîðå-
÷èþ, èáî âñÿêîå ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ ñîâîêóïíîñòüþ.

0.1.6. Åñëè âñå ýëåìåíòû ìíîæåñòâà èëè ñîâîêóïíîñòè A îáëàäàþò
íåêîòîðûì ñâîéñòâîì α è âñÿêèé îáúåêò, îáëàäàþùèé ñâîéñòâîì α,
ïðèíàäëåæèò A, òî ýòî áóäåì çàïèñàòü: A = {a|a îáëàäàåò ñâîéñòâîì α}.

Â ÷àñòíîñòè {a} îçíà÷àåò ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç îäíîãî ýëåìåíòà
a è {a1, a2, . . . , an} îçíà÷àåò ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç ýëåìåíòîâ ai äëÿ
1 ≤ i ≤ n.

0.1.7. Åñëè ëþáîé ýëåìåíò ìíîæåñòâà èëè ñîâîêóïíîñòè A ïðèíàäëå-
æèò ìíîæåñòâó èëè ñîâîêóïíîñòè B, òî áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî A ñîäåðæèò-
ñÿ â B, è ýòî áóäåì çàïèñûâàòü A ⊆ B.

0.1.8. Åñëè A è B - ìíîæåñòâà è A ⊆ B, òî A íàçûâàåòñÿ
ïîäìíîæåñòâîì ìíîæåñòâà B.

0.1.9. Åñëè A è B - ìíîæåñòâà èëè ñîâîêóïíîñòè è f - íåêîòîðîå
ïðàâèëî, ïî êîòîðîìó êàæäîìó ýëåìåíòó èç A ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèè
íåêîòîðûé åäèíñòâåííûé ýëåìåíò èç B, òî f íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèåì
ñîâîêóïíîñòè A â ñîâîêóïíîñòü B è ýòî áóäåì çàïèñûâàòü f : A → B.

Åñëè ðàçëè÷íûì ýëåìåíòàì èç ñîâîêóïíîñòè A ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèè
ðàçëè÷íûå ýëåìåíòû èç ñîâîêóïíîñòè B, òî ýòî îòîáðàæåíèå íàçûâàåòñÿ
èíúåêòèâíûì îòîáðàæåíèåì èëè èíúåêöèåé.

Åñëè êàæäûé ýëåìåíò èç ñîâîêóïíîñòè B ñîîòâåòñòâóåò íåêîòîðîìó
ýëåìåíòó èç ñîâîêóïíîñòè A, òî ýòî îòîáðàæåíèå íàçûâàåòñÿ ñþðúåêòèâ-
íûì îòîáðàæåíèåì èëè ñþðúåêöèåé.

Åñëè îòîáðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ èíúåêöèåé è ñþðúåêöèåé, òî îíî íàçûâà-
åòñÿ áèåêòèâíûì îòîáðàæåíèåì, èëè äðóãèìè ñëîâàìè � áèåêöèåé.

0.1.10. Óêàçàííûå âûøå îáúåêòû è ïîíÿòèÿ ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé
ñëåäóþùèìè àêñèîìàìè.
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0.2. ÀÊÑÈÎÌÛ ÒÅÎÐÈÈ ÌÍÎÆÅÑÒÂ

0.2.1. À.1 Àêñèîìà îáúåìíîñòè ( àêñèîìà ñîâïàäåíèÿ):
Ïóñòü A è B - ïðîèçâîëüíûå ìíîæåñòâà. Åñëè êàæäûé ýëåìåíò

èç ïåðâîãî ìíîæåñòâà ïðèíàäëåæèò âòîðîìó, à êàæäûé ýëåìåíò
âòîðîãî ïðèíàäëåæèò ïåðâîìó ìíîæåñòâó, òî A = B, ò.å. åñëè
A ⊆ B è B ⊆ A, òî A = B.

0.2.2. À.2 Àêñèîìà ñóùåñòâîâàíèÿ:
Ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî, êîòîðîå íå ñîäåðæèò íè îäíîãî ýëåìåí-

òà. Òàêîå ìíîæåñòâî íàçûâàþò ïóñòûì ìíîæåñòâîì è îáîçíà÷àþò
∅.

0.2.3.1. Çàìå÷àíèå. Èç àêñèîì À.1 è À.2 ñëåäóåò, ÷òî èìååòñÿ òîëüêî
îäíî ïóñòîå ìíîæåñòâî.

0.2.4. À.3 Àêñèîìà ïàð:
Åñëè a, b íåêîòîðûå îáúåêòû, òî {a, b} ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì.

0.2.5. Çàìå÷àíèå. Èç àêñèîì À.2 è À.3 ñëåäóåò, ÷òî {∅, {∅}}
ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì, ò.å. ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç äâóõ
ýëåìåíòîâ.

0.2.6. Çàìå÷àíèå. Åñëè A - ìíîæåñòâî èëè ñîâîêóïíîñòü è a ∈ A,
òî èç àêñèîì À.3 è À.1 ñëåäóåò, ÷òî {a} = {a, a} ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì.

0.2.7. À.4 Àêñèîìà ñóììû (îáúåäèíåíèÿ) ìíîæåñòâ:
A � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî è çàäàíà ñîâîêóïíîñòü {Xα |α ∈ A}

ìíîæåñòâ, ïðîíóìåðîâàííûõ ýëåìåíòàìè èç ìíîæåñòâà A. Òîãäà
ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî X, êîòîðîå ñîñòîèò èç òàêèõ ýëåìåíòîâ,
êàæäûé èç êîòîðûõ ïðèíàäëåæèò íåêîòîðîìó ìíîæåñòâó Xα è
òîëüêî èç òàêèõ ýëåìåíòîâ. Ìíîæåñòâî X íàçûâàåòñÿ îáúåäèíåíèåì
ìíîæåñòâ Xα èç ñîâîêóïíîñòè {Xα |α ∈ A} è îáîçíà÷àåòñÿ

⋃
α∈A

Xα,
ò.å. X =

⋃
α∈A

Xα ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì.

0.2.8. Òåîðåìà. Ïóñòü A - ìíîæåñòâî è B - ñîâîêóïíîñòü. Åñëè
f : A → B, òî C = {f(a)|a ∈ A} ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî çàìå÷àíèþ 0.2.6, {b} ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì
äëÿ ëþáîãî b ∈ B.



8

Äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà a ∈ A ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî Xa = {f(a)}.
Òîãäà ñîãëàñíî àêñèîìå À.4, C =

⋃
a∈A

{f(a)} =
⋃

a∈A

Xa ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì.

0.2.9. Òåîðåìà. Åñëè A - ìíîæåñòâî è B ⊆ A, òî B ÿâëÿåòñÿ
ìíîæåñòâîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà b ∈ A ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî
(ñì. çàìå÷àíèå 0.2.6) Xb = {b}, åñëè b ∈ B è Xb = ∅, åñëè b /∈ B.

Òîãäà ñîãëàñíî àêñèîìå À.4, B =
⋃

b∈B

{b} =
⋃

b∈A

Xb ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì.

0.2.10. Òåîðåìà. Åñëè A è B - ìíîæåñòâà, òî ñîâîêóïíîñòü
A × B = {(a, b)|a ∈ A, b ∈ B} âñåõ óïîðÿäî÷åííûõ ïàð (a, b) ÿâëÿåòñÿ
ìíîæåñòâîì.

Äîêàçàòåëüñòâî.Äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà a ∈ A ðàññìîòðèì ñîâîêóïíî-
ñòè Ba = {(a, b)|b ∈ B} è B∗

a = {{{a}, {a, b}}|b ∈ B}.
Çàìåòèì, ÷òî åñëè a = b, òî {{a}, {a, b}} = {{a}, {a, a}} = {{a}}.
Ñîãëàñíî àêñèîìå À.3, {a, b} ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì, à ñîãëàñíî çàìå÷à-

íèþ 0.2.6, {a} ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì, è çíà÷èò, {a, b} è {a} ÿâëÿþòñÿ
îáúåêòàìè äëÿ ëþáûõ a ∈ A è b ∈ B. Òîãäà, ñîãëàñíî òîé æå àêñèîìå
À.3, {{a}, {a, b}} ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì, è çíà÷èò (ñì. àêñèîìó À.4) B∗

a =
{{{a}, {a, b}}|b ∈ B} =

⋃
b∈B

{{a}, {a, b}} ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì.

Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå ψ : B∗
a → Ba, äåéñòâóþùåå ïî ïðàâèëó

ψ({{a}, {a, b}} = (a, b), åñëè a 6= b è ψ({{a}}) = (a, a), åñëè a = b. Òàê
êàê îòîáðàæåíèå ψ : B∗

a → Ba ÿâëÿåòñÿ ñþðúåêòèâíûâì, òî Ba = ψ(B∗
a)

ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì (ñì. òåîðåìó 0.2.8). Òîãäà, ñîãëàñíî àêñèîìå À.4,
{(a, b)|a ∈ A, b ∈ B} =

⋃
a∈A

Ba ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì.

0.2.11. À.5 Àêñèîìà ñòåïåíè:
Äëÿ ëþáûõ ìíîæåñòâ X è Y ñîâîêóïíîñòü âñåõ îòîáðàæåíèé

ìíîæåñòâà X â ìíîæåñòâî Y ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì, ò.å. {f |f : X → Y }
ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì.

Ýòî ìíîæåñòâî áóäåì îáîçíà÷àòü Y X .

0.2.12. Òåîðåìà. Åñëè X � ìíîæåñòâî, òî ñîâîêóïíîñòü âñåõ
ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà X òîæå ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì, ò.å. Y =
{A |A ⊆ X } ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî çàìå÷àíèþ 0.2.5, {∅, {∅}} ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì,
è ñîãëàñíî àêñèîìå À.5, Φ = {f |f : X → {∅, {∅}}} ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì.
Äëÿ êàæäîãî f ∈ Φ ðàññìîòðèì Xf = {x ∈ X|f(x) = ∅}. Ñîãëàñíî
òåîðåìå 0.2.8, Xf ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì.

Êðîìå òîãî, åñëè B ⊆ X òî B ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì ìíîæåñòâà
X. Äëÿ êàæäîãî x ∈ X ïîëîæèì ϕ(x) = ∅, åñëè x ∈ B è ϕ(x) = {∅},
åñëè x /∈ B. Òîãäà ϕ ∈ Φ, ïðè÷åì Xϕ = B, è çíà÷èò, {Xf |f ∈ Φ} ÿâëÿåòñÿ
ñîâîêóïíîñòüþ âñåõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà X, è ñîãëàñíî àêñèîìå À.4,
{Xf |f ∈ Φ} =

⋃
f∈Φ

{Xf} ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì.

Ýòèì òåîðåìà ïîëíîñòüþ äîêàçàíà.

0.2.13. À.6 Àêñèîìà áåñêîíå÷íîñòè:
Ñóùåñòâóåò òàêîå ìíîæåñòâî A, äëÿ êîòîðîãî âûïîëíåíû ñëåäó-

þùèå óñëîâèÿ: ∅ ∈ A è åñëè x ∈ A, òî {x} ∈ A.

0.2.14. Çàìå÷àíèå. Èç àêñèîìû À.6 è òîãî, ÷òî a /∈ a ñëåäóåò, ÷òî
A ⊇ {∅, {∅, {∅}} , {∅, {∅, {∅}}} , . . . , }, è çíà÷èò, ìíîæåñòâî A ÿâëÿåòñÿ

áåñêîíå÷íûì ìíîæåñòâîì.

0.2.15. Çàìå÷àíèå. Èìååòñÿ ðàçäåë òåîðèè ìíîæåñòâ, â êîòîðîì íåò
àêñèîìû À.6.

Â ýòîì ðàçäåëå íåëüçÿ äîêàçàòü, ÷òî èìååòñÿ áåñêîíå÷íûå ìíîæåñòâà,
è çíà÷èò, âñÿêîå áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî (â îáû÷íîì ñìûñëå) ÿâëÿåòñÿ
ñîâîêóïíîñòüþ.

0.2.16. À.7 Àêñèîìà âûáîðà:
Ïóñòü {Aα |α ∈ Γ} - ëþáàÿ ñîâîêóïíîñòü íåïóñòûõ ìíîæåñòâ Aα,

òàêèõ, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ:
Γ � ìíîæåñòâî è Aα ∩ Aβ = ∅ äëÿ α 6= β.
Òîãäà èç êàæäîãî ìíîæåñòâàAα ìîæíî âûáðàòü ïî îäíîìó ýëåìåíòó,

è ñîâîêóïíîñòü âûáðàííûõ ýëåìåíòîâ îáðàçóåò ìíîæåñòâî B.

0.2.17. Òåîðåìà. Åñëè M - ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî è
_

M - ìíîæåñòâî
âñåõ åãî íåïóñòûõ ïîäìíîæåñòâ, òî ñóùåñòâóåò òàêîå îòîáðàæåíèå
ψ :

_

M → M , ÷òî ψ(A) ∈ A äëÿ ëþáîãî A ∈ _

M .

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ êàæäîãî A ∈ _

M ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî BA =
{({A}, x)|x ∈ A}.

Òîãäà BA ∩ BC = ∅ åñëè A 6= C, è ñîãëàñíî àêñèîìå À.7, èç êàæäîãî
ìíîæåñòâà BA ìîæíî âûáðàòü ýëåìåíò ({A}, a). Åñëè òåïåðü ìíîæåñòâó
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A ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ýëåìåíò a, êîòîðûé âñòðå÷àåòñÿ â ({A}, a), òî
ïîëó÷èì îòîáðàæåíèå ψ :

_

M → M , ïðè÷åì ψ(A) ∈ A.
Ýòèì òåîðåìà ïîëíîñòüþ äîêàçàíà.

0.2.18. Çàìå÷àíèå. Õîòÿ àêñèîìà À.7 âûãëÿäèò åñòåñòâåííî, è îíà
ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ìíîãèõ òåîðåì ìàòåìàòèêè (íå òîëüêî
òåîðèè ìíîæåñòâ), íî òåì íå ìåíåå, ýòà àêñèîìà ñòàâèòñÿ ïîä ñîìíåíèå
íåêîòîðûìè ìàòåìàòèêàìè.

Äåëî â òîì, ÷òî ñ ïîìîùüþ ýòîé àêñèîìû ìîæíî äîêàçàòü íåêîòîðûå
óòâåðæäåíèÿ, êîòîðûå âûãëÿäÿò íåñêîëüêî ñòðàííî.

Â äàëüíåéøåì, ìû â ñâîèõ ðàññóæäåíèÿõ, êàê ïðàâèëî, íå áóäåì
äîõîäèòü (êàê ýòî äåëàëè â ýòîì ïàðàãðàôå) äî óêàçàíèÿ òåõ àêñèîì,
êîòîðûå ìû èñïîëüçóåì.
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I. ÌÍÎÆÅÑÒÂÀ È
ÊÀÐÄÈÍÀËÜÍÛÅ ×ÈÑËÀ.

I.1 . ÑÂÎÉÑÒÂÀ Ñ×ÅÒÍÛÕ ÌÍÎÆÅÑÒÂ.

I.1.1. Îïðåäåëåíèå. Ìíîæåñòâî A íàçûâàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûì
ìíîæåñòâó B, åñëè ñóùåñòâóåò áèåêöèÿ ξ : A → B.

I.1.2. Îïðåäåëåíèå. Ìíîæåñòâî A íàçûâàåòñÿ ñ÷åòíûì, åñëè îíî
ýêâèâàëåíòíî ìíîæåñòâó N íàòóðàëüíûõ ÷èñåë.

I.1.3. Óïðàæíåíèå. Äîêàçàòü âåðíîñòü ñëåäóþùèõ óòâåðæäåíèé:
I.1.3.1. Ìíîæåñòâî A ÿâëÿåòñÿ ñ÷åòíûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

åãî ìîæíî ïðîíóìåðîâàòü ìíîæåñòâîì âñåõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë;
I.1.3.2. Ïîäìíîæåñòâî ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà ÿâëÿåòñÿ ëèáî êîíå÷íûì,

ëèáî ñ÷åòíûì.
I.1.3.3. Åñëè A - ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî è f : A → B - ñþðúåêòèâíîå

îòîáðàæåíèå, òî B ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì èëè ñ÷åòíûì ìíîæåñòâîì.
I.1.3.4. Åñëè A - ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî è f : B → A - èíúåêòèâíîå

îòîáðàæåíèå, òî B ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì èëè ñ÷åòíûì ìíîæåñòâîì.
I.1.3.5. Åñëè ìíîæåñòâî A ýêâèâàëåíòíî ìíîæåñòâó B, à ìíîæåñòâî

B ýêâèâàëåíòíî ìíîæåñòâó C, òî ìíîæåñòâî A ýêâèâàëåíòíî ìíîæåñòâó
C;

I.1.3.6. Åñëè ìíîæåñòâî A ýêâèâàëåíòíî ìíîæåñòâó B, òî ìíîæåñòâî
B ýêâèâàëåíòíî ìíîæåñòâó A.

I.1.3.7. Åñëè ìíîæåñòâî A ýêâèâàëåíòíî ìíîæåñòâóB, òî ìíîæåñòâî
_

A âñåõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà A ýêâèâàëåíòíî ìíîæåñòâó
_

B âñåõ
ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà B.

I.1.3.8. Êîíå÷íûå ìíîæåñòâà ÿâëÿþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè òîãäà è
òîëüêî òîãäà êîãäà îíè èìåþò îäèíàêîâîå ÷èñëî ýëåìåíòîâ, ò.å. äëÿ
êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ ïîíÿòèå ýêâèâàëåíòíîñòè ìíîæåñòâ ðàâíîñèëüíî
òîìó, ÷òî îíè ñîäåðæàò îäíî è òîæå ÷èñëî ýëåìåíòîâ.

I.1.3.9. Ïóñòü A,B,C,D - òàêèå ìíîæåñòâà, ÷òî A ýêâèâàëåíòíî C,
à B ýêâèâàëåíòíî D. Åñëè A ∩ B = ∅ è C ∩D = ∅, òî ìíîæåñòâà A ∪ B
è C ∪D ÿâëÿþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè.
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I.1.4. Óïðàæíåíèå. Äîêàçàòü, ÷òî îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè ðàç-
áèâàåò êëàññ âñåõ ìíîæåñòâ íà ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèåñÿ êëàññû ýêâè-
âàëåíòíûõ ìåæäó ñîáîé ìíîæåñòâ, ò.å. äâà ìíîæåñòâà ÿâëÿþòñÿ ýêâèâà-
ëåíòíûìè òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíè ïðèíàëåæàò îäíîìó è òîìó
æå êëàñññó.

I.1.5. Òåîðåìà. Ïóñòü {Aγ| γ ∈ Γ} � ñ÷åòíàÿ èëè êîíå÷íàÿ ñîâî-
êóïíîñòü (ò.å. Γ ÿâëÿåòñÿ ñ÷åòíûì èëè êîíå÷íûì ìíîæåñòâîì)
êîíå÷íûõ èëè ñ÷åòíûõ ìíîæåñòâ Aγ. Òîãäà

⋃
γ∈Γ

Aγ ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì
èëè ñ÷åòíûì ìíîæåñòâîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè P � ìíîæåñòâî âñåõ ïðîñòûõ ÷èñåë, òî
P ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íûì ïîäìíîæåñòâîì ìíîæåñòâà âñåõ íàòóðàëüíûõ
÷èñåë. Òîãäà, ñîãëàñíî óïðàæíåíèþ I.1.3.2, P � ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî, è
çíà÷èò, åãî ìîæíî ïðîíóìåðîâàòü íàòóðàëüíûìè ÷èñëàìè, ò.å. P =
{p1, p2, ...}.

Òàê êàê Γ ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì èëè ñ÷åòíûì ìíîæåñòâîì, òî åãî
ìîæíî ïðîíóìåðîâàòü íàòóðàëüíûìè ÷èñëàìè, ò.å. Γ = {γ1, γ2, ...} èëè
Γ = {γ1, γ2, ..., γm}.

Òàê êàê äëÿ êàæäîãî γi ∈ Γ ìíîæåñòâî Aγi
ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì èëè

ñ÷åòíûì, òî åãî ìîæíî ïðîíóìåðîâàòü íàòóðàëüíûìè ÷èñëàìè, ò.å. Aγi
=

{aγi,1, aγi,2, aγi,3, ...} èëè Aγi
= {aγi,1, aγi,2, . . . aγi,m}.

Ïðîíóìåðóåì ýëåìåíòû ìíîæåñòâà A ñëåäóþùèì îáðàçîì:
Åñëè a ∈ A =

∞⋃
i=1

Aγi
, òî a ∈ Aγt äëÿ íåêîòîðîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà

t. Ïóñòü k = min{t|a ∈ Aγt}. Òîãäà a ∈ Aγk
, è çíà÷èò, a = aγk,s äëÿ

íåêîòîðîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà s. Ïðèñâîèì ýëåìåíòó a íîìåð ps
k, ò.å.

ïîëîæèì a = aps
k
.

Òàê êàê äëÿ êàæäîãî a ∈ A, óêàçàííûå âûøå ÷èñëà k è s îïðåäåëÿþòñÿ
îäíîçíà÷íî, òî êàæäîìó ýëåìåíòó èç A ïðèñâîåí åäèíñòâåííûé èíäåêñ.

Êðîìå òîãî, ïîñêîëüêó âñå pi ÿâëÿþòñÿ ïðîñòûìè ÷èñëàìè, òî èç
ðàâåíñòâà ps

k = pn
j ñëåäóåò, ÷òî k = j è s = n, è çíà÷èò, ðàçëè÷íûì

ýëåìåíòàì èç A ïðèñâîåíû ðàçëè÷íûå èíäåêñû.
Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè, ÷òî êàæäûé ýëåìåíò a ∈ A ïðîíóìåðî-

âàí åäèíñòâåííûì íàòóðàëüíûì ÷èñëîì, ïðè÷åì ðàçëè÷íûì ýëåìåíòàì
èç A ïðèñâîåíû ðàçëè÷íûå èíäåêñû.

Òîãäà ìíîæåñòâî A ýêâèâàëåíòíî íåêîòîðîìó ïîäìíîæåñòâó ìíîæåñòâà
âñåõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, è çíà÷èò (ñì. óïðàæíåíèå I.1.3.2.), ìíîæåñòâî
A ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì èëè ñ÷åòíûì.

Ýòèì òåîðåìà ïîëíîñòüþ äîêàçàíà.
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I.1.6. Òåîðåìà. Åñëè A è B � ñ÷åòíûå ìíîæåñòâà, òî è ìíîæåñòâî
C = {(a, b)| a ∈ A, b ∈ B} ÿâëÿåòñÿ ñ÷åòíûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ëþáîãî a ∈ A ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî Ca =
{(a, b)|b ∈ B}. Òàê êàê îòîáðàæåíèå η : B → Ca, îòîáðàæàþùåå ýëåìåíò
b ∈ B â ýëåìåíò (a, b) ∈ Ca ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé, òî ìíîæåñòâî Ca ÿâëÿåòñÿ
ñ÷åòíûì. Òîãäà

C = {(a, b)|a ∈ A, b ∈ B} =
⋃

a∈A

{(a, b)|b ∈ B} =
⋃

a∈A

Ca

ÿâëÿåòñÿ ñ÷åòíûì ìíîæåñòâîì, êàê îáúåäèíåíèå ñ÷åòíîãî ÷èñëà ñ÷åòíûõ
ìíîæåñòâ (ñì. òåîðåìó I.1.5).

Ýòèì òåîðåìà ïîëíîñòüþ äîêàçàíà.

I.1.7. Òåîðåìà. Ìíîæåñòâî Q âñåõ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë ÿâëÿåòñÿ
ñ÷åòíûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü N � ìíîæåñòâî âñåõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, è
N× N = {(k, n)| k, n ∈ N}.

Åñëè Q+ - ìíîæåñòâî âñåõ ïîëîæèòåëüíûõ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë è
ξ : N × N → Q+ òàêîå îòîáðàæåíèå, ÷òî ξ(a, b) = a

b
, òî ξ : N × N → Q+

ÿâëÿåòñÿ ñþðúåêòèâíûì îòîáðàæåíèåì.
Òàê êàê, ñîãëàñíî òåîðåìå I.1.6, ìíîæåñòâî N×N ÿâëÿåòñÿ ñ÷åòíûì è

Q+ íå ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì ìíîæåñòâîì, òî ñîãëàñíî óïðàæíåíèþ I.1.3.3,
ìíîæåñòâî Q+ ÿâëÿåòñÿ ñ÷åòíûì.

Òîãäà è ìíîæåñòâî Q− = {−q|q ∈ Q+} áóäåò ñ÷åòíûì, è çíà÷èò, Q =
Q+ ∪ {0} ∪Q− ÿâëÿåòñÿ ñ÷åòíûì ìíîæåñòâîì.

I.1.8. Çàìå÷àíèå. Ïîçæå (ñì. ñëåäñòâèÿ I.2.15 è I.2.9) áóäåò ïîêàçàíî,
÷òî ìíîæåñòâî R âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë è ìíîæåñòâî âñåõ ïîäìíî-
æåñòâ ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà íå ÿâëÿþòñÿ ñ÷åòíûìè.

I.1.9. Îïðåäåëåíèå. Äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî íàçûâàåòñÿ àëãåáðàè÷åñ-
êèì, åñëè îíî ÿâëÿåòñÿ êîðíåì íåêîòîðîãî íåíóëåâîãî ìíîãî÷ëåíà ñ
öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè.

I.1.10. Óïðàæíåíèå. Äîêàçàòü âåðíîñòü ñëåäóþùèõ óòâåðæäåíèé:

I.1.10.1. Åñëè {A1, . . . , An} - êîíå÷íàÿ ñîâîêóïíîñòü ñ÷åòíûõ ìíîæåñòâ,
òî ìíîæåñòâî B = A1×A2×. . .×An = {(a1, . . . , an)|ai ∈ Ai äëÿ 1 ≤ i ≤ n}
ÿâëÿåòñÿ ñ÷åòíûì;

I.1.10.2.Ìíîæåñòâî âñåõ êîíå÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé èç íàòóðàëü-
íûõ ÷èñåë ÿâëÿåòñÿ ñ÷åòíûì;
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I.1.10.3. Ìíîæåñòâî âñåõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé (k1, k2, . . .), ãäå ki ∈
{0, 1} è äëÿ êîòîðûõ {i|ki = 0} - êîíå÷íîå ìíîæåñòâî, ÿâëÿåòñÿ ñ÷åòíûì
ìíîæåñòâîì;

I.1.10.4. Ìíîæåñòâî âñåõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé (k1, k2, . . .), ãäå ki ∈
{0, 1} è äëÿ êîòîðûõ {i|ki = 1} - êîíå÷íîå ìíîæåñòâî, ÿâëÿåòñÿ ñ÷åòíûì
ìíîæåñòâîì;

I.1.10.5. Åñëè A - ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî, n - íàòóðàëüíîå ÷èñëî è Bn =
{C ⊆ A| C ñîäåðæèò òî÷íî n ýëåìåíòîâ}, òî Bn ÿâëÿåòñÿ ñ÷åòíûì
ìíîæåñòâîì.

I.1.10.6. Åñëè A � ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî è Ã - ñîâîêóïíîñòü âñåõ åãî
êîíå÷íûõ ïîäìíîæåñòâ, òî Ã ÿâëÿåòñÿ ñ÷åòíûì ìíîæåñòâîì;

I.1.10.7.Ìíîæåñòâî âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ ñ ðàöèîíàëüíûìè êîýôôèöèåí-
òàìè ÿâëÿåòñÿ ñ÷åòíûì ìíîæåñòâîì;

I.1.10.8.Ìíîæåñòâî âñåõ àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë (ò.å. âñåõ äåéñòâèòåëü-
íûõ ÷èñåë, êàæäîå èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ êîðíåì íåêîòîðîãî íåíóëåâîãî
ìíîãî÷ëåíà ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè), ÿâëÿåòñÿ ñ÷åòíûì ìíîæåñòâîì.

I.1.11. Çàìå÷àíèå. Ñ íà÷àëà XVIII âåêà ñòîÿëà ïðîáëåìà: ñóùåñòâóþò
ëè íåàëãåáðàè÷åñêèå äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà?

Íèæå (ñì. òåîðåìà I.2.16) áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî ñóùåñòâóþò íåàëãåáðàè-
÷åñêèå äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà, ïðè÷åì èõ íåñ÷åòíîå ÷èñëî.
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I.2. ÑÂÎÉÑÒÂÀ
ÏÐÎÈÇÂÎËÜÍÛÕ ÌÍÎÆÅÑÒÂ.

I.2.1. Òåîðåìà. Âñÿêîå áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî A ñîäåðæèò íåêî-
òîðîå ñ÷åòíîå ïîäìíîæåñòâî.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Òàê êàê A 6= Ø, òî âûáåðåì íåêîòîðûé ýëåìåíò a1 ∈ A. Òîãäà

A\ {a1} 6= Ø, è çíà÷èò, ìîæåì âûáðàòü íåêîòîðûé ýëåìåíò a2 ∈ A\ {a1}.
Òîãäà a1 6= a2 è A\ {a1, a2} 6= Ø.

Ïðîäîëæàÿ ýòîò ïðîöåññ âûáîðà ýëåìåíòîâ, ìû äëÿ ëþáîãî íàòóðàëü-
íîãî ÷èñëà k ìîæåì âûáðàòü ýëåìåíò ak ∈ A\{a1, . . . , ak−1}. Òîãäà B =
{a1, a2, ...} ⊆ A è B ÿâëÿåòñÿ ñ÷åòíûì ìíîæåñòâîì.

Ýòèì òåîðåìà ïîëíîñòüþ äîêàçàíà.

I.2.2. Òåîðåìà. Åñëè A � áåñêîíå÷íîå íåñ÷åòíîå ìíîæåñòâî è B
ÿâëÿåòñÿ åãî êîíå÷íûì èëè ñ÷åòíûì ïîäìíîæåñòâîì, òî ìíîæåñòâà
A è A\B ÿâëÿþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî ìíîæåñòâî A\B íå ÿâëÿåòñÿ êîíå÷-
íûì, èáî â ïðîòèâíîì ñëó÷àå A = (A\B) ∪ B áûëî áû ñ÷åòíûì
ìíîæåñòâîì (ñì. òåîðåìó I.1.5).

Òîãäà ìíîæåñòâî A\B ñîäåðæèò â ñåáå ñ÷åòíîå ïîäìíîæåñòâî C.
Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî D = (A\B) \C. Òîãäà A = D ∪ (B ∪ C) è

A\B = D ∪ C. Òàê êàê ìíîæåñòâà B ∪ C è C ÿâëÿþòñÿ ñ÷åòíûìè, òî
ñóùåñòâóåò áèåêöèÿ η : B ∪ C → C.

Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå ξ : A → A\B ñëåäóþùèì îáðàçîì:
Åñëè a ∈ D, òî ïîëîæèì ξ (a) = a è, åñëè a ∈ B ∪ C, òî ïîëîæèì

ξ(a) = η (a). Òàê êàê (B∪C)∩D = ∅, òî ξ : (B∪C)∪D → C∪D ÿâëÿåòñÿ
áèåêöèåé, è çíà÷èò, ξ : A → A\B ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé, ò.å. ìíîæåñòâà
A = D ∪ (B ∪ C) è A\B = D ∪ C ÿâëÿþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè.

Ýòèì òåîðåìà ïîëíîñòüþ äîêàçàíà.

I.2.3. Òåîðåìà. Åñëè M � áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî è A � êîíå÷íîå
èëè ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî, òî ìíîæåñòâà M ∪A è M ÿâëÿþòñÿ ýêâèâà-
ëåíòíûìè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè M ÿâëÿåòñÿ ñ÷åòíûì, òî è ìíîæåñòâî M ∪A
áóäåò ñ÷åòíûì, è çíà÷èò, ìíîæåñòâà M∪A è M ÿâëÿþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè.
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Ïóñòü òåïåðü ìíîæåñòâî M íå ÿâëÿåòñÿ ñ÷åòíûì. Íå íàðóøàÿ îáùíî-
ñòè, ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî M ∩ A = ∅ (â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, âìåñòî
ìíîæåñòâà A ìîæåì âçÿòü ìíîæåñòâî A′ = A\M , òàê êàê M∪A = M∪A′).

Ïî òåîðåìå I.2.1. ìíîæåñòâî M ñîäåðæèò ñ÷åòíîå ïîäìíîæåñòâî B, à
ñîãëàñíî òåîðåìå I.2.2, ìíîæåñòâà M è M\B áóäóò ýêâèâàëåíòíûìè. Òàê
êàê ìíîæåñòâà B è B ∪ A ÿâëÿþòñÿ ñ÷åòíûìè, òî ñóùåñòâóåò áèåêöèÿ
ξ : B → B ∪ A.

Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå η : M → M ∪A ñëåäóþùèì îáðàçîì: η(x) =
x, åñëè x ∈ M\B è η(x) = ξ(x), åñëè x ∈ B.

Òàê êàê (M\B) ∩ B = ∅, òî η ÿâëÿåòñÿ îòîáðàæåíèåì, è ïîñêîëüêó
M ∩ A = ∅, òî η : M → M ∪ A ÿâëÿåòñÿ áèåêòèâíûì îòîáðàæåíèåì.

Ýòèì òåîðåìà ïîëíîñòüþ äîêàçàíà.

I.2.4. Òåîðåìà. Ìíîæåñòâî M ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íûì òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî ýêâèâàëåíòíî íåêîòîðîìó ñîáñòâåííîìó ïîä-
ìíîæåñòâó.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Íåîáõîäèìîñòü. Åñëè M � áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî è a ∈ M , òî

ìíîæåñòâî M ′ = M\ {a} ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íûì ñîáñòâåííûì ïîäìíîæåñ-
òâîì. Ïî òåîðåìå I.2.3 ìíîæåñòâà M ′ è M ′ ∪ {a} = M ÿâëÿþòñÿ
ýêâèâàëåíòíûìè.

Ýòèì íåîáõîäèìîñòü äîêàçàíà.
Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü ìíîæåñòâî M ýêâèâàëåíòíî íåêîòîðîìó ñîáñò-

âåííîìó ïîäìíîæåñòâó M ′.
Åñëè M - êîíå÷íîå ìíîæåñòâî, ò.å. M = {a1, . . . , am}, òî M ′ ñîäåðæèò

ìåíüøå ÷åì m ýëåìåíòîâ, è çíà÷èò, M è M ′ íå ìîãóò áûòü ýêâèâàëåíò-
íûìè. Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå. Çíà÷èò ìíîæåñòâî M íå ìîæåò áûòü
êîíå÷íûì.

Ýòèì òåîðåìà ïîëíîñòüþ äîêàçàíà.

I.2.5. Îïðåäåëåíèå: Ïóñòü X � ïðîèçâîëüíîå íåïóñòîå ìíîæåñòâî.
Ëþáîå îòîáðàæåíèå f : X → {0, 1} íàçûâàåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé
ôóíêöèåé íà ìíîæåñòâå X.

I.2.6. Óïðàæíåíèå. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè X � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî, è
îíî ñîäåðæèò n ýëåìåíòîâ (ò.å. X = {x1, x2, ..., xn}), òî ìíîæåñòâî F âñåõ
õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ôóíêöèé íà ìíîæåñòâå X, ñîñòîèò èç 2n ýëåìåíòîâ.
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I.2.7. Òåîðåìà. Ïóñòü A ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî,
_

A = {B|B ⊆
A} (ò.å.

_

A ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì âñåõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà A) è F
� ìíîæåñòâî âñåõ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ôóíêöèé, çàäàííûõ íà A. Òîãäà
ñóùåñòâóåò áèåêòèâíîå îòîáðàæåíèå ξ : F → _

A.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè f ∈ F , òî îïðåäåëèì ξ (f) = {a ∈ A |f (a) = 1}
è ïîêàæåì, ÷òî ξ - òðåáóåìîå áèåêòèâíîå îòîáðàæåíèå.

Òàê êàê äëÿ êàæäîãî f ∈ F ìíîæåñòâî ξ(f) îïðåäåëåíî îäíîçíà÷íî,
òî ξ ÿâëÿåòñÿ îòîáðàæåíèåì ìíîæåñòâà F â ìíîæåñòâî

_

A.
Ïóñòü òåïåðü f : A → {0, 1} è ϕ : A → {0, 1}, ïðè÷åì f 6= ϕ. Òîãäà

ñóùåñòâóåò òàêîé ýëåìåíò a0 ∈ A, ÷òî f(a0) 6= ϕ(a0).
Äîïóñòèì, äëÿ îïðåäåëåííîñòè, ÷òî f(a0) = 1 è ϕ(a0) = 0. Òîãäà

a0 ∈ ξ(f) è a0 /∈ ξ(ϕ), è çíà÷èò, ξ(f) 6= ξ(ϕ). Ñëåäîâàòåëüíî ξ ÿâëÿåòñÿ
èíúåêöèåé.

Ïðîâåðèì, ÷òî ξ : F → _

A - ñþðüåêòèâíîå îòîáðàæåíèå:
Åñëè C ∈ _

A, òî C ⊆ A. Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå f : A → {0, 1}
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Ïîëîæèì f (x) = 1, åñëè x ∈ C è f (x) = 0, åñëè x /∈ C. Òîãäà ëåãêî
çàìåòèòü, ÷òî ξ (f) = {b ∈ A |f (b) = 1} = C, ò.å. ξ : F → _

A ÿâëÿåòñÿ
áèåêöèåé.

Ýòèì òåîðåìà ïîëíîñòüþ äîêàçàíà.

I.2.8. Òåîðåìà. Ïóñòü A � ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî è F � ìíîæå-
ñòâî âñåõ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ôóíêöèé íà ìíîæåñòâå A. Òîãäà âåðíû
ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

I.2.8.1. Ñóùåñòâóåò èíúåêòèâíîå îòîáðàæåíèå ϕ : A → F ;

I.2.8.2. . Íå ñóùåñòâóåò èíúåêòèâíîãî îòîáðàæåíèÿ ìíîæåñòâà
F â ìíîæåñòâî A.

Äîêàçàòåëüñòâî.
I.2.8.1.Äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà a ∈ A ðàññìîòðèì õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ

ôóíêöèþ fa èç F äåéñòâóþùóþ ïî ïðàâèëó fa(x) = 1, åñëè x = a è
fa(x) = 0, åñëè x 6= a.

Åñëè ϕ : A → F - òàêîå îòîáðàæåíèå, ÷òî ϕ(a) = fa äëÿ ëþáîãî a ∈ A,
òî ϕ : A → F ÿâëÿåòñÿ èíúåêòèâíûì îòîáðàæåíèåì.

Ýòèì óòâåðæäåíèå I.2.8.1 äîêàçàíî.
I.2.8.2. Äîïóñòèì ïðîòèâíîå, ò.å. ñóùåñòâóåò íåêîòîðîå èíúåêòèâíîå

îòîáðàæåíèå ξ : F → A.
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Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå η : A → {0, 1} ñëåäóþùèì îáðàçîì:
Åñëè a ∈ ξ(F ), òî a = ξ(f) äëÿ íåêîòîðîãî f ∈ F . Ïîëîæèì η(a) =

η(ξ(f)) = k ∈ {0, 1}, ãäå k 6= f (a) = f(ξ(f)) è η (a) = 0 åñëè a /∈ ξ(F ).
Òîãäà η ∈ F è η(ξ(f)) 6= f(ξ(f)) äëÿ ëþáîãî f ∈ F , è â ÷àñòíîñòè,

η(ξ(η)) 6= η(ξ(η)). Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî
óòâåðæäåíèÿ I.2.8.2.

Ýòèì òåîðåìà ïîëíîñòüþ äîêàçàíà.

Èç òåîðåìû I.2.7 è óòâåðæäåíèÿ I.1.8.2 ñëåäóåò:
I.2.9. Ñëåäñòâèå. Äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà X íå ñóùåñòâóåò èíúåê-

òèâíîãî îòîáðàæåíèÿ ìíîæåñòâà X̄ = {A| A ⊆ X} âñåõ ïîäìíîæåñòâ
ìíîæåñòâà X â ìíîæåñòâî X.

I.2.10. Òåîðåìà. Ñîâîêóïíîñòü Ω âñåõ ìíîæåñòâ íå ÿâëÿåòñÿ
ìíîæåñòâîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîïóñòèì ïðîòèâíîå, ò.å., ÷òî Ω ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñ-
òâîì, è ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî

_

Ω âñåõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà Ω, ò.å.
_

Ω = {A| A ⊆ Ω}. Òîãäà ëþáîé ýëåìåíò A ∈ _

Ω ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì, è
çíà÷èò, îí ïðèíàäëåæèò Ω, ò.å.

_

Ω ⊆ Ω, è çíà÷èò, ñóùåñòâóåò èíúåêòèâíîå
îòáðàæåíèå ìíîæåñòâà

_

Ω â ìíîæåñòâî Ω.
Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå ñ óòâåðæäåíèåì ñëåäñòâèÿ I.2.9.
Ýòèì òåîðåìà ïîëíîñòüþ äîêàçàíà.

I.2.11. Òåîðåìà. (òåîðåìà Êàíòîðà-Áåðíøòåéíà) Åñëè A è B �
òàêèå ìíîæåñòâà, ÷òî ñóùåñòâóþò èíúåêòèâíûå îòîáðàæåíèÿ
f : A → B è ϕ : B → A, òî ìíîæåñòâà A è B ÿâëÿþòñÿ
ýêâèâàëåíòíûìè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî îòîáðàæåíèå η = ϕ ◦ f : A → A
(êàê ñóïåðïîçèöèÿ èíúåêòèâíûõ îòîáðàæåíèé) ÿâëÿåòñÿ èíúåêòèâíûì
îòîáðàæåíèåì.

Ïî èíäóêöèè ïîñòðîèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìíîæåñòâ A0, A1, A2, ...
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

A0 = A, A1 = ϕ (B) è Ak+2 = η(Ak) äëÿ ëþáîãî íåîòðèöàòåëüíîãî,
öåëîãî ÷èñëà k.

Ïðîâåðèì, ÷òî Ak+1 ⊆ Ak äëÿ ëþáîãî k.
Â ñàìîì äåëå, A1 = ϕ (B) ⊆ A = A0 è A2 = η(A0) = f(ϕ(A)) ⊆ f(B) =

A1.
Äîïóñòèì, ÷òî A0 ⊇ A1 ⊇ A2 ⊇ ... ⊇ Ak äëÿ íàòóðàëüíîãî ÷èñëà

k ≥ 2. Òîãäà Ak+1 = η(Ak−1) ⊆ η(Ak−2) = Ak.
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Ñëåäîâàòåëüíî, Ak+1 ⊆ Ak è η : Ak\Ak+1 → η(Ak)\η(Ak+1) =
Ak+2\Ak+3 ÿâëÿåòñÿ áèåêòèâíûì îòîáðàæåíèåì äëÿ ëþáîãî íåîòðèöà-
òåëüíîãî öåëîãî ÷èñëà k.

Åñëè C =
∞⋂

k=1

Ak, òî ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî

A = A0 = (
∞⋃

k=0

(Ak\Ak+1))∪C = (
∞⋃

k=0

(A2k\A2k+1))∪(
∞⋃

k=0

(A2k+1\A2k+2))∪C

è A1 = (
∞⋃

k=1

(Ak\Ak+1))∪C = (
∞⋃

k=1

(A2k\A2k+1))∪ (
∞⋃

k=0

(A2k+1\A2k+2))∪C =

(
∞⋃

k=0

(A2k+2\A2k+3)) ∪ (
∞⋃

k=0

(A2k+1\A2k+2)) ∪ C.
Äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà a ∈ A ïîëîæèì:
ψ(a) = a, åñëè a ∈ (

∞⋃
k=0

(A2k+1\A2k+2)) ∪ C è

ψ(a) = η(a), åñëè a ∈
∞⋃

k=0

(A2k\A2k+1).
Òàê êàê A0 ⊇ A1 ⊇ A2 ⊇ ..., òî (Ak\Ak+1) ∩ (Ai\Ai+1) = ∅, åñëè k 6= i.

Òîãäà ψ : A → A1 ÿâëÿåòñÿ áèåêòèâíûì îòîáðàæåíèåì.
Ïîñêîëüêó ϕ−1 : ϕ(B) = A1 → B ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé, òî ϕ−1 ◦ ψ : A →

B ÿâëÿåòñÿ áèåêòèâíûì îòîáðàæåíèåì.
Ýòèì òåîðåìà ïîëíîñòüþ äîêàçàíà.

I.2.12. Òåîðåìà. Åñëè A - ìíîæåñòâî âñåõ ñ÷åòíûõ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòåé, ñîñòàâëåííûõ èç 0 è 1, ò.å. A = {(k1, k2, . . .)| ãäå ki ∈
{0, 1}}, òî A ýêâèâàëåíòíî ìíîæåñòâó

_

N âñåõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñ-
òâà âñåõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü N̄ - ìíîæåñòâî âñåõ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ
ôóíêöèé íà ìíîæåñòâå N âñåõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, ò.å. N̄ = {f |f : N→ {0, 1}}.

Åñëè êàæäîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (k1, k2, ...) ∈ A ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå
òàêîå îòîáðàæåíèå f ∈ N̄, ÷òî f(i) = ki äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà
i, òî ìû ïîëó÷èì áèåêòèâíîå îòîáðàæåíèå ìíîæåñòâà A íà ìíîæåñòâî
N̄, ò.å. ìíîæåñòâà A è N̄ ÿâëÿþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè.

Ñîãëàñíî òåîðåìå I.2.7, ìíîæåñòâà
_

N è N̄ ÿâëÿþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè,
è çíà÷èò, ìíîæåñòâà

_

N è A ÿâëÿþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè.
Ýòèì òåîðåìà ïîëíîñòüþ äîêàçàíà.

I.2.13. Óïðàæíåíèå. Äîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî B âñåõ òàêèõ ñ÷åòíûõ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé (k1, k2, . . .), ãäå ki ∈ {0, 1} ÷òî {i|ki = 0} è {i|ki = 1}
ÿâëÿþòñÿ áåñêîíå÷íûìè ìíîæåñòâàìè, ýêâèâàëåíòíî ìíîæåñòâó

_

N âñåõ
ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà N âñåõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë.
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I.2.14. Òåîðåìà. Ìíîæåñòâî R âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë
ýêâèâàëåíòíî ìíîæåñòâó

_

N âñåõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà N âñåõ
íàòóðàëüíûõ ÷èñåë.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè Q - ìíîæåñòâî âñåõ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë,
òî ñîãëàñíî òåîðåìå I.1.7 ìíîæåñòâà N è Q ÿâëÿþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè.
Òîãäà ìíîæåñòâà

_

N = {B|B ⊆ N} è
_

Q = {C|C ⊆ Q} òîæå áóäóò
ýêâèâàëåíòíûìè (èáî åñëè ξ : N → Q � áèåêöèÿ, òî

_

ξ : {B| B ⊆ N} →
{C| C ⊆ Q}, ãäå _

ξ (A) = ξ(A) áóäåò áèåêöèåé).
Åñëè ëþáîìó äåéñòâèòåëüíîìó ÷èñëó α ∈ R ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå

ìíîæåñòâî âñåõ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë r < α (ò.å. ìíîæåñòâî {r ∈ Q|r <

α}), òî ïîëó÷èì èíúåêòèâíîå îòîáðàæåíèå η : R→ _

Q.

Ïîñòðîèì òåïåðü èíúåêòèâíîå îòîáðàæåíèå ψ :
_

Q → R. Òàê êàê
ìíîæåñòâà

_

Q è
_

N ÿâëÿþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè è ìíîæåñòâî
_

N ÿâëÿåòñÿ
ýêâèâàëåíòíûì ìíîæåñòâó N̄ âñåõ ñ÷åòíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, ýëåìåíòû
êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ 0 èëè 1 (ñì. òåîðåìó I.2.12, òî äîñòàòî÷íî ïîñòðîèòü
íåêîòîðîå èíúåêòèâíîå îòîáðàæåíèå δ : N̄→ R.

Êàæäîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {k1, k2, . . .} ∈ N̄ ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèè
÷èñëî r =

∞∑
i=1

ki · 4−i (òàê êàê lim
s→∞

s
√

ks · 4−s ≤ 1
4

< 1, òî ïî ïðèçíàêó Êîøè

ðÿä
∞∑
i=1

ki · 4−i ñõîäèòñÿ). Ïîëó÷èëè îòîáðàæåíèå δ : N̄→ R.

Ïðîâåðèì, ÷òî ïîñòðîåííîå îòîáðàæåíèå δ : N̄ → R ÿâëÿåòñÿ
èíúåêöèåé.

Ïóñòü (k1, k2, ...) 6= (k′1, k
′
2, ...) è n = min{i|ki 6= k′i}. Íå íàðóøàÿ

îáùíîñòè ðàññóæäåíèé, ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî kn = 0 è k′n = 1. Òîãäà
ki = k′i äëÿ i < n, è çíà÷èò,
∞∑
i=1

(
1
4

)i
ki =

n−1∑
i=1

(
1
4

)i
ki +0 ·(1

4

)n
+

∞∑
i=n+1

(
1
4

)i
ki ≤

n−1∑
i=1

(
1
4

)i
ki +

(
1
4

)n ·
∞∑
i=1

(
1
4

)i
<

n−1∑
i=1

(
1
4

)i
ki +

(
1
4

)n ≤
n−1∑
i=1

(
1
4

)i
k′i +

(
1
4

)n
+

∞∑
s=n+1

(
1
4

)s · k′s =
∞∑
i=1

(
1
4

)i
k′i,

ò.å. δ : N̄→ R ÿâëÿåòñÿ èíúåêòèâíûì îòîáðàæåíèåì. Çíà÷èò, ñóùåñòâóåò
èíúåêòèâíîå îòîáðàæåíèå ψ :

_

Q→ R.
Òîãäà ñîãëàñíî òåîðåìå I.2.11, ìíîæåñòâà R è

_

Q ÿâëÿþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè.
Òàê êàê ìíîæåñòâà

_

Q è
_

N ÿâëÿþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè, òî ìíîæåñòâà
R è

_

N áóäóò ýêâèâàëåíòíûìè.
Ýòèì òåîðåìà ïîëíîñòüþ äîêàçàíà.
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Èç òåîðåìû I.2.7, óòâåðæäåíèÿ I.2.8.2 è ïðåäûäóùåé òåîðåìû ñëåäóåò:
I.2.15. Ñëåäñòâèå. Ìíîæåñòâî R âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë

íå ÿâëÿåòñÿ ñ÷åòíûì.

I.2.16. Òåîðåìà. Ñóùåñòâóþò íåàëãåáðàè÷åñêèå ÷èñëà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî óïðàæíåíèþ I.1.10.8, ìíîæåñòâî A âñåõ
àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë ÿâëÿåòñÿ ñ÷åòíûì, à ñîãëàñíî ïðåäûäóùåé òåîðåìå
ìíîæåñòâî R âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë íå ÿâëÿåòñÿ ñ÷åòíûì.

Òàê êàê A ⊆ R, òî (ñì. òåîðåìó I.2.2), ìíîæåñòâà R\A è R ÿâëÿþòñÿ
ýêâèâàëåíòíûìè.

Çíà÷èò, ñóùåñòâóþò íåàëãåáðàè÷åñêèå ÷èñëà è èõ íåñ÷åòíîå ÷èñëî.

I.2.17. Óïðàæíåíèå. Äîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî R âñåõ äåéñòâèòåëü-
íûõ ÷èñåë ýêâèâàëåíòíî:

I.2.17.1. Ìíîæåñòâó < = {(r1, r2, ...)| ri ∈ R} âñåõ ñ÷åòíûõ ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòåé äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë;

I.2.17.2. Ìíîæåñòâó R̃ = {A ⊆ R| ||A|| = ℵ0} âñåõ ñ÷åòíûõ ïîäìíî-
æåñòâ ìíîæåñòâà âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë.
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I.3. ÓÏÎÐßÄÎ×ÅÍÍÛÅ ÌÍÎÆÅÑÒÂÀ

I.3.1. Îïðåäåëåíèå. Ãîâîðèì, ÷òî íà ìíîæåñòâå A çàäàí ÷àñòè÷íûé
ïîðÿäîê �<�, åñëè äëÿ íåêîòîðûõ ïàð ýëåìåíòîâ îïðåäåëåíî áèíàðíîå
îòíîøåíèå a < b, ïðè÷åì âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå àêñèîìû:

1. Îäíîâðåìåííî a < b è b < a íå âûïîëíÿþòñÿ íè äëÿ êàêèõ
ýëåìåíòîâ a, b ∈ A (óñëîâèå àíòèêîììóòàòèâíîñòè);

2. Åñëè a < b è b < c, òî a < c (óñëîâèå òðàíçèòèâíîñòè).

I.3.2. Îïðåäåëåíèå. Åñëè íà ìíîæåñòâå A çàäàí ÷àñòè÷íûé
ïîðÿäîê �<�, òî ïàðà (A,<) íàçûâàåòñÿ ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûì ìíîæå-
ñòâîì.

Èíîãäà, åñëè ÿñíî èç êîíòåêñòà, î êàêîì ïîðÿäêå èäåò ðå÷ü, òî âìåñòî
(A,<) áóäåì ïèñàòü ïðîñòî A.

I.3.3. Çàìå÷àíèå.Èíîãäà íà ìíîæåñòâå A âìåñòî áèíàðíîãî îòíîøåíèÿ
a < b ðàññìàòðèâàþò áèíàðíîå îòíîøåíèå âèäà a ≤ b, è ìíîæåñòâî A
òîæå íàçûâàþò ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûì (ñì. ñëåäóþùåå çàìå÷àíèå),
åñëè ýòî îòíîøåíèå óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì àêñèîìàì:

1) a ≤ a äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà a ∈ A

2) Åñëè a ≤ b è b ≤ a, òî b = a;
3) Åñëè a ≤ b è b ≤ c, òî a ≤ c.

I.3.4. Çàìå÷àíèå. Ïóñòü íà íåêîòîðîì ìíîæåñòâå A çàäàíî áèíàðíîå
îòíîøåíèå �<�, óäîâëåòâîðÿþùåå àêñèîìàì 1 è 2 îïðåäåëåíèÿ I.3.1.
Îïðåäåëèì íà ýòîì ìíîæåñòâå A îòíîøåíèå ” ≤ ” ñëåäóþùèì îáðàçîì:
ñ÷èòàåì, ÷òî a ≤ b, åñëè a < b èëè a = b.

Òîãäà ââåäåííîå îòíîøåíèå ” ≤ ” óäîâëåòâîðÿåò àêñèîìàì 1, 2 è 3,
óêàçàííûì â çàìå÷àíèè I.3.3.

Åñëè æå íà ìíîæåñòâå A çàäàíî áèíàðíîå îòíîøåíèå �≤�, óäîâëåòâîðÿ-
þùåå àêñèîìàì 1, 2 è 3, óêàçàííûì â çàìå÷àíèè I.3.3, òî îïðåäåëèì íà
ýòîì ìíîæåñòâå áèíàðíîå îòíîøåíèå �<�, ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Ñ÷èòàåì, ÷òî a < b, åñëè a ≤ b è a 6= b.
Òîãäà ââåäåííîå áèíàðíîå îòíîøåíèå �<� óäîâëåòâîðÿåò àêñèîìàì 1

è 2 óêàçàííûì â îïðåäåëåíèè I.3.1.

I.3.5. Çàìå÷àíèå. Èç çàìå÷àíèÿ I.3.4 ñëåäóåò, ÷òî ïîíÿòèÿ ÷àñòè÷íî
óïîðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâ äàííûõ â îïðåäåëåíèå I.3.2 è â çàìå÷àíèÿ I.3.3
îäèíàêîâûå.
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I.3.6. Îïðåäåëåíèå. ×àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî (A,<)
áóäåì íàçûâàòü ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííûì, åñëè äëÿ ëþáûõ ðàçëè÷íûõ
ýëåìåíòîâ a, b ∈ A, ëèáî a < b, ëèáî b < a.

I.3.7. Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü (A,<) - ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñ-
òâî, è M ⊆ A. Ýëåìåíò b ∈ A íàçûâàåòñÿ:

� ìèíèìàëüíûì ýëåìåíòîì â ìíîæåñòâå M , åñëè b ∈ M è â M íå
ñóùåñòâóåò òàêîé ýëåìåíò a, ÷òî a < b;

� íàèìåíüøèì ýëåìåíòîì â ìíîæåñòâå M , åñëè b ∈ M è b ≤ a äëÿ
ëþáîãî ýëåìåíòà a ∈ M ;

� ìàêñèìàëüíûì ýëåìåíòîì â ìíîæåñòâå M , åñëè b ∈ M è â M íå
ñóùåñòâóåò òàêîé ýëåìåíò a, ÷òî a > b;

� íàèáîëüøèì ýëåìåíòîì â ìíîæåñòâå M , åñëè b ∈ M è b ≥ a äëÿ
ëþáîãî ýëåìåíòà a ∈ M .

I.3.8. Óïðàæíåíèå. Äîêàçàòü, ÷òî ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñ-
òâî ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííûì â êàæäîì èç ñëåäóþùèõ ñëó÷àåâ:

� Ëþáîå êîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî èìååò íàèìåíüøèé ýëåìåíò;
� Ëþáîå êîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî èìååò íàèáîëüøèé ýëåìåíò.

I.3.9. Îïðåäåëåíèå. Ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî íàçûâàåòñÿ
âïîëíå óïîðÿäî÷åííûì, åñëè êàæäîå åãî íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî èìååò
íàèìåíüøèé ýëåìåíò.

I.3.10. Òåîðåìà. Åñëè A � êîíå÷íîå, ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñ-
òâî, òî îíî ÿâëÿåòñÿ âïîëíå óïîðÿäî÷åííûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü A � êîíå÷íîå, ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííîå ìíî-
æåñòâî è Ø 6= B ⊆ A. Åñëè B ÿâëÿåòñÿ îäíîýëåìåíòíûì ìíîæåñòâîì, òî
ýòîò ýëåìåíò ÿâëÿåòñÿ íàèìåíüøèì â B.

Äîïóñòèì, ÷òî âñÿêîå íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà A, ñîäåðæà-
ùåå k ýëåìåíòîâ, èìååò íàèìåíüøèé ýëåìåíò.

Åñëè B = {b1, . . . , bk+1} ⊆ A, òî ðàññìîòðèì ýëåìåíò bk+1. Òîãäà,
ëèáî bk+1 ÿâëÿåòñÿ íàèìåíüøèì ýëåìåíòîì â B è â ýòîì ñëó÷àå òåîðåìà
äîêàçàíà, ëèáî ñóùåñòâóåò òàêîå 1 ≤ s ≤ k, ÷òî bs < bk+1.

Ñîãëàñíî äîïóùåíèþ â ìíîæåñòâå B′ = {b1, . . . , bk} èìååòñÿ íàèìåíü-
øèé ýëåìåíò, è ïóñòü bt áóäåò ýòèì íàèìåíüøèì ýëåìåíòîì.
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Òîãäà bt ≤ bs < bk+1, è çíà÷èò bt ≤ bi äëÿ ëþáîãî 1 ≤ i ≤ k + 1, ò.å. bt

ÿâëÿåòñÿ íàèìåíüøèì ýëåìåíòîì â ìíîæåñòâå B.
Ýòèì òåîðåìà ïîëíîñòüþ äîêàçàíà.

I.3.11. Óïðàæíåíèå. Äîêàçàòü, ÷òî:
I.3.11.1.ÌíîæåñòâîQ âñåõ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë ñ îáû÷íûì ïîðÿäêîì

�<� ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííûì ìíîæåñòâîì.
I.3.11.2. Ìíîæåñòâî N âñåõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ñ îáû÷íûì ïîðÿäêîì

�<� ÿâëÿåòñÿ âïîëíå óïîðÿäî÷åííûì ìíîæåñòâîì.
I.3.11.3. Ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî A, â êîòîðîì íèêàêèå äâà ðàçëè÷íûõ

ýëåìåíòà íå ñðàâíèìû ìåæäó ñîáîé, ÿâëÿåòñÿ ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûì
ìíîæåñòâîì.

I.3.12. Óïðàæíåíèÿ. Âûÿñíèòü ÿâëÿþòñÿ ëè ñëåäóþùèå ìíîæåñòâà,
ñ óêàçàííûìè áèíàðíûìè îòíîøåíèÿìè, ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûìè èëè
ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííûìè:

I.3.12.1. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî N âñåõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Îïðåäåëèì
íà N áèíàðíîå îòíîøåíèå ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Ñ÷èòàåì, ÷òî a ≤ b, åñëè ÷èñëî b äåëèòñÿ íà ÷èñëî a.

I.3.12.2. Ïóñòü Z - ìíîæåñòâî öåëûõ ÷èñåë. Îïðåäåëèì íà Z áèíàðíîå
îòíîøåíèå ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Ñ÷èòàåì, ÷òî a ≤ b, åñëè ÷èñëî b äåëèòñÿ íà ÷èñëî a.

I.3.12.3. Ïóñòü Z - ìíîæåñòâî öåëûõ ÷èñåë. Îïðåäåëèì íà Z áèíàðíîå
îòíîøåíèå ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Ñ÷èòàåì, ÷òî a ≤ b, åñëè b = ak äëÿ íåêîòîðîãî öåëîãî ÷èñëà k ∈ Z.

I.3.13. Óïðàæíåíèÿ. Íàéòè íàèìåíüøèé (ìèíèìàëüíûé) ýëåìåíò
â ìíîæåñòâå M èëè äîêàçàòü, ÷òî îíè íå ñóùåñòâóþò â êàæäîì èç
ñëåäóþùèõ ñëó÷àÿõ:

I.3.13.1. Ìíîæåñòâî R äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë ñ îáû÷íûì ïîðÿäêîì è
M ìíîæåñòâî ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë èç èíòåðâàëà (

√
2,
√

3).
I.3.13.2. Ìíîæåñòâî R äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë ñ îáû÷íûì ïîðÿäêîì

è M - ìíîæåñòâî ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë èç îòðåçêà [
√

2,
√

3].
I.3.13.3. Ìíîæåñòâî N íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ñ ïîðÿäêîì, êîòîðûé áûë

îïðåäåëåí â I.3.12.1 äëÿ M = N è äëÿ M = N\{1}.
I.3.14. Óïðàæíåíèÿ. Äîêàçàòü âåðíîñòü ñëåäóþùèõ óòâåðæäåíèé:
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I.3.14.1. Ìíîæåñòâî Q ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë ñ îáû÷íûì ïîðÿäêîì ≤
íå ÿâëÿåòñÿ âïîëíå óïîðÿäî÷åííûì.

I.3.14.2. Ìíîæåñòâî äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë èç îòðåçêà [0, 1] ñ îáû÷íûì
ïîðÿäêîì ≤ íå ÿâëÿåòñÿ âïîëíå óïîðÿäî÷åííûì.

I.3.15. Îïðåäåëåíèå. ×àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûå ìíîæåñòâà (A,<) è
(B, <) íàçûâàþòñÿ ïîäîáíûìè, åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ áèåêöèÿ ξ : A →
B, ÷òî a1 < a2 òîãäà è òîëüêî òîãäà êîãäà ξ(a1) < ξ(a2) äëÿ ëþáûõ
a1, a2 ∈ A.

I.3.16. Óïðàæíåíèÿ. Äîêàçàòü âåðíîñòü ñëåäóþùèõ óòâåðæäåíèé:
I.3.16.1. Ìíîæåñòâî äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë (R, <) ñ îáû÷íûì ïîðÿä-

êîì ÿâëÿåòñÿ ïîäîáíûì èíòåðâàëó ((0, 1) , <) ñ îáû÷íûì ïîðÿäêîì.
I.3.16.2. Ìíîæåñòâî äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë (R, <) ñ îáû÷íûì ïîðÿä-

êîì íå ÿâëÿåòñÿ ïîäîáíûì îòðåçêó ([0, 1] , <) ñ îáû÷íûì ïîðÿäêîì.
I.3.16.3. Ìíîæåñòâî ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë (Q, <) ñ îáû÷íûì ïîðÿä-

êîì íå ÿâëÿåòñÿ ïîäîáíûì ìíîæåñòâó öåëûõ ÷èñåë (Z, <) ñ îáû÷íûì
ïîðÿäêîì.

I.3.16.4. Ïóñòü (A,<), (B,<) è (C, <) � ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûå
ìíîæåñòâà. Åñëè îòîáðàæåíèÿ ξ : (A,<) → (B, <) è η : (B, <) → (C, <)
ÿâëÿþòñÿ ïîäîáèÿìè, òî è îòîáðàæåíèÿ ξ−1 : (B, <) → (A,<) è η ◦ ξ :
(A,<) → (C, <) ÿâëÿþòñÿ ïîäîáèÿìè.

I.3.17. Çàìå÷àíèå. Èç îïðåäåëåíèé I.3.15. è I.1.1 ñëåäóåò, ÷òî
ïîäîáíûå ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûå ìíîæåñòâà ÿâëÿþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè.
À èç óïðàæíåíèÿ I.3.16.3 è òåîðåìû I.1.7 ñëåäóåò, ÷òî ýêâèâàëåíòíûå
ìíîæåñòâà ìîãóò íå áûòü ïîäîáíûìè.

I.3.18. Òåîðåìà. Ïóñòü (A,<) è (B, <) ÿâëÿþòñÿ êîíå÷íûìè ëè-
íåéíî óïîðÿäî÷åííûìè ìíîæåñòâàìè. Åñëè ìíîæåñòâà A è B ýêâèâà-
ëåíòíû, ò.å. èìåþò îäèíàêîâîå ÷èñëî ýëåìåíòîâ, òî óïîðÿäî÷åííûå
ìíîæåñòâà (A,<)è (B,<) ÿâëÿþòñÿ ïîäîáíûìè

Äîêàçàòåëüñòâî.Ïóñòü ìíîæåñòâà (A,<) è (B, <) èìåþò îäèíàêîâîå
÷èñëî ýëåìåíòîâ, è n - ÷èñëî ýëåìåíòîâ êàæäîãî èç ýòèõ ìíîæåñòâ.

Ïî èíäóêöèè ïîñòðîèì âîçðàñòàþùèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè a1 < . . . <
an è b1 < . . . < bn ýëåìåíòîâ èç ìíîæåñòâ A è B, ñîîòâåòñòâåííî,
ñëåäóþùèì îáðàçîì:
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Ñîãëàñíî òåîðåìå I.3.10 ìíîæåñòâà (A,<) è (B, <) ÿâëÿþòñÿ âïîëíå
óïîðÿäî÷åííûìè, è çíà÷èò, â êàæäîì èç íèõ èìååòñÿ íàèìåíüøèé
ýëåìåíò.

Â êà÷åñòâå a1 è b1 âîçüìåì íàèìåíüøèå ýëåìåíòû ìíîæåñòâ A è B,
ñîîòâåòñòâåííî.

Äîïóñòèì, ÷òî äëÿ íàòóðàëüíîãî ÷èñëà k < n − 1 óæå îïðåäåëåíû
âîçðàñòàþùèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ýëåìåíòîâ a1 < . . . < ak è
b1 < . . . < bk.

Â êà÷åñòâå ak+1 è bk+1 âîçüìåì íàèìåíüøèå ýëåìåíòû ìíîæåñòâ
A \{a1, . . . , ak} è B \{b1, . . . , bk}, ñîîòâåòñòâåííî.

Òîãäà a1 < . . . < ak < ak+1 è b1 < . . . < bk < bk+1 (èáî íà êàæäîì øàãå
ìû âûáèðàëè íàèìåíüøèé ýëåìåíò).

Èòàê, ìû ïîñòðîèëè âîçðàñòàþùèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè a1 < . . . < an

è b1 < . . . < bn.
Òîãäà îòîáðàæåíèå, êîòîðîå ýëåìåíòó ai ∈ A ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå

ýëåìåíò bi ∈ B (ò.å. ýëåìåíò ñ òåì æå èíäåêñîì) ÿâëÿåòñÿ áèåêòèâíûì
îòîáðàæåíèåì, ñîõðàíÿþùèì ïîðÿäîê.

Ýòèì òåîðåìà ïîëíîñòüþ äîêàçàíà.



27

II. ÊÀÐÄÈÍÀËÜÍÛÅ È
ÒÐÀÍÑÔÈÍÈÒÍÛÅ ×ÈÑËÀ.

II.1. ÊÀÐÄÈÍÀËÜÍÛÅ ×ÈÑËÀ È

ÎÏÅÐÀÖÈÈ ÍÀÄ ÍÈÌÈ

II.1.1. Îïðåäåëåíèå. Ìîùíîñòüþ ìíîæåñòâà A íàçûâàåòñÿ òî
îáùåå, ÷òî èìååòñÿ ó âñåõ ìíîæåñòâ ýêâèâàëåíòíûõ ìíîæåñòâó A.

Â êà÷åñòâå ìîùíîñòè ìíîæåñòâà A ìîæíî ðàññìîòðåòü, íàïðèìåð,
êëàññ âñåõ ìíîæåñòâ, êîòîðûå ýêâèâàëåíòíû ìíîæåñòâó A èëè åìó
ïðèñâîèòü íåêîòîðûé ñèìâîë.

II.1.2. Îáîçíà÷åíèå. Äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà A åãî ìîùíîñòü áóäåì
îáîçíà÷àòü ||A||.

� Ìîùíîñòü ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà, êàê ïðàâèëî, îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç ℵ0

(÷èòàåòñÿ àëô íîëü).
Òàê êàê êîíå÷íûå ìíîæåñòâà ýêâèâàëåíòíû òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà îíè èìåþò îäèíàêîâîå ÷èñëî ýëåìåíòîâ, òî äëÿ êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà
A áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ||A|| = n, ãäå n - ÷èñëî ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà A.

II.1.3. Îïðåäåëåíèå. Ìîùíîñòè ìíîæåñòâ áóäåì íàçûâàòü åùå
êàðäèíàëüíûìè ÷èñëàìè.

Â ÷àñòíîñòè, åñëè A - ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî, òî åãî ìîùíîñòü áóäåì
íàçûâàòü êàðäèíàëüíûì ÷èñëîì, êîòîðîå ñîîòâåòñòâóåò ìíîæåñòâó
A.

II.1.4. Îáîçíà÷åíèÿ. Êàðäèíàëüíûå ÷èñëà áóäåì îáîçíà÷àòü:
� Äëÿ êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ - áóêâàìè n, k (âîçìîæíî ñ èíäåêñàìè);
� Äëÿ ñ÷åòíûõ ìíîæåñòâ - áóêâîé ℵ0;
� Äëÿ ìíîæåñòâà R âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë - áóêâîé c, è ýòî

êàðäèíàëüíîå ÷èñëî íàçûâàåòñÿ ìîùíîñòüþ êîíòèíóóìà;
� Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ìíîæåñòâ - áóêâàìè m,s,t è äðóãèìè áóêâàìè

(âîçìîæíî ñ èíäåêñàìè).

II.1.5. Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü m è s - êàðäèíàëüíûå ÷èñëà, A è
B - òàêèå ìíîæåñòâà, ÷òî ||A|| = m è ||B|| = s . Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî
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êàðäèíàëüíîå ÷èñëîm ìåíüøå èëè ðàâíî êàðäèíàëüíîìó ÷èñëó s (áóäåì
ïèñàòü m ≤ s), åñëè ñóùåñòâóåò èíúåêòèâíîå îòîáðàæåíèå ϕ : A → B.

II.1.6. Çàìå÷àíèå. Èç îïðåäåëåíèÿ II.1.5 ñëåäóåò, ÷òî åñëèA ⊆ B,
òî ||A|| ≤ ||B||.

II.1.7. Òåîðåìà. Åñëè Ω - íåêîòîðîå ìíîæåñòâî êàðäèíàëüíûõ ÷èñåë,
è ≤ � áèíàðíîå îòíîøåíèå, êîòîðîå áûëî ââåäåíî â II.1.5, òî (Ω,≤)
ÿâëÿåòñÿ ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûì ìíîæåñòâîì.

Äîêàçàòåëüñòâî.Ïðîâåðèì, ÷òî áèíàðíîå îòíîøåíèå≤ óäîâëåòâîðÿåò
àêñèîìàì 1), 2) è 3), óêàçàííûõ â çàìå÷àíèè I.3.3.

Òàê êàê äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà A òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå ε : A →
A ÿâëÿåòñÿ èíúåêòèâíûì îòîáðàæåíèåì, òî ||A|| ≤ ||A||, ò.å. áèíàðíîå
îòíîøåíèå ≤ óäîâëåòâîðÿåò ïåðâîé àêñèîìå.

Ïóñòü òåïåðü A è B - òàêèå ìíîæåñòâà, ÷òî | |A| | ≤ | |B| | è | |B| | ≤
| |A| |.

Òîãäà ñóùåñòâóþò èíúåêòèâíûå îòîáðàæåíèÿ ϕ : A → B è ψ : B →
A. Ñîãëàñíî òåîðåìå I.2.11, ìíîæåñòâà A è B áóäóò ýêâèâàëåíòíûìè,
è çíà÷èò, | |A| | = | |B| |, ò.å. áèíàðíîå îòíîøåíèå ≤ óäîâëåòâîðÿåò è
âòîðîé àêñèîìå.

Ïóñòü òåïåðü A,B,C - òàêèå ìíîæåñòâà, ÷òî | |A| | ≤ | |B| | è | |B| | ≤
| |C| |. Òîãäà ñóùåñòâóþò èíúåêòèâíûå îòîáðàæåíèÿ ϕ : A → B è ψ :
B → C. Òàê êàê ψ◦ϕ : A → C ÿâëÿåòñÿ èíúåêòèâíûì îòîáðàæåíèåì (êàê
ñóïåðïîçèöèÿ èíúåêòèâíûõ îòîáðàæåíèé), òî | |A| | ≤ ||C| |, è çíà÷èò,
áèíàðíîå îòíîøåíèå ≤ óäîâëåòâîðÿåò è òðåòüåé àêñèîìå.

Ýòèì òåîðåìà ïîëíîñòüþ äîêàçàíà.

II.1.8. Çàìå÷àíèå. Ïîçæå (ñì. òåîðåìó II.2.22 ) áóäåò äîêàçàíî, ÷òî
ëþáîå ìíîæåñòâî êàðäèíàëüíûõ ÷èñåë ÿâëÿåòñÿ âïîëíå óïîðÿäî÷åííûì
ìíîæåñòâîì.

II.1.9. Óïðàæíåíèÿ. Äîêàçàòü âåðíîñòü ñëåäóþùèõ óòâåðæäåíèé:
II.1.9.1. n < ℵ0 äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n;
II.1.9.2. ℵ0 <c è ℵ0 ≤m äëÿ ëþáîãî áåñêîíå÷íîãî êàðäèíàëüíîãî

÷èñëà m ;
II.1.9.3. ||A|| < ||{B|B ⊆ A}|| äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà A;
II.1.9.4. Íå ñóùåñòâóåò íàèáîëüøåãî êàðäèíàëüíîãî ÷èñëà.
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II.1.10. Çàìå÷àíèå.
Íà ïðîòÿæåíèè ïî÷òè 100 ëåò ñóùåñòâîâàëà, òàê íàçûâàåìàÿ, êîíòèíóóì

ïðîáëåìà, êîòîðàÿ ñîñòîèò â ñëåäóþùåì:
Ñóùåñòâóþò ëè òàêîå êàðäèíàëüíîå ÷èñëî m , ÷òî ℵ0 <m< c.
È òîëüêî ïîñëå òîãî, êàê áûëà ðàçâèòà àêñèîìàòè÷åñêàÿ òåîðèÿ

ìíîæåñòâ óäàëîñü ðåøèòü ýòó ïðîáëåìó.
À èìåííî áûëè ïîñòðîåíû ìîäåëè òåîðèè ìíîæåñòâ, â êîòîðûõ ìåæäó

ℵ0 è ñ íåò íèêàêèõ êàðäèíàëüíûõ ÷èñåë è áûëè ïîñòðîåíû ìîäåëè
òåîðèè ìíîæåñòâ, â êîòîðûõ ìåæäó ℵ0 è ñ èìåþòñÿ êàðäèíàëüíûå ÷èñëà.
Ïðè÷åì äëÿ êàæäîãî êîíå÷íîãî ÷èñëà n è äëÿ ℵ0 èìåþòñÿ ìîäåëè, â
êîòîðûõ ìåæäó ℵ0 è ñ èìåþòñÿ â òî÷íîñòè n èëè ℵ0, ñîîòâåòñòâåííî,
êàðäèíàëüíûõ ÷èñåë.

Â ñâÿçè ñ ýòèì â òåîðèè ìíîæåñòâ èíîãäà ðàññìàòðèâàþò åùå îäíó
àêñèîìó (èëè åå ðàçíîâèäíîñòü), òàê íàçûâàåìóþ êîíòèíóóì ãèïîòåçó,
ñîñòîÿùàÿ â òîì, ÷òî:

Óòâåðæäàåòñÿ ÷òî ìåæäó ℵ0 è ñ íåò íèêàêèõ êàðäèíàëüíûõ ÷èñåë.

II.1.11. Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü m è t � ïðîèçâîëüíûå êàðäèíàëüíûå
÷èñëà è ïóñòü A è B - òàêèå ìíîæåñòâà, ÷òî | |A| | = m è | |B| | = t. Åñëè
A ∩B = Ø, òî ðàññìîòðèì ìíîæåñòâà:

C = A∪B, D = A×B = {(a, b)|a ∈ A, b ∈ B} è M = {f |f : A → B}.
Òîãäà:

m+ t íàçûâàåòñÿ êàðäèíàëüíîå ÷èñëî ||A ∪B||;
ïðîèçâåäåíèåì m ·t íàçûâàåòñÿ êàðäèíàëüíîå ÷èñëî ||A×B||;
ñòåïåíüþ tm íàçûâàåòñÿ êàðäèíàëüíîå ÷èñëî ||{f |f : A → B}||.

II.1.12. Óïðàæíåíèå. Ïóñòü n è k � ïðîèçâîëüíûå íàòóðàëüíûå
÷èñëà è ïóñòü A è B - òàêèå ìíîæåñòâà, ÷òî | |A| | =n è | |B| | =k . Åñëè
M = {f |f : A → B}, òî èíäóêöèåé ïî ÷èñëó n, äîêàçàòü, ÷òî ||M || = kn.

II.1.13. Çàìå÷àíèå. Åñëè êàðäèíàëüíûå ÷èñëà m è t ÿâëÿþòñÿ
íàòóðàëüíûìè ÷èñëàìè, òî èõ ñóììà è èõ ïðîèçâåäåíèå êàê êàðäèíàëü-
íûõ ÷èñåë ðàâíû èõ ñóììå è èõ ïðîèçâåäåíèþ, ñîîòâåòñòâåííî, êàê
íàòóðàëüíûõ ÷èñåë.

Êðîìå òîãî, èç óïðàæíåíèÿ II.1.12 ñëåäóåò, ÷òî åñëè êàðäèíàëüíûå
÷èñëà m è t ÿâëÿþòñÿ íàòóðàëüíûìè ÷èñëàìè, òî èõ ñòåïåíü êàê
êàðäèíàëüíûõ ÷èñåë ðàâíà èõ ñòåïåíè êàê íàòóðàëüíûõ ÷èñåë.
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II.1.14. Óïðàæíåíèå. Äîêàçàòü âåðíîñòü ñëåäóþùèõ óòâåðæäåíèé:

II.1.14.1. ℵ0 + ℵ0 = ℵ0;
II.1.14.2. ℵ0 · ℵ0 = ℵ0.

II.1.15. Òåîðåìà. Åñëè R - ìíîæåñòâî âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë,
òî ||R|| = 2ℵ0 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç òåîðåì I.2.7 è I.2.14 ñëåäóåò, ÷òî ìíîæåñòâî R
âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë ýêâèâàëåíòíî ìíîæåñòâó âñåõ õàðàêòåðèñòè-
÷åñêèõ ôóíêöèé íà ìíîæåñòâå N âñåõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, è çíà÷èò,
||R|| = ||{f | f : N → {0, 1}}||. Òàê êàê ||{f | f : N → {0, 1}}|| = 2ℵ0 (ñì.
îïðåäåëåíèå II.1.8), òî ||R|| = 2ℵ0 .

Ýòèì òåîðåìà ïîëíîñòüþ äîêàçàíà.

II.1.16. Óïðàæíåíèå. Åñëè m, s, t � ïðîèçâîëüíûå êàðäèíàëüíûå
÷èñëà, òî äîêàçàòü âåðíîñòü ñëåäóþùèõ óòâåðæäåíèé:

II.1.16.1. m+ s = s + m, ò.å. ñëîæåíèå ÿâëÿåòñÿ êîììóòàòèâíûì;
II.1.16.2. (m+s)+t = m +(s+t), ò.å. ñëîæåíèå ÿâëÿåòñÿ àññîöèàòèâ-

íûì;
II.1.16.3. m·s = s·m, ò.å. óìíîæåíèå ÿâëÿåòñÿ êîììóòàòèâíûì;
II.1.16.4. (m·s)·t = s ·(m·t), ò.å. óìíîæåíèå ÿâëÿåòñÿ àññîöèàòèâ-

íûì;
II.1.16.5. (m+s) · t = s·t +m· t è t·(m+s) = t·m+t·s, ò.å. îïåðàöèè

ñëîæåíèå è óìíîæåíèå óäîâëåòâîðÿþò äèñòðèáóòèâíûì çàêîíàì;
II.1.16.6. m≤ m+s;
II.1.16.7. Åñëè s6=0, òî m≤ m·s è m·0=0;
II.1.16.8. Åñëèm1 ≤ m2 è s1 ≤s2 òî m1+s1 ≤m2+s2 èm1·s1 ≤m2·s2.

II.1.17. Çàìå÷àíèå. Â äàëüíåéøåì áóäåò äîêàçàíî (ñì. òåîðåìó
II.3.8 è ñëåäñòâèå II.4.11), ÷òî åñëè õîòÿ áû îäíî èç êàðäèíàëüíûõ ÷èñåë
m èëè s ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íûì, òî m+ s=max{m, s} è m· s=max{m,
s}.

II.1.18. Çàìå÷àíèå. Îïðåäåëåíèÿ ñóììû è ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ êàðäè-
íàëüíûõ ÷èñåë, äàííûå â II.1.11, ìîãóò áûòü îáîáùåíû íà ïðîèçâîëüíîå
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(âîçìîæíî è áåñêîíå÷íîå) ÷èñëî ñëàãàåìûõ è ñîìíîæèòåëåé, ñîîòâåò-
ñòâåííî, ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Ïóñòü {mα| α ∈ A} � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî êàðäèíàëüíûõ ÷èñåë, è
ïóñòü {Bα| α ∈ A} - òàêîå ìíîæåñòâî ìíîæåñòâ Aα, ÷òî |Aα| = mα.
Ñ÷èòàåì, ÷òî Aα ∩ Aβ = Ø, åñëè α 6= β.

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî B =
⋃

α∈A

Bα êàðäèíàëüíîå ÷èñëî m = | |B| |.
íàçûâàåòñÿ ñóììîé ìíîæåñòâà {mα| α ∈ A} êàðäèíàëüíûõ ÷èñåë mα è
îáîçíà÷àåòñÿ m =

∑
α∈A

mα.

Òàê êàê Bγ ⊆ B äëÿ ëþáîãî γ ∈ A, òî mγ ≤
∑
α∈A

mα äëÿ ëþáîãî γ ∈ A.

Êðîìå òîãî, ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî
C =

∏
α∈A

Bα = {f |f : A → ⋃
α∈A

Bα, f(α) ∈ Bα äëÿ ëþáîãî α ∈ A}.
Êàðäèíàëüíîå ÷èñëî ||C|| íàçûâàåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì ìíîæåñòâà

{mα| α ∈ A} êàðäèíàëüíûõ ÷èñåë mα è îáîçíà÷àåòñÿ m =
∏

α∈A

mα.

II.1.19. Îïðåäåëåíèå. Êàðäèíàëüíîå ÷èñëî m íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿð-
íûì, åñëè åãî íåëüçÿ ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû ìåíüøåãî ÷åì m
êàðäèíàëüíûõ ÷èñåë mα, êàæäîå èç êîòîðûõ ìåíüøå ÷åì m.

Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå êàðäèíàëüíîå ÷èñëî íàçûâàåòñÿ èððåãóëÿðíûì.

II.1.20. Óïðàæíåíèÿ. Äîêàçàòü âåðíîñòü ñëåäóþùèõ óòâåðæäåíèé:

II.1.20.1. Íàòóðàëüíîå ÷èñëî ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíûì, òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà îíî ðàâíî 1 èëè 2;

II.1.20.2. Êàðäèíàëüíîå ÷èñëî ℵ0 ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíûì;

II.1.21. Òåîðåìà. Ïóñòü {mα| α ∈ A} � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî êàðäè-
íàëüíûõ ÷èñåë, ïðè÷åì mα =m äëÿ ëþáîãî α ∈ A. Òîãäà

∑
α∈A

mα =

m ·||A||.
Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè B � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî ìîùíîñòè m ,

òî B × A = {(b, a)| b ∈ B, a ∈ A}, è ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ II.1.11,
|| {(b, a)| b ∈ B, a ∈ A} || = m·||A||.

Äëÿ êàæäîãî a ∈ A ðàññìîòðèì Ba = {(b, a)| b ∈ B}. Òîãäà | |Ba| | =
| |B| | = m=ma. Òàê êàê Ba ∩ Bc = ∅ äëÿ a 6= c è B × A =

⋃
a∈A

Ba, òî
| |B × A| | = || ⋃

a∈A

Ba|| =
∑
a∈A

ma.
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II.1.22. Òåîðåìà. Ïóñòü {mα| α ∈ A} � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî êàðäè-
íàëüíûõ ÷èñåë, ïðè÷åì mα =m äëÿ ëþáîãî α ∈ A. Òîãäà

∏
α∈A

mα =

m ||A||.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè B � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî ìîùíîñòè m , òî
m ||A|| = ||{f |f : A → B}|| (ñì îïðåäåëåíèå II.1.11).
Äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà a ∈ A ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî Ba = B è

âîçüìåì
_

B =
∏
a∈A

Ba. Òîãäà ||
_

B|| = ∏
α∈A

ma (ñì. çàìå÷àíèå II.1.18).
Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå ψ : {f |f : A → B} → ∏

a∈A

Ba ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

Êàæäîìó îòîáðàæåíèþ f : A → B ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå òàêîé
ýëåìåíò ϕ ∈ ∏

a∈A

Ba, ÷òî ϕ(a) = f(a) äëÿ ëþáîãî a ∈ A. Òîãäà ëåãêî
çàìåòèòü, ÷òî ψ : {f |f : A → B} → ∏

a∈A

Ba ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé, è çíà÷èò,
∏

α∈A

mα= m ||A||.
Ýòèì òåîðåìà ïîëíîñòüþ äîêàçàíà.
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II.2. ÒÐÀÍÑÔÈÍÈÒÍÛÅ ×ÈÑËÀ.

II.2.1. Îïðåäåëåíèå. Ïîðÿäêîâûì òèïîì ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîãî
ìíîæåñòâà íàçûâàåòñÿ òî îáùåå, ÷òî èìååòñÿ ó âñåõ ÷àñòè÷íî óïîðÿäî-
÷åííûõ ìíîæåñòâ, êîòîðûå åìó ïîäîáíû (ñì. îïðåäåëåíèå I.3.15).

Â êà÷åñòâå ïîðÿäêîâîãî òèïà ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâà
ìîæíî âçÿòü, íàïðèìåð, êëàññ âñåõ ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûõ ìíîæåñòâ
ïîäîáíûõ äàííîìó ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîìó ìíîæåñòâó, èëè åìó ïðèñ-
âîèòü íåêîòîðûé ñèìâîë.

Ïîðÿäêîâûé òèï ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâà (A,≤) áóäåì
îáîçíà÷àòü |(A,≤)|.

II.2.2. Îïðåäåëåíèå. Òðàíñôèíèòíûìè ÷èñëàìè íàçûâàþòñÿ ïîðÿä-
êîâûå òèïû âïîëíå óïîðÿäî÷åííûõ ìíîæåñòâ (ñì. îïðåäåëåíèå I.3.9).

Òàêèì îáðàçîì, òðàíñôèíèòíûì ÷èñëîì α, ñîîòâåòñòâóþùåì âïîëíå
óïîðÿäî÷åííîìó ìíîæåñòâó (A,≤), íàçûâàåòñÿ òî îáùåå, ÷òî èìååòñÿ
ó âñåõ âïîëíå óïîðÿäî÷åííûõ ìíîæåñòâ, êîòîðûå ïîäîáíû ìíîæåñòâó
(A,≤).

II.2.3. Îáîçíà÷åíèÿ. Òðàíñôèíèòíûå ÷èñëà áóäåì îáîçíà÷àòü:
� Òàê êàê êîíå÷íûå, âïîëíå óïîðÿäî÷åííûå ìíîæåñòâà ÿâëÿþòñÿ

ïîäîáíûìè òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíè ñîäåðæàò îäèíàêîâîå ÷èñëî
ýëåìåíòîâ (ñì. òåîðåìó I.3.18), òî òðàíñôèíèòíûå ÷èñëà äëÿ êîíå÷íûõ
âïîëíå óïîðÿäî÷åííûõ ìíîæåñòâ (êàê è äëÿ êàðäèíàëüíûõ ÷èñåë, êîòî-
ðûå ñîîòâåòñòâóþò êîíå÷íûì ìíîæåñòâàì) áóäåì îáîçíà÷àòü íàòóðàëü-
íûìè ÷èñëàìè n, k, l âîçìîæíî ñ èíäåêñàìè;

� Òàê êàê ìíîæåñòâî (N,≤) âñåõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ñ îáû÷íûì
ïîðÿäêîì ÿâëÿåòñÿ âïîëíå óïîðÿäî÷åííûì ìíîæåñòâîì, òî òðàíñôèíèò-
íîå ÷èñëî, êîòîðîå ñîîòâåòñòâóåò (N,≤), áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç ω0;

� Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî âïîëíå óïîðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâà (M,≤) òðàí-
ñôèíèòíîå ÷èñëî, êîòîðîå åìó ñîîòâåòñòâóåò, áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç
|(M,≤)| èëè ãðå÷åñêèìè áóêâàìè α, β, γ (âîçìîæíî ñ èíäåêñàìè).

II.2.4. Çàìå÷àíèå. Ïóñòü α - ïðîèçâîëüíîå òðàíñôèíèòíîå ÷èñëî
è (M,≤) - âïîëíå óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî, êîòîðîå ñîîòâåòñòâóåò
òðàíñôèíèòíîìó ÷èñëó α.

Òàê êàê ïîäîáíûå ìíîæåñòâà ÿâëÿþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè (ñì. çàìå÷à-
íèå I.3.17), òî ìîùíîñòü ||M || ìíîæåñòâà M îïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî
òðàíñôèíèòíûì ÷èñëîì α, è ïîýòîìó áóäåì ïèñàòü
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||M || = |α| = ||(M,≤)||.

II.2.5. Òåîðåìà. Ïóñòü (A,<) � âïîëíå óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî
è Ø 6= B ⊆ A. Òîãäà âåðíî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå:

II.2.5.1. Ìíîæåñòâî (B,<) ÿâëÿåòñÿ âïîëíå óïîðÿäî÷åííûì;
II.2.5.2. Åñëè îòîáðàæåíèå ξ : (A,<) → (B, <) ÿâëÿåòñÿ ïîäîáèåì,

òî ξ (a) ≥ a äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà a ∈ A.

Äîêàçàòåëüñòâî.
II.2.5.1. Òàê êàê Ø 6= B ⊆ A è ìíîæåñòâî (A, <) ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíî

óïîðÿäî÷åííûì, òî è (B, <) áóäåò ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííûì ìíîæåñòâîì.
Åñëè Ø 6= C ⊆ B, òî ∅ 6= C ⊆ A. Òàê êàê ìíîæåñòâî A ÿâëÿåòñÿ

âïîëíå óïîðÿäî÷åííûì, òî C èìååò íàèìåíüøèé ýëåìåíò, è çíà÷èò, B
ÿâëÿåòñÿ âïîëíå óïîðÿäî÷åííûì ìíîæåñòâîì.

Ýòèì óòâåðæäåíèå II.2.5. 1 äîêàçàíî.
II.2.5. 2. Äîïóñòèì ïðîòèâíîå, ò.å. ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîé ýëåìåíò

a0 ∈ A, ÷òî ξ (a0) < a0.
Ðàññìîòðèì ïîäìíîæåñòâî C = {a ∈ A| ξ (a) < a}.
Òàê êàê a0 ∈ C, òî C 6= Ø, è çíà÷èò, â ïîäìíîæåñòâå C ñóùåñòâóåò

íàèìåíüøèé ýëåìåíò, ò.å. òàêîé ýëåìåíò c0 ∈ C, ÷òî c0 ≤ x äëÿ ëþáîãî
ýëåìåíòà x ∈ C.

Òàê êàê c0 ∈ C, òî ξ (c0) < c0. Òîãäà ξ (ξ (c0)) < ξ (c0) (èáî îòîáðàæåíèå
ξ : (A, <) → (B, <) ÿâëÿåòñÿ ïîäîáèåì), è çíà÷èò, ξ (c0) ∈ C, ïðè÷åì
ξ(c0) < c0.

Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå ñ òåì, ÷òî c0 ÿâëÿåòñÿ íàèìåíüøèì ýëåìåíòîì
â ìíîæåñòâå C.

Ýòèì òåîðåìà ïîëíîñòüþ äîêàçàíà.

II.2.6. Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü (A, <) � âïîëíå óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî,
è a0 ∈ A. Òîãäà:

� Ìíîæåñòâî {a ∈ A| a < a0} íàçûâàåòñÿ îòðåçêîì, îòñå÷åííûì
ýëåìåíòîì a0.

� Ìíîæåñòâî {a ∈ A| a ≥ a0} íàçûâàåòñÿ õâîñòîì, îòñå÷åííûì ýëå-
ìåíòîì a0.

II.2.7. Òåîðåìà. Ïóñòü (A,<) � âïîëíå óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî,
(B, <) ⊆ (A,<) è a ∈ B. Åñëè C = {x ∈ B|x < a} - îòðåçîê, îòñå÷åííûé
ýëåìåíòîì a â ìíîæåñòâå (B, <) , òî íå ñóùåñòâóåò îòîáðàæåíèÿ
f : (A,<) → (C,<), êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ïîäîáèåì.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äîïóñòèì ïðîòèâíîå, ò.å. ñóùåñòâóåò îòîáðàæåíèå
f : (A,<) → (C,<), êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ïîäîáèåì. Òîãäà f(a) ∈ f(A) = C =
{x ∈ B|x < a}, è çíà÷èò, f(a) < a.

Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå ñ óòâåðæäåíèåì II.2.5.2.
Ýòèì òåîðåìà ïîëíîñòüþ äîêàçàíà.

II.2.8. Òåîðåìà. Ïóñòü (A,<) � âïîëíå óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî.
Åñëè B è C � äâà ðàçëè÷íûõ îòðåçêà â ìíîæåñòâå (A, <), òî
ìíîæåñòâî (B, <) è (C, <) íå ìîãóò áûòü ïîäîáíûìè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü b è c òàêèå ýëåìåíòû èç ìíîæåñòâà A, ÷òî
B = {a ∈ A| a < b}, è C = {a ∈ A| a < c}. Òîãäà b 6= c.

Òàê êàê ìíîæåñòâî (A,<) ÿâëÿåòñÿ âïîëíå óïîðÿäî÷åííûì, òî ýëåìåíòû
b è c ñðàâíèìû ìåæäó ñîáîé.

Äîïóñòèì, äëÿ îïðåäåëåííîñòè, ÷òî c < b. Òîãäà C = {a ∈ A| a < c} =
{d ∈ B| d < c}. Çíà÷èò C ÿâëÿåòñÿ îòðåçêîì â ìíîæåñòâå B. Òîãäà ïî
òåîðåìå II.2.7, ìíîæåñòâà B è C íå íå ìîãóò áûòü ïîäîáíûìè.

Ýòèì òåîðåìà ïîëíîñòüþ äîêàçàíà.

II.2.9. Òåîðåìà. Åñëè âïîëíå óïîðÿäî÷åííûå ìíîæåñòâà (A,<) è
(B, <) ÿâëÿþòñÿ ïîäîáíûìè, òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå îòîáðàæåíèå
f : (A,<) → (B, <), êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ïîäîáèåì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê âïîëíå óïîðÿäî÷åííûå ìíîæåñòâà (A,<)
è (B, <) ÿâëÿþòñÿ ïîäîáíûìè, òî ñóùåñòâóåò îòîáðàæåíèå f : (A,<) →
(B, <), êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ïîäîáèåì. Äîêàæåì åãî åäèíñòâåííîñòü.

Äîïóñòèì ïðîòèâíîå, ò.å. ÷òî ñóùåñòâóåò åùå îäíî îòîáðàæåíèå ϕ :
(A,<) → (B,<), êîòîðîå òîæå ÿâëÿåòñÿ ïîäîáèåì, ïðè÷åì ϕ 6= f . Òîãäà
f(a) 6= ϕ(a) äëÿ íåêîòîðîãî ýëåìåíòà a ∈ A.

Òàê êàê B ÿâëÿåòñÿ âïîëíå óïîðÿäî÷åííûì ìíîæåñòâîì, òî ýëåìåíòû
f(a) è ϕ(a) ñðàâíèìû ìåæäó ñîáîé. Äîïóñòèì, äëÿ îïðåäåëåííîñòè, ÷òî
f (a) < ϕ (a).

Òàê êàê îòîáðàæåíèÿ ϕ−1 : (B, <) → (A,<) è ϕ−1 ◦ f : A →
A ÿâëÿþòñÿ ïîäîáèÿìè (ñì. óïðàæíåíèå I.3.16.4.), òî ϕ−1‘ ◦ f(a) =
ϕ−1 (f(a)) < ϕ−1 (ϕ(a)) = a.

Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå ñ óòâåðæäåíèåì II.2.5.2.
Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû.

II.2.10. Ñëåäñòâèå. Åñëè (A,<) - âïîëíå óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî
è îòîáðàæåíèå f : (A, <) → (A,<) ÿâëÿåòñÿ ïîäîáèåì, òî îòîáðàæåíèå
f : A → A ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâåííûì.
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Â ñàìîì äåëå, òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå ε : (A,<) → (A,<)
ÿâëÿåòñÿ ïîäîáèåì, è ñîãëàñíî ïðåäûäóùåé òåîðåìå, ε = f .

II.2.11. Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü α è β � òðàíñôèíèòíûå ÷èñëà è (A,<)
è (B, <) � òàêèå âïîëíå óïîðÿäî÷åííûå ìíîæåñòâà, ÷òî |(A,<)| = α è
|(B, <)| = β. Ãîâîðèì, ÷òî α < β, åñëè âïîëíå óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî
(A,<) ïîäîáíî íåêîòîðîìó îòðåçêó âïîëíå óïîðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâà
(B, <), ò.å. α = |{x ∈ B|x < b}| äëÿ íåêîòîðîãî ýëåìåíòà b ∈ B.

II.2.12. Òåîðåìà. Ëþáîå ìíîæåñòâî ∆ òðàíñôèíèòíûõ ÷èñåë
ÿâëÿåòñÿ ÷àñòè÷íî-óïîðÿäî÷åííûì ìíîæåñòâîì îòíîñèòåëüíî áèíàð-
íîãî îòíîøåíèÿ <, îïðåäåëåííîãî â îïðåäåëåíèè II.2.11.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì, ÷òî áèíàðíîå îòíîøåíèå <, îïðåäåëåí-
íîå â îïðåäåëåíèè II.2.11 óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì 1 è 2 îïðåäåëåíèÿ I.3.1.

Ïðîâåðèì âíà÷àëå âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ 1 îïðåäåëåíèÿ I.3.1.
Äîïóñòèì ïðîòèâíîå, ò.å. ÷òî α < β è β < α äëÿ íåêîòîðûõ α, β ∈ ∆.
Åñëè (A, <) è (B, <) � òàêèå âïîëíå óïîðÿäî÷åííûå ìíîæåñòâà, ÷òî

|(A,<)| = α è |(B,<)| = β, òî ñóùåñòâóþò òàêèå ýëåìåíòû a ∈ A è b ∈ B,
è òàêèå îòîáðàæåíèÿ

ξ : A → {x ∈ B|x < b} è η : B → {y ∈ A|y < a}, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ
ïîäîáèÿìè. Òîãäà îòîáðàæåíèå η ◦ ξ : A → A ÿâëÿåòñÿ èíúåêòèâíûì,
ïðè÷åì x < z òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà η ◦ ξ(x) < η ◦ ξ(z).

Òàê êàê η ◦ ξ(A) = η({y ∈ B|y < b}) = {x ∈ A|x < η(b)}, òî
îòîáðàæåíèå η ◦ ξ : A → {x ∈ A|x < η(b)} ÿâëÿåòñÿ ïîäîáèåì, ò.å.
âïîëíå óïîðÿäî÷åííûå ìíîæåñòâà (A,<) ïîäîáíî íåêîòîðîìó ñâîåìó
îòðåçêó. Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå ñ òåîðåìîé II.2.7, è çíà÷èò óñëîâèå 1
îïðåäåëåíèÿ I.3.1 âûïîëíåíî.

Ïóñòü α, β, γ ∈ ∆ - òàêèå òðàíñôèíèòíûå ÷èñëà, ÷òî α < β è β < γ.
Åñëè (A,<), (B,<) è (C, <) � òàêèå âïîëíå óïîðÿäî÷åííûå ìíîæåñòâà,
÷òî |(A,<)| = α, |(B,<)| = β è |(C,<)| = γ, òî ñóùåñòâóþò òàêèå
ýëåìåíòû a ∈ A è c ∈ C è òàêèå îòîáðàæåíèÿ ξ : A → {x ∈ B|x < b},
η : B → {y ∈ C|y < c}, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ïîäîáèÿìè.

Òàê êàê η ◦ ξ(A) = η({y ∈ B|y < b}) = {x ∈ A|x < η(b)}, òî
îòîáðàæåíèå η ◦ ξ : A → {z ∈ C|z < η(b)} ÿâëÿåòñÿ ïîäîáèåì, ò.å.
âïîëíå óïîðÿäî÷åííûå ìíîæåñòâà (A,<) ïîäîáíî íåêîòîðîìó îòðåçêó
âïîëíå óïîðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâà (C, <), è çíà÷èò, α < γ.

Ñëåäîâàòåëüíî, âûïîëíåíî è óñëîâèå 2 îïðåäåëåíèÿ I.3.1 âûïîëíåíî.
Ýòèì òåîðåìà ïîëíîñòüþ äîêàçàíà.
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II.2.13. Òåîðåìà. Ïóñòü (A,<) � âïîëíå óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî
è α = | (A,<) |. Åñëè W (α) = {γ| γ - òðàíñôèíèòíîå ÷èñëî è γ < α},
òî ìíîæåñòâî (A,<) ïîäîáíî ìíîæåñòâó (W (α), <).

Äîêàçàòåëüñòâî.Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå ξ : A → W (α) ñëåäóþùèì
îáðàçîì: ξ(a) = |({x ∈ A|x < a}, <)| äëÿ êàæäîãî a ∈ A.

Òàê êàê {x ∈ A|x < a}ÿâëÿåòñÿ îòðåçêîì â (A,<), òî ξ(a) < α, ò.å.
ξ(a) ∈ W (α). Çíà÷èò ξ : A → W (α) ÿâëÿåòñÿ îòîáðàæåíèåì.

Ïðîâåðèì, ÷òî ïîñòðîåííîå îòîáðàæåíèå ξ : (A,<) → (W (α) , <)
ÿâëÿåòñÿ ïîäîáèåì.

Äîêàæåì âíà÷àëå, ÷òî ξ : A → W (α) � èíúåêöèÿ.
Åñëè a, b ∈ A è a 6= b, òî ýëåìåíòû a è b ñðàâíèìû ìåæäó ñîáîé.

Äîïóñòèì, äëÿ îïðåäåëåííîñòè, ÷òî a < b. Òîãäà {x ∈ A|x < a} ⊆ {x ∈
A|x < b}. Òàê êàê a ∈ {x ∈ A|x < b} è a < b, òî {x ∈ A|x < a} ÿâëÿåòñÿ
îòðåçêîì â ìíîæåñòâå {x ∈ A|x < b}, è çíà÷èò, ξ(a) < ξ(b).

Èòàê, ìû äîêàçàëè, ÷òî îòîáðàæåíèå ξ : A → W (α) ÿâëÿåòñÿ
èíúåêòèâíûì, ïðè÷åì èç íåðàâåíñòâà a < b ñëåäóåò, ÷òî ξ(a) < ξ(b).

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî îòîáðàæåíèå ξ : A → W (α) ÿâëÿåòñÿ ñþðüåêöèåé.
Åñëè β ∈ W (α), òî β < α, è çíà÷èò, ñóùåñòâóåò òàêîé ýëåìåíò c ∈ A,

÷òî β = |{x ∈ A|x < c}| (ñì. îïðåäåëåíèå II.2.11). Òîãäà ξ (c) = β, ò.å.
îòîáðàæåíèå ξ : A → W (α) ÿâëÿåòñÿ ñþðüåêòèâíûì.

Îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî îòîáðàæåíèå ξ : A → W (α) ÿâëÿåòñÿ
ïîäîáèåì.

Ðàíüøå ìû ïîêàçàëè, ÷òî èç a < b ñëåäóåò, ÷òî ξ(a) < ξ(b).
Ïóñòü òåïåðü ξ (a) < ξ (b) äëÿ íåêîòîðûõ ýëåìåíòîâ a, b ∈ A. Òàê êàê

ξ(a) = |{x ∈ A|x < a}| è ξ(b) = |{x ∈ A|x < b}|, òî {x ∈ A|x < a} ÿâëÿåòñÿ
îòðåçêîì â ìíîæåñòâå {x ∈ A|x < b}, è çíà÷èò, a ∈ {x ∈ A|x < b}, ò.å.
a < b.

Ýòè òåîðåìà ïîëíîñòüþ äîêàçàíà.

II.2.14. Ñëåäñòâèå. Åñëè γ - òðàíñôèíèòíîå ÷èñëî, òî (W (γ), <
) ÿâëÿåòñÿ âïîëíå óïîðÿäî÷åííûì ìíîæåñòâîì è γ ÿâëÿåòñÿ åãî
ïîðÿäêîâûì òèïîì, ò.å. γ = |(W (γ), <)|.

Â ñàìîì äåëå, åñëè (A,<) - òàêîå âïîëíå óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî,
÷òî γ = |(A,<)|, òî, ñîãëàñíî ïðåäûäóùåé òåîðåìå, âïîëíå óïîðÿäî÷åí-
íîå ìíîæåñòâî (A,<) ïîäîáíî ìíîæåñòâó (W (γ), <).

Çíà÷èò (W (γ), <) ÿâëÿåòñÿ âïîëíå óïîðÿäî÷åííûì ìíîæåñòâîì, ïðè-
÷åì |(W (γ), <)| = |(A,<)| = γ.
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II.2.15. Òåîðåìà. Ïóñòü α, β � ïðîèçâîëüíûå òðàíñôèíèòíûå
÷èñëà, òîãäà îíè ñðàâíèìû ìåæäó ñîáîé, ò.å. α = β, ëèáî α < β,
ëèáî β < α.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè W (α) = {γ|γ < α}, W (β) = {γ|γ < β} è
D = W (α) ∩ W (β) = {γ| γ < α, γ < β}, òî èç óòâåðæäåíèÿ II.2.5.1 è
ñëåäñòâèÿ II.2.14, ñëåäóåò, ÷òî (D, <) ÿâëÿåòñÿ âïîëíå óïîðÿäî÷åííûì
ìíîæåñòâîì, è çíà÷èò, ñóùåñòâóåò òàêîå òðàíñôèíèòíîå ÷èñëî ρ, ÷òî ρ =
|(D, <)|.

Òîãäà ëèáî D = W (α), ëèáî D ⊂ W (α).
Åñëè D = W (α), òî ρ = α.
Ïóñòü òåïåðü D ⊂ W (α). Òîãäà W (α) \D 6= ∅. Òàê êàê, ñîãëàñíî

ñëåäñòâèþ II.2.14, ìíîæåñòâî (W (α), <) ÿâëÿåòñÿ âïîëíå óïîðÿäî÷åííûì
ìíîæåñòâîì, òî â ìíîæåñòâå W (α) \D èìååòñÿ íàèìåíüøèé ýëåìåíò γ.

Ïîêàæåì, ÷òî D = W (γ). Åñëè µ ∈ D, òî µ ∈ W (α) ∩ W (β), è
çíà÷èò, µ < α è µ < β. Òàê êàê ìíîæåñòâî (W (α), <) ÿâëÿåòñÿ âïîëíå
óïîðÿäî÷åííûì è γ, µ ∈ W (α), òî µ < γ ëèáî µ = γ, ëèáî γ < µ.

Åñëè µ < γ, òî µ ∈ W (γ).
Åñëè æå µ = γ, òî (ñì. îïðåäåëåíèå ýëåìåíòà γ) µ = γ ∈ W (α) \D.

Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå ñ âûáîðîì ýëåìåíòà µ ∈ D. Ñëåäîâàòåëüíî,
ñëó÷àé µ = γ íåâîçìîæåí.

Åñëè æå γ < µ, òî γ < µ < α è γ < µ < β, ò.å. γ ∈ W (α)∩W (β) = D.
Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå òîìó, ÷òî γ ∈ W (α) \D. Ñëåäîâàòåëüíî, è

ñëó÷àé γ < µ íåâîçìîæåí.
Èòàê, ìû äîêàçàëè, ÷òî µ ∈ W (γ). Èç ïðîèçâîëüíîñòè ýëåìåíòà µ

ñëåäóåò, ÷òî D ⊆ W (γ).
Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî W (γ) ⊆ D. Äîïóñòèì ïðîòèâíîå, ò.å. W (γ) 6⊂ D,

è ïóñòü µ ∈ W (γ) \D. Òîãäà µ < γ. Òàê êàê γ ∈ W (α) \D, òî γ < α, è
çíà÷èò, µ < γ < α, ò.å. µ ∈ W (α), ïðè÷åì µ /∈ D. Òîãäà µ ∈ W (α) \D.
Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå ñ òåì, ÷òî γ � íàèìåíüøèé ýëåìåíò â W (α) \D.
Ñëåäîâàòåëüíî, W (γ) ⊆ D.

Èòàê äîêàçàëè, ÷òî D = W (γ). Òîãäà ρ = |(D,<)| = |(W (γ), <)| =
γ ≤ α.

Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ρ ≤ β.
Âîçìîæíî ñëåäóþùèå ÷åòûðå ñëó÷àÿ:

1. ρ = α è ρ = β, òîãäà α = β;

2. ρ = α è ρ < β, òîãäà α < β;
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3. ρ < α è ρ = β, òîãäà β < α;

4. ρ < α è ρ < β, òîãäà ρ ∈ W (α) è ρ ∈ W (β), è çíà÷èò ρ ∈ W (α) ∩
W (β) = D.

Íî âûøå áûëî äîêàçàíî, ÷òî ρ = γ ∈ W (α) \D. Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå,
ñëåäîâàòåëüíî, ÷åòâåðòûé ñëó÷àé íåâîçìîæåí.

Òàê êàê â êàæäîì èç ïåðâûõ òðåõ ñëó÷àåâ èìååì, ÷òî òðàíñôèíèòíûå
÷èñëà α è β ñðàâíèìû ìåæäó ñîáîé, òî òåîðåìà ïîëíîñòüþ äîêàçàíà.

II.2.16.Òåîðåìà. Ëþáîå ìíîæåñòâî òðàíñôèíèòíûõ ÷èñåë ÿâëÿ-
åòñÿ âïîëíå óïîðÿäî÷åííûì ìíîæåñòâîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü A � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî òðàíñôèíèòíûõ
÷èñåë. Òàê êàê, ñîãëàñíî òåîðåìå II.2.15, ëþáûå äâà òðàíñôèíèòíûõ
÷èñëà ñðàâíèìû ìåæäó ñîáîé, òî (A,<) ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííûì
ìíîæåñòâîì.

Ïóñòü òåïåðü ∅ 6= B ⊆ A è β ∈ B.
Åñëè β ÿâëÿåòñÿ íàèìåíüøèì ýëåìåíòîì â B, òî òåîðåìà äîêàçàíà.
Åñëè æå β íå ÿâëÿåòñÿ íàèìåíüøèì ýëåìåíòîì â B, òî ñóùåñòâóåò

òàêîå γ ∈ B, ÷òî γ < β. Òîãäà γ ∈ B ∩W (β), è çíà÷èò, B ∩W (β) 6= ∅.
Òàê êàê, ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ II.2.14, ìíîæåñòâî W (β) ÿâëÿåòñÿ âïîëíå
óïîðÿäî÷åííûì, òî â ìíîæåñòâå B ∩W (β) èìååòñÿ íàèìåíüøèé ýëåìåíò
µ.

Ïîêàæåì, ÷òî µ ÿâëÿåòñÿ íàèìåíüøèì ýëåìåíòîì è â B.
Ïóñòü α ∈ B. Òîãäà, ñîãëàñíî òåîðåìå II.2.15, ÷èñëà α è β ñðàâíèìû

ìåæäó ñîáîé.
Åñëè α < β, òî α ∈ B ∩W (β), è çíà÷èò µ ≤ α (ñì. îïðåäåëåíèå µ).

Åñëè æå β ≤ α, òî µ < β ≤ α.
Èòàê, ìû äîêàçàëè, ÷òî µ ÿâëÿåòñÿ íàèìåíüøèì ýëåìåíòîì â ìíîæåñòâå

B.
Ýòèì òåîðåìà ïîëíîñòüþ äîêàçàíà.

II.2.17. Òåîðåìà. (Öåðìåëî) Åñëè M � ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî,
òî íà ìíîæåñòâå M ìîæíî îïðåäåëèòü òàêîé ïîðÿäîê <, ÷òî (M,<)
ñòàíåò âïîëíå óïîðÿäî÷åííûì ìíîæåñòâîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè
_

M - ìíîæåñòâî âñåõ íåïóñòûõ ïîäìíîæåñòâ
ìíîæåñòâà M , òî ñîãëàñíî òåîðåìå 0.2.10, ñóùåñòâóåò òàêîå îòîáðàæåíèå
ψ :

_

M → M , ÷òî ψ(A) ∈ A äëÿ ëþáîãî A ∈ _

M .
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Íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî A ⊆ M áóäåì íàçûâàòü îòìå÷åííûì, åñëè
â íåì ìîæíî çàäàòü òàêîé ïîðÿäîê ≺A, ÷òî (A,≺A) ñòàíåò âïîëíå
óïîðÿäî÷åííûì ìíîæåñòâîì, ïðè÷åì a = ψ(M\{x ∈ A|x ≺A a}) äëÿ
âñÿêîãî a ∈ A.

Òàê êàê â îäíîýëåìåíòíîì ìíîæåñòâå {ψ(M)}ìîæíî îïðåäåëèòü
òîëüêî òðèâèàëüíûé ïîðÿäîê ≺{ψ(M)}, ïðè÷åì ({ψ(M)},≺{ψ(M)}) áóäåò
âïîëíå óïîðÿäî÷åííûì, è

ψ(M) = ψ(M\∅) = ψ(M\{x ∈ {ψ(M)}|x ≺{ψ(M)} ψ(M)},
òî îäíîýëåìåíòíîå ìíîæåñòâî {ψ(M)} ÿâëÿåòñÿ îòìå÷åííûì.

Êðîìå òîãî, åñëè ïîäìíîæåñòâî A ⊆ M ÿâëÿåòñÿ îòìå÷åííûì è a
ÿâëÿåòñÿ íàèìåíüøèì ýëåìåíòîì â (A. ≺A), òî ψ(M) = ψ(M\∅) =
ψ(M\{x ∈ A|x ≺A a} = a, ò.å. ψ(M) ÿâëÿåòñÿ íàèìåíüøèì ýëåìåíòîì â
ëþáîì îòìå÷åííîì ïîäìíîæåñòâå A ⊆ M .

Åñëè b - íàèìåíüøèé ýëåìåíò â A\{ψ(M)}, òî {ψ(M)} = {x ∈ A
|x <A b}, è çíà÷èò, {ψ(M)} ÿâëÿåòñÿ îòðåçêîì âî âïîëíå óïîðÿäî÷åííîì
ìíîæåñòâå (A,≺A).

Äàëüíåéøåå äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäåì â íåñêîëüêî ýòàïîâ.
I. Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáûõ äâóõ ðàçëè÷íûõ îòìå÷åííûõ ïîäìíîæåñòâ

A è B, îäíî èç íèõ ÿâëÿåòñÿ îòðåçêîì â äðóãîì, ïðè÷åì íà ìåíüøåì èç
íèõ ïîðÿäêè ≺A è ≺B ñîâïàäàþò.

Ïóñòü A è B - äâà ðàçëè÷íûõ îòìå÷åííûõ ïîäìíîæåñòâà, è ïóñòü
C ðàâíî îáúåäèíåíèþ âñåõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà A ∩ B, êàæäîå èç
êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ îòðåçêîì â (A,≺A) è â (B,≺B), ïðè÷åì íà êàæäîì èç
íèõ ïîðÿäêè ≺A è ≺B ñîâïàäàþò.

Òàê êàê {ψ(M)} ⊆ A ∩ B è {ψ(M)} ÿâëÿåòñÿ îòðåçêîì â êàæäîì èç
âïîëíå óïîðÿäî÷åííûõ ìíîæåñòâ (A,≺A) è (B,≺B), ïðè÷åì íà îäíîýëå-
ìåíòíîì ìíîæåñòâå {ψ(M)} ïîðÿäêè ≺A è ≺B ñîâïàäàþò, òî C 6= ∅.

Êðîìå òîãî, ïîñêîëüêó äëÿ ëþáûõ äâóõ îòðåçêîâ âïîëíå óïîðÿäî÷åí-
íîãî ìíîæåñòâà îäèí èç íèõ ñîäåðæèòñÿ â äðóãîì, òî èç îïðåäåëåíèÿ
ìíîæåñòâà C ñëåäóåò, ÷òî íà ìíîæåñòâå C ïîðÿäêè ≺A è ≺B ñîâïàäàþò.

Åñëè C 6= A, òî A\C 6= ∅, è çíà÷èò, â A ñóùåñòâóåò ýëåìåíò a, êîòîðûé
ÿâëÿåòñÿ íàèìåíüøèì ýëåìåíòîì â (A\C,≺A). Òîãäà {x ∈ A|x ≺A a} ⊆ C

Òàê êàê C ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì íåêîòîðûõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà
A, êàæäîå èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ îòðåçêîì â (A,≺A) è a /∈ C, òî a íå
ìîæåò áûòü ìåíüøå èëè ðàâåí íèêàêîìó ýëåìåíòó èç C (èáî, â ïðîòèâíîì
ñëó÷àå, ýëåìåíò a, ïðèíàäëåæàë áû íåêîòîðîìó èç ýòèõ îòðåçêîâ, è òîãäà
ýëåìåíò a ïðèíàäëåæàë áû C). Çíà÷èò, c ≺A a äëÿ ëþáîãî c ∈ C, ò.å.
C ⊆ {x ∈ A|x ≺A a} ⊆ C. Ñëåäîâàòåëüíî, C = {x ∈ A|x ≺A a} ò.å. C
ÿâëÿåòñÿ îòðåçêîì â (A,≺A), êîòîðûé îòñåêàåòñÿ ýëåìåíòîì a.
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Ïîñêîëüêó A ÿâëÿåòñÿ îòìå÷åííûì ìíîæåñòâîì, òî ψ(M\C) =
ψ(M\{x ∈ A|x ≺A a}) = a, ò.å. C áóäåò îòðåçêîì â (A,≺A), êîòîðûé
îòñåêàåòñÿ ýëåìåíòîì ψ(M\C).

Êðîìå òîãî, åñëè C ∪ {ψ(M\C)} ⊂ A è a′ - íàèìåíüøèé ýëåìåíò
â (A\(C ∪ {ψ(M\C)}),≺A), òî a′ íå ìîæåò áûòü ìåíüøå èëè ðàâíûì
íèêàêîìó ýëåìåíòó èç C ∪ {ψ(M\C)}(â ïðîòèâíîì ñëó÷àå a′ ∈ C ∪
{ψ(M\C)}).

Òàê êàê (A,≺A) ÿâëÿåòñÿ âïîëíå óïîðÿäî÷åííûì ìíîæåñòâîì è a′

- íàèìåíüøèé ýëåìåíò â (A\(C ∪ {ψ(M\C)}),≺A), òî C ∪ {ψ(M\C)} =
{x ∈ A|x ≺A a′}, ò.å C∪{ψ(M\C)} ÿâëÿåòñÿ îòðåçêîì â (A,≺A), êîòîðûé
îòñåêàåòñÿ ýëåìåíòîì a′.

Àíàëîãè÷íî, åñëè C 6= B, òî ψ(M\C) ∈ B è C áóäåò îòðåçêîì â (B,≺B

), êîòîðûé îòñåêàåòñÿ ýëåìåíòîì ψ(M\C), ïðè÷åì åñëè C∪{ψ(M\C)} ⊂
B è b′ ÿâëÿåòñÿ íàèìåíüøèì ýëåìåíòîì â (B\(C∪{ψ(M\C)}),≺B), òî C∪
{ψ(M\C)} ÿâëÿåòñÿ îòðåçêîì â (B,≺B), êîòîðûé îòñåêàåòñÿ ýëåìåíòîì
b′.

Òàê êàê A 6= B(ñì. âûáîð ìíîæåñòâ A è B), òî âîçìîæíû òîëüêî
ñëåäóþùèå 3 ñëó÷àÿ:

1) C ∪ {ψ(M\C)} ⊂ A è C ∪ {ψ(M\C)} ⊂ B, è çíà÷èò, ìíîæåñòâî
C ∪ {ψ(M\C)} ÿâëÿåòñÿ îòðåçêîì â (A,≺A) è â (B,≺B);

2) C ∪ {ψ(M\C)} = A è C ∪ {ψ(M\C)} ⊂ B, è çíà÷èò, ìíîæåñòâî A
ÿâëÿåòñÿ îòðåçêîì â (B,≺B);

3) C ∪ {ψ(M\C)} ⊂ A è C ∪ {ψ(M\C)} = B, è çíà÷èò, ìíîæåñòâî B
ÿâëÿåòñÿ îòðåçêîì â (A,≺A).

Ïîêàæåì, ÷òî ïåðâûé ñëó÷àé íåâîçìîæåí.
Äîïóñòèì ïðîòèâíîå, ò.å. C ∪ {ψ(M\C)} ⊂ A è C ∪ {ψ(M\C)} ⊂ B.

Òîãäà ìíîæåñòâî C ∪ {ψ(M\C)} áóäåò îòðåçêîì â (A,≺A) è â (B,≺B).
Òàê êàê íà C ïîðÿäêè ≺A è ≺B ñîâïàäàþò, ïðè÷åì c ≺A ψ(M\C) è
c ≺B ψ(M\C) äëÿ ëþáîãî c ∈ C, òî íà ìíîæåñòâå C∪{ψ(M\C)} ïîðÿäêè
≺A è ≺B òîæå áóäóò ñîâïàäàòü.

Èç îïðåäåëåíèÿ ìíîæåñòâà C ñëåäóåò, ÷òî C ∪ {ψ(M\C)} ⊆ C, ò.å.
ψ(M\C) ∈ C. Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå ñ òåì, ÷òî ψ(M\C) ∈ M\C.
Ñëåäîâàòåëüíî, ýòîò ñëó÷àé íåâîçìîæåí.

Èòàê, ìû ïîëó÷èëè, ÷òî äëÿ ëþáûõ äâóõ ðàçëè÷íûõ îòìå÷åííûõ
ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà M âîçìîæíû òîëüêî ñëó÷àè 2) è 3), è çíà÷èò,
îäíî èç íèõ ÿâëÿåòñÿ îòðåçêîì äðóãîãî, ïðè÷åì ìåíüøåå èç íèõ ðàâíî
C ∪ {ψ(M\C)}.

Êðîìå òîãî, ïîñêîëüêó íà C ïîðÿäêè ≺A è ≺B ñîâïàäàþò, ïðè÷åì
c ≺A ψ(M\C) è c ≺B ψ(M\C) äëÿ ëþáîãî c ∈ C, òî è íà ìíîæåñòâå
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C ∪ {ψ(M\C)} ïîðÿäêè ≺A è ≺B òîæå áóäóò ñîâïàäàòü. Çíà÷èò íà
ìåíüøåì èç ýòèõ îòìå÷åííûõ ìíîæåñòâ ïîðÿäêè ≺A è ≺B ñîâïàäàþò.

Ýòèì I ýòàï äîêàçàí.

II. Îïðåäåëèì íà ìíîæåñòâå L, êîòîðîå ðàâíî îáúåäèíåíèþ âñåõ
îòìå÷åííûõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà M , ïîðÿäîê ≺ è ïîêàæåì, ÷òî
ìíîæåñòâî (L,≺) áóäåò âïîëíå óïîðÿäî÷åííûì.

Ïóñòü a, b ∈ L. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî a ≺ b â (L,≺), åñëè ñóùåñòâóåò
òàêîå îòìå÷åííîå ïîäìíîæåñòâî B, ÷òî a, b ∈ B è a ≺B b â (B,≺B).

Òàê êàê äëÿ ëþáûõ äâóõ îòìå÷åííûõ ïîäìíîæåñòâ A è B, ñîãëàñíî
óæå äîêàçàííîìó ýòàïó I, îäíî èç ýòèõ íèõ ÿâëÿåòñÿ îòðåçêîì â äðóãîì,
ïðè÷åì íà ìåíüøåì èç íèõ ïîðÿäêè ≺A è ≺B ñîâïàäàþò, òî ââåäåííûé
íà ìíîæåñòâå L ïîðÿäîê ≺, íå çàâèñèò îò âûáðàííîãî ïîäìíîæåñòâà B.

Çíà÷èò íà ìíîæåñòâå L ïîðÿäîê ≺ îïðåäåëåí êîððåêòíî.
Ïðîâåðèì, ÷òî (L,≺) ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííûì ìíîæåñòâîì.
Åñëè a, b ∈ L, òî ñóùåñòâóþò òàêèå îòìå÷åííûå ïîäìíîæåñòâà A è

B, ÷òî a ∈ A è b ∈ B. Íî ñîãëàñíî óæå äîêàçàííîìó ýòàïó I, îäíî èç
ýòèõ îòìå÷åííûõ ïîäìíîæåñòâ ÿâëÿåòñÿ îòðåçêîì â äðóãîì. Çíà÷èò, îáà
ýòè ýëåìåíòà ïðèíàäëåæàò îäíîìó è òîìó æå îòìå÷åííîìó ìíîæåñòâó,
êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ âïîëíå óïîðÿäî÷åííûì. Ñëåäîâàòåëüíî, ýòè ýëåìåíòû
ñðàâíèìû ìåæäó ñîáîé â ýòîì âïîëíå óïîðÿäî÷åííîì ìíîæåñòâå, è
çíà÷èò îíè ñðàâíèìû â (L,≺).

Èç ïðîèçâîëüíîñòè ýëåìåíòîâ a è b ñëåäóåò, ÷òî ìíîæåñòâî (L,≺)
ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííûì.

Ïóñòü òåïåðü ∅ 6= C ⊆ L. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîå îòìå÷åííîå
ïîäìíîæåñòâî B, ÷òî ∅ 6= D = C ∩ B, è ïîñêîëüêó (B,≺B) ÿâëÿåòñÿ
âïîëíå óïîðÿäî÷åííûì ìíîæåñòâîì, òî ìíîæåñòâî D îáëàäàåò íàèìåíü-
øèì ýëåìåíòîì d.

Äîêàæåì, ÷òî d ÿâëÿåòñÿ íàèìåíüøèì ýëåìåíòîì â C.
Äîïóñòèì ïðîòèâíîå, ò.å. d íå ÿâëÿåòñÿ íàèìåíüøèì ýëåìåíòîì â C.

Òîãäà, ïîñêîëüêó (L,≺) ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííûì ìíîæåñòâîì,
òî ñóùåñòâóåò òàêîé ýëåìåíò c ∈ C, ÷òî c ≺ d, è çíà÷èò, c /∈ B.
Ñóùåñòâóåò òàêîå îòìå÷åííîå ìíîæåñòâî A, ÷òî c ∈ A. Òàê êàê c /∈ B,
òî (ñì. I ýòàï äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû) B áóäåò îòðåçêîì â(A,≺A), ò.å.
B = {x ∈ A|x ≺A a} äëÿ íåêîòîðîãî ýëåìåíòà a ∈ A. Òîãäà c ≺ d ≺A a,
è çíà÷èò, c ∈ B. Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå. Ñëåäîâàòåëüíî, d ÿâëÿåòñÿ
íàèìåíüøèì ýëåìåíòîì â C.

Ýòèì ìû äîêàçàëè, ÷òî ìíîæåñòâî (L,≺) ÿâëÿåòñÿ âïîëíå óïîðÿäî÷åí-
íûì.
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III. Ïîêàæåì, ÷òî îïðåäåëåííîå âûøå ìíîæåñòâî L, ÿâëÿåòñÿ îòìå÷åí-
íûì ïîäìíîæåñòâîì (ñì. íà÷àëî äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû).

Ïóñòü a ∈ L. Òîãäà a ∈ B äëÿ íåêîòîðîãî îòìå÷åííîãî ïîäìíîæåñòâà
B. Ïîêàæåì â íà÷àëå, ÷òî {x ∈ B|x ≺B a} = {x ∈ L|x ≺ a}.

Äîïóñòèì ïðîòèâíîå, ò.å. ÷òî {x ∈ B|x ≺B a} 6= {x ∈ L|x ≺ a}.
Òàê êàê B ⊆ L, òî {x ∈ B|x ≺B a} ⊆ {x ∈ L|x ≺ a}. Òîãäà

ñóùåñòâóåò òàêîé ýëåìåíò c ∈ {x ∈ L|x ≺ a}, ÷òî c /∈ {x ∈ B|x ≺B a}.
Èç îïðåäåëåíèÿ ìíîæåñòâà L ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîå îòìå÷åííîå

ïîäìíîæåñòâî C, ÷òî c ∈ C. Òàê êàê C 6⊂ B, òî, ñîãëàñíî I ýòàïó
äîêàçàòåëüñòâà ýòîé òåîðåìû, B ÿâëÿåòñÿ îòðåçêîì â ìíîæåñòâå C, ò.å.
B = {x ∈ C|x ≺C d} äëÿ íåêîòîðîãî ýëåìåíòà d ∈ C, è çíà÷èò, a ≺C d.
Òîãäà c ≺C a ≺C d, è çíà÷èò, c ∈ B.

Òàê êàê íà ìíîæåñòâå B ïîðÿäêè ≺B è ≺C ñîâïàäàþò, òî c ∈
{x ∈ B|x ≺B a}. Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå ñ âûáîðîì ýëåìåíòà c.
Ñëåäîâàòåëüíî {x ∈ B|x ≺B a} = {x ∈ L|x ≺ a}.

Òîãäà ψ(M\{x ∈ L|x ≺ a}) = ψ(M\{x ∈ B|x ≺B a}) = a (èáî B
ÿâëÿåòñÿ îòìå÷åííûì ïîäìíîæåñòâîì).

Èòàê, ìû äîêàçàëè, ÷òî a = ψ(M\{x ∈ L|x ≺ a}) äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà
a ∈ L, ò.å. L ÿâëÿåòñÿ îòìå÷åííûì ïîäìíîæåñòâîì.

IV. Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû îñòàëîñü ïðîâåðèòü, ÷òî
L = M .

Äîïóñòèì ïðîòèâíîå, ò.å. L 6= M . Òîãäà M\L ∈ _

M (îïðåäåëåíèå
_

M
ñì. â íà÷àëå äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû). Ïóñòü y = ψ(M\L) è L′ = L∪{y}.

Äîîïðåäåëèì íà L′ ïîðÿäîê ≺, çàäàííûé íà L, ñëåäóþùèì îáðàçîì:
Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî x ≺ y äëÿ ëþáîãî x ∈ L.
Òîãäà èç òîãî, ÷òî (L,≺) ÿâëÿåòñÿ âïîëíå óïîðÿäî÷åííûì ìíîæåñòâîì

ñëåäóåò, ÷òî è (L′,≺) áóäåò âïîëíå óïîðÿäî÷åííûì ìíîæåñòâîì.
Êðîìå òîãî, y = ψ(M\L) = ψ(M\{x ∈ L′|x ≺ y}) è a = ψ(M\{x ∈

L|x ≺ a}) = ψ(M\{x ∈ L′|x ≺ a}) äëÿ ëþáîãî a ∈ L′ è a 6= y. Çíà÷èò L′

áóäåò îòìå÷åííûì ïîäìíîæåñòâîì â ìíîæåñòâå M , ïðè÷åì L ⊂ L′.
Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå ñ îïðåäåëåíèåì ìíîæåñòâà L.
Ñëåäîâàòåëüíî L = M , è çíà÷èò, (M,≺) áóäåò âïîëíå óïîðÿäî÷åííûì

ìíîæåñòâîì.
Ýòèì òåîðåìà ïîëíîñòüþ äîêàçàíà.

II.2.18. Îáîçíà÷åíèå.Ïóñòü (A,<) � âïîëíå óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî,
è α = | (A,<) |. Åñëèm � ìîùíîñòü ìíîæåñòâà A, ò.å.m =| |A| |, òî áóäåì
ïèñàòü |α| = m .

II.2.19. Òåîðåìà. Åñëè α è β � òðàíñôèíèòíûå ÷èñëà, òî âåðíû
ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:
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II.2.19.1. Åñëè |α| < |β|, òî α < β;
II.2.19.2. Åñëè α ≤ β, òî |α| ≤ |β|;
II.2.19. 3. Åñëè α = β, òî |α| = |β|;
II.2.19. 4. Åñëè |α| = |β|, òî î òðàíñôèíèòíûõ ÷èñëàõ α è β

íè÷åãî íåëüçÿ ñêàçàòü, ò.å. ìîæåò áûòü ëþáàÿ èç ñëåäóþùèõ òðåõ
âîçìîæíîñòåé α = β, ëèáî α < β, ëèáî α > β.

Äîêàçàòåëüñòâî.
II.2.19.1. Äîïóñòèì ïðîòèâíîå, ò.å. ÷òî α íå ìåíüøå ÷åì β. Òîãäà,

ñîãëàñíî òåîðåìå II.2.15, ëèáî α = β, ëèáî β < α.
Åñëè α = β, òî ñóùåñòâóåò îòîáðàæåíèå ψ : W (α) → W (β), êîòîðîå

ÿâëÿåòñÿ ïîäîáèåì. Òîãäà ψ : W (α) → W (β) ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé, è
çíà÷èò, |α| = | |W (α)| | = | |W (β)| | = β.

Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå.
Ñëåäîâàòåëüíî, è ýòîò ñëó÷àé íåâîçìîæåí.
Çíà÷èò β < α. Òîãäà (W (β), <) ïîäîáíî íåêîòîðîìó îòðåçêó (S, <)

âïîëíå óïîðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâà (W (α), <), è çíà÷èò, ìíîæåñòâî W (β)
ýêâèâàëåíòíî ïîäìíîæåñòâó S ìíîæåñòâà W (α). Òîãäà |β| = | |W (β) || =
| |S|| ≤ ||W (α)| | = |α|.

Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå ñ óñëîâèåì óòâåðæäåíèÿ.
Ñëåäîâàòåëüíî, è ýòîò ñëó÷àé íåâîçìîæåí.
Ýòèì óòâåðæäåíèå II.2.19.1 äîêàçàíî.
II.2.19.2. Åñëè α ≤ β, òî âïîëíå óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî (W (α), <)

ïîäîáíî ìíîæåñòâó (W (β) , <) ëèáî ïîäîáíî íåêîòîðîìó åãî îòðåçêó, è
çíà÷èò, ñóùåñòâóåò èíúåêòèâíîå îòîáðàæåíèå ψ : W (α) → W (β). Òîãäà
|α| = | |W (α)| | ≤ | |W (β)| | = |β|.

Ýòèì óòâåðæäåíèå II.2.19.2 äîêàçàíî.
II.2.19.3. Åñëè α = β, òî W (α) = W (β), è çíà÷èò, |α| = | |W (α)| | =

| |W (β)| | = |β|.
Ýòèì óòâåðæäåíèå II.2.19.3 äîêàçàíî.
Âåðíîñòü óòâåðæäåíèÿ II.2.19.4 áóäåò äîêàçàíî â ñëåäóþùåì ïàðàãðàôå,

(ñì. çàìå÷àíèå II.3.4) ïîñëå òîãî êàê áóäåò îïðåäåëåíà îïåðàöèÿ ñëîæåíèÿ
òðàíñôèíèòíûõ ÷èñåë.

II.2.20 . Çàìå÷àíèå. Åñëè α è β � êîíå÷íûå òðàíñôèíèòíûå ÷èñëà,
òî ñîãëàñíî II.2.3, èç ðàâåíñòâà |α| = |β| ñëåäóåò, ÷òî α = β.

II.2.21. Òåîðåìà. Ëþáûå äâà êàðäèíàëüíûõ ÷èñëà ñðàâíèìû ìåæäó
ñîáîé.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü m 6= s � ïðîèçâîëüíûå êàðäèíàëüíûå ÷èñëà
è A è B - òàêèå ìíîæåñòâà, ÷òî ||A|| = m è ||B|| = s. Ñîãëàñíî òåîðåìå
Öåðìåëî (ñì. II.2.17), â êàæäîì èç ìíîæåñòâ A è B ìîæíî îïðåäåëèòü
òàêîé ïîðÿäîê, ÷òî (A,<) è (B,<) áóäóò âïîëíå óïîðÿäî÷åííûìè
ìíîæåñòâàìè.

Åñëè α = |(A,<)| è β = |(B,<)|, òî ñîãëàñíî òåîðåìå II.2.15,
òðàíñôèíèòíûå ÷èñëà α è β ñðàâíèìû ìåæäó ñîáîé. Äîïóñòèì, äëÿ
îïðåäåëåííîñòè, ÷òî α ≤ β. Òîãäà, ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ II.2.19.2,
m=||A|| = |α| ≤ |β| = ||B|| = s, è ïîñêîëüêó m 6= s, òî m < s.

Ýòèì òåîðåìà ïîëíîñòüþ äîêàçàíà.

II.2.22. Òåîðåìà. Ëþáîå ìíîæåñòâî ∆ êàðäèíàëüíûõ ÷èñåë
ÿâëÿåòñÿ âïîëíå óïîðÿäî÷åííûì ìíîæåñòâîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî òåîðåìå II.2.21, (∆, <) ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíî
óïîðÿäî÷åííûì ìíîæåñòâîì.

Ïóñòü òåïåðü ∅ 6= Λ ⊆ ∆.
Äëÿ êàæäîãî êàðäèíàëüíîãî ÷èñëàm ∈ Λ ðàññìîòðèì òàêîå ìíîæåñòâî

Am , ÷òî ||Am ||=m.
Ñîãëàñíî òåîðåìå Öåðìåëî (ñì. II.2.17) â êàæäîì èç ìíîæåñòâ Am

ìîæíî çàäàòü òàêîé ïîðÿäîê <, ÷òî ýòî ìíîæåñòâî ñòàíåò âïîëíå
óïîðÿäî÷åííûì ìíîæåñòâîì. Åñëè αm = |(Am <)| è Ω = {αm |m ∈ Λ},
òî m =||Am || = ||(Am <)|| = |αm |.

Ñîãëàñíî òåîðåìå II.2.16, ìíîæåñòâî (Ω, <) ÿâëÿåòñÿ âïîëíå óïîðÿäî÷åííûì
ìíîæåñòâîì, è çíà÷èò, Ω ñîäåðæèò íàèìåíüøèé ýëåìåíò αm 0 . Òîãäà
m 0 ∈ Λ è m0 = |αm 0| ≤ |αm | = m äëÿ ëþáîãî m ∈ Λ ò.å. Λ èìååò
íàèìåíüøèé ýëåìåíò.

Ýòèì òåîðåìà ïîëíîñòüþ äîêàçàíà.

II.2.23. Òåîðåìà. Äëÿ ëþáîãî êàðäèíàëüíîãî ÷èñëà m ñóùåñòâóåò
òàêîå êàðäèíàëüíîå ÷èñëî m', ÷òî m<m' è ìåæäó êàðäèíàëüíûìè
÷èñëàìè m è m' íåò íèêàêèõ äðóãèõ êàðäèíàëüíûõ ÷èñåë.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî óïðàæíåíèþ II.1.9.3,
2m = | |{A|A ⊆ M}| | >m, è çíà÷èò, M ′ = {t | m <t ≤ 2m} 6= ∅.

Òàê êàê ñîãëàñíî òåîðåìå II.2.22, ìíîæåñòâî M ′ ÿâëÿåòñÿ âïîëíå
óïîðÿäî÷åííûì, òî â íåì èìååòñÿ íàèìåíüøèé ýëåìåíò m' . Òîãäà m
< m' è ìåæäó m è m' íåò íèêàêèõ êàðäèíàëüíûõ ÷èñåë.

Ýòèì òåîðåìà ïîëíîñòüþ äîêàçàíî.

II.2.24. Çàìå÷àíèå. Ñîãëàñíî òåîðåìå II.2.23 äëÿ êàðäèíàëüíîãî
÷èñëà ℵ0 (ìîùíîñòè ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà) ñóùåñòâóåò êàðäèíàëüíîå
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÷èñëî ℵ1 òàêîå, ÷òî. ℵ0 < ℵ1 è ìåæäó íèìè íåò íèêàêèõ äðóãèõ
êàðäèíàëüíûõ ÷èñåë, ò.å. ℵ1 ÿâëÿåòñÿ íàèìåíüøèì áåñêîíå÷íûì, íåñ÷åò-
íûì, êàðäèíàëüíûì ÷èñëîì.

Àíàëîãè÷íî, äëÿ êàðäèíàëüíîãî ÷èñëà ℵ1 ñóùåñòâóåò òàêîå êàðäèíà-
ëüíîå ÷èñëî ℵ2, ÷òî ℵ1 < ℵ2 è ìåæäó íèìè íåò íèêàêèõ äðóãèõ
êàðäèíàëüíûõ ÷èñåë.

Ïðîäîëæàÿ ýòîò ïðîöåññ, ìû ïîñòðîèì òàêóþ âîçðàñòàþùóþ öåïî÷êó
ℵ0 < ℵ1 < ℵ2 < . . . êàðäèíàëüíûõ ÷èñåë, ÷òî ìåæäó íèìè íåëüçÿ âñòàâèòü
íèêàêèå äðóãèå êàðäèíàëüíûå ÷èñëà.

Ïîçæå (ñì. òåîðåìó II.4.7) áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî ýòà öåïî÷êà ìîæåò
áûòü ïðîäîëæåíà òàêèì îáðàçîì, ÷òî êàæäîå òðàíñôèíèòíîå ÷èñëî áóäåò
èíäåêñîì íåêîòîðîãî êàðäèíàëüíîãî ÷èñëà, è âñÿêîå êàðäèíàëüíîå ÷èñëî
áóäåò âõîäèòü â ýòó öåïî÷êó ñ íåêîòîðûì èíäåêñîì, ïðè÷åì α < β òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà ℵα < ℵβ.

Ó÷èòûâàÿ âûøåèçëîæåííîå, êîíòèíóóì ïðîáëåìà (ñì. çàìå÷àíèå
II.1.10) çâó÷èò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Âåðíî ëè, ÷òî ìîùíîñòü êîíòèíóóìà c ðàâíà ℵ1?
È êàê áûëî îòìå÷åíî â çàìå÷àíèè II.1.10, äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî

÷èñëà k èìååòñÿ ìîäåëü òåîðèè ìíîæåñòâ, â êîòîðîé c=ℵk è èìååòñÿ
ìîäåëü, â êîòîðîé c> ℵs äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà s.

II.2.25. Òåîðåìà. Äëÿ ëþáîãî êàðäèíàëüíîãî ÷èñëà m ñóùåñòâóåò
òàêîå òðàíñôèíèòíîå ÷èñëî ω(m), ÷òî äëÿ íåãî âûïîëíåíû ñëåäóþùèå
óñëîâèÿ:

1. |ω(m)| = m ;

2. |α| <m äëÿ ëþáîãî òðàíñôèíèòíîãî ÷èñëà α < ω(m).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî ∆ âñåõ òðàíñôèíèòíûõ
÷èñåë ìîùíîñòè m , ò.å. ∆ = {α| |α| = m}.

Èç òåîðåìû Öåðìåëî (ñì. II.2.17) ñëåäóåò, ÷òî ∆ 6= ∅. Ñîãëàñíî
òåîðåìå II.2.16, ìíîæåñòâî (∆, <) ÿâëÿåòñÿ âïîëíå óïîðÿäî÷åííûì è,
ñëåäîâàòåëüíî, â íåì ñóùåñòâóåò íàèìåíüøèé ýëåìåíò ω(m). Òàê êàê
ω(m) ∈ ∆, òî |ω(m)|=m .

Åñëè òåïåðü α < ω(m), òî èç òîãî, ÷òî êàðäèíàëüíîå ÷èñëî ω(m)
ÿâëÿåòñÿ íàèìåíüøèì â ìíîæåñòâå ∆ ñëåäóåò, ÷òî α /∈ ∆, è çíà÷èò, |α| 6=
m .

Òàê êàê ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ II.2.19.2, |α| ≤ |ω(m)| = m , òî |α| <
m .
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Ýòèì òåîðåìà ïîëíîñòüþ äîêàçàíà.

II.2.26. Òåîðåìà. Åñëè ω0 - ïîðÿäêîâûé òèï ìíîæåñòâà (N, <)
âñåõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ñ îáû÷íûì ïîðÿäêîì, òî ω0 ≤ α äëÿ ëþáîãî
áåñêîíå÷íîãî òðàíñôèíèòíîãî ÷èñëà α.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî òåîðåìå II.2.14 òðàíñôèíèòíûå ÷èñëà ω0

è α ñðàâíèìû ìåæäó ñîáîé. Òàê êàê ëþáîé îòðåçîê â ìíîæåñòâå (N, <)
èìååò âèä {k|k < n}, ãäå n - íàòóðàëüíîå ÷èñëî, ò.å. ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì,
òî α íå ìîæåò áûòü ìåíüøå ÷åì ω0, è çíà÷èò, ω0 ≤ α.

II.2.27. Çàìå÷àíèå. Èç òåîðåì II.2.25 è II.2.26 ñëåäóåò, ÷òî ω(ℵ0) =
ω0.
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II.3. ÎÏÅÐÀÖÈÈ ÍÀÄ
ÒÐÀÍÑÔÈÍÈÒÍÛÌÈ ×ÈÑËÀÌÈ

II.3.1. Òåîðåìà. Ïóñòü (A,<) è (B,<) - òàêèå âïîëíå
óïîðÿäî÷åííûå ìíîæåñòâà, ÷òî A ∩ B = ∅. Åñëè C = A ∪ B, òî
ðàññìîòðèì íà ìíîæåñòâå C áèíàðíîå îòíîøåíèå ≺, îïðåäåëåííîå
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ a, b ∈ C áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî a ≺ b, åñëè
a, b ∈ A è a < b, èëè a, b ∈ B è a < b, èëè a ∈ A è b ∈ B.
Òîãäà ìíîæåñòâî (C,≺) áóäåò âïîëíå óïîðÿäî÷åííûì ìíîæåñòâîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç îïðåäåëåíèÿ áèíàðíîãî îòíîøåíèÿ ≺ ëåãêî
ñëåäóåò, ÷òî (C,≺) ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííûì ìíîæåñòâîì.

Ïóñòü òåïåðü ∅ 6= D ⊆ C. Òîãäà D ∩ A 6= Ø, ëèáî D ⊆ B.
Åñëè D ∩ A 6= Ø, òî èç òîãî, ÷òî ìíîæåñòâî (A,<) ÿâëÿåòñÿ âïîëíå

óïîðÿäî÷åííûì ìíîæåñòâîì ñëåäóåò, ÷òî â ìíîæåñòâå D ∩ A èìååòñÿ
íàèìåíüøèé ýëåìåíò d. Òîãäà äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà a ∈ A ∩ D, d ≺ a
èëè d = a. Êðîìå òîãî, d ≺ b äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà b ∈ B, è çíà÷èò, äëÿ
ëþáîãî ýëåìåíòà c ∈ (D ∩A)∪B ⊇ D ∩ (A∪B) = D, d ≺ c èëè d = c ò.å.
d ÿâëÿåòñÿ íàèìåíüøèì ýëåìåíòîì â ìíîæåñòâå D.

Åñëè æå D ∩ A = ∅, òî D ⊆ B, è ïîñêîëüêó (B, <) ÿâëÿåòñÿ âïîëíå
óïîðÿäî÷åííûì ìíîæåñòâîì, òî â D èìååòñÿ íàèìåíüøèé ýëåìåíò.

Ýòèì òåîðåìà ïîëíîñòüþ äîêàçàíà.

II.3.2. Îïðåäåëåíèå. (Ñëîæåíèå òðàíñôèíèòíûõ ÷èñåë). Ïóñòü α è
β �òðàíñôèíèòíûå ÷èñëà è (A,<) è (B,<) � òàêèå âïîëíå óïîðÿäî÷åííûå
ìíîæåñòâà, ÷òî A∩B = ∅ è | (A,<) | = α è | (B, <) | = β. Åñëè C = A∪B
è ≺ ïîðÿäîê, îïðåäåëåííûé â òåîðåìå II.3.1, òî òðàíñôèíèòíîå ÷èñëî
γ = |(C,≺)| íàçûâàåòñÿ ñóììîé α + β òðàíñôèíèòíûõ ÷èñåë α è β.

II.3.3. Òåîðåìà. Ïóñòü α, β è γ - ïðîèçâîëüíûå òðàíñôèíèòíûå
÷èñëà. Òîãäà âåðíû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

II.3.3.1. |α + β| = |α|+ |β|;
II.3.3.2. Åñëè β 6= 0, òî α < α + β;
II.3.3.3. β ≤ α + β ;
II.3.3.4. (α + β) + γ = α + (β + γ), ò.å. ñëîæåíèå òðàíñôèíèòíûõ

÷èñåë àññîöèàòèâíî;
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II.3.3.5. Åñëè α < β, òî ñóùåñòâóåò è ïðèòîì åäèíñòâåííîå
òðàíñôèíèòíîå ÷èñëî δ òàêîå, ÷òî α+δ = β, ò.å óðàâíåíèå α+x = β
ðàçðåøèìî è ïðèòîì åäèíñòâåííûì ñïîñîáîì.;

II.3.3.6. Åñëè ω0 - íàèìåíüøåå áåñêîíå÷íîå òðàíñôèíèòíîå ÷èñëî,
òî k + ω0 = ω0 äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà k;

II.3.3.7. Åñëè β - áåñêîíå÷íîå òðàíñôèíèòíîå ÷èñëî, òî k+β = β
äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà k;

II.3.3.8. Åñëè β < γ, òî α + β < α + γ.

Äîêàçàòåëüñòâà:
II.3.3.1. Ïóñòü (A,<) è (B, <) - òàêèå âïîëíå óïîðÿäî÷åííûå ìíîæåñ-

òâà, ÷òî A ∩ B = ∅ è | (A, <) | = α è | (B, <) | = β. Òîãäà ||A|| = |α| è
||B|| = |β|.

Åñëè C = A ∪ B è ≺ - ïîðÿäîê, îïðåäåëåííûé â òåîðåìå II.3.1, òî
|α + β| = ||(C,≺)|| = ||A ∪B|| = |α|+ |β|.

Ýòèì óòâåðæäåíèå II.3.3.1 äîêàçàíî.
II.3.3.2. (A,<) è (B, <) - òàêèå âïîëíå óïîðÿäî÷åííûå ìíîæåñòâà,

÷òî A∩B = ∅ è | (A,<) | = α è | (B, <) | = β. Èç òîãî, ÷òî β 6= 0, ñëåäóåò,
÷òî B 6= Ø, è çíà÷èò, â B ñóùåñòâóåò íàèìåíüøèé ýëåìåíò b0 ∈ B.

Åñëè C = A ∪ B è ≺ -ïîðÿäîê, óêàçàííûé â òåîðåìå II.3.1, òî A =
{c ∈ C|c ≺ b0}, è çíà÷èò, A ÿâëÿåòñÿ îòðåçêîì â (C,≺), ò.å. α < α + β.

Ýòèì óòâåðæäåíèå II.3.3.2 äîêàçàíî.
II.3.3.3. Äîïóñòèì ïðîòèâíîå. Òîãäà, ñîãëàñíî òåîðåìå II.2.15, α+β <

β.
Åñëè (A,<) è (B, <) - òàêèå âïîëíå óïîðÿäî÷åííûå ìíîæåñòâà, ÷òî

α = |(A,<)| è β = |(B, <)|, òî α+β = |(A∪B,≺)| (ñì. II.3.2), è çíà÷èò (ñì.
II.2.11.), âïîëíå óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî (A∪B,≺) ïîäîáíî íåêîòîðîìó
îòðåçêó âïîëíå óïîðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâà (B, <), ïðè÷åì (B,<) ⊆ (A∪
B,≺). Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå ñ òåîðåìîé II.2.7.

Ýòèì óòâåðæäåíèå II.3.3.3 äîêàçàíî.
II.3.3.4. Ïóñòü (A, <), (B, <) è (C, <) - òàêèå ïîïàðíî íå ïåðåñåêà-

þùèåñÿ âïîëíå óïîðÿäî÷åííûå ìíîæåñòâà, ÷òî α = | (A,<) |, β =
| (B, <) | è γ = | (C, <) |.

Åñëè (α+β)+γ = |((A∪B)∪C,≺)| è α+(β +γ) = |(A∪ (B∪C),≺′)|,
òî äëÿ ëþáûõ a, b ∈ (A∪B)∪C = A∪B∪C = A∪ (B∪C), ðàññìàòðèâàÿ
ðàçëè÷íûå ñëó÷àè (a, b ∈ A è a < b, ëèáî a ∈ A è b /∈ A, ëèáî a, b ∈ B
è a < b, ëèáî a ∈ B è b ∈ C, ëèáî a, b ∈ C è a < b), ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ,
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÷òî a ≺ b òîãäà è òîëüêî òîãäà êîãäà a ≺′ b. Çíà÷èò, ((A ∪ B) ∪ C,≺) =
(A ∪ (B ∪ C),≺′). Òîãäà

(α + β) + γ = |((A ∪B) ∪ C,≺)| = |(A ∪ (B ∪ C),≺′)| = α + (β + γ).
Ýòèì óòâåðæäåíèå II.3.3.4 äîêàçàíî.

II.3.3.5. Ïóñòü (A,<) è (B, <) - òàêèå âïîëíå óïîðÿäî÷åííûå
ìíîæåñòâà, ÷òî α = | (A,<) | è β = | (B, <) |. Òàê êàê α < β, òî
ñóùåñòâóåò òàêîé ýëåìåíò b ∈ B, ÷òî ìíîæåñòâî (A,<) ïîäîáíî îòðåçêó
({x ∈ B|x < b}, <), è çíà÷èò, α = |({x ∈ B|x < b}, <)|.

Åñëè δ = |({x ∈ B|x ≥ b}, <)|, òî èç òîãî, ÷òî {x ∈ B|x < b} ∩ {x ∈
B|x ≥ b} = ∅ è {x ∈ B|x < b} ∪ {x ∈ B|x ≥ b} = B ñëåäóåò, ÷òî
α + δ = |({x ∈ B|x < b}, <)|+ |({x ∈ B|x ≥ b}, <)| = | (B,<) | = β.

Ïðîâåðèì òåïåðü åäèíñòâåííîñòü òðàíñôèíèòíîãî ÷èñëà δ.
Äîïóñòèì ïðîòèâíîå, ò.å. ÷òî β = α + δ è β = α + σ, ïðè÷åì δ 6= σ.
Òàê êàê ëþáûå òðàíñôèíèòíûå ÷èñëà ñðàâíèìû ìåæäó ñîáîé, òî

íå íàðóøàÿ îáùíîñòè, ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî δ < σ. Òîãäà, ñîãëàñíî
äîêàçàííîìó âûøå, ñóùåñòâóåò òàêîå òðàíñôèíèòíîå ÷èñëî λ, ÷òî σ =
δ + λ, ïðè÷åì λ 6= 0.

Òàê êàê ñëîæåíèå òðàíñôèíèòíûõ ÷èñåë àññîöèàòèâíî (ñì. óòâåðæäåíèå
II.3.3.4), òî β = α + σ = α + (δ + λ) = (α + δ) + λ = β + λ. Ïîëó÷èëè
ïðîòèâîðå÷èå ñ óòâåðæäåíèåì II.3.3.2.

Ýòèì óòâåðæäåíèå II.3.3.5 ïîëíîñòüþ äîêàçàíî.

II.3.3.6. Ñîãëàñíî òåîðåìå II.2.26, ω0 ÿâëÿåòñÿ ïîðÿäêîâûì òèïîì
ìíîæåñòâà (N, <) âñåõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ñ îáû÷íûì ïîðÿäêîì, ò.å. ω0 =
|(N, <)|.

Ðàññìîòðèì íåêîòîðîå ìíîæåñòâî A = {a1, . . . , ak}, ñîñòîÿùåå èç k
ýëåìåíòîâ è òàêîå, ÷òî A ∩ N = ∅. Îïðåäåëèì íà A ïîðÿäîê ñëåäóþùèì
îáðàçîì: ñ÷èòàåì, ÷òî ai < as, åñëè i < s. Òîãäà k = |(A, <)| (ñì. II.2.3).

Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ II.3.2, k + ω0 = |(A ∪ N,≺)|.
Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå ϕ : N → A ∪ N, ïåðåâîäÿùåå íàòóðàëüíîå

÷èñëî t â ýëåìåíò at, åñëè 1 ≤ t ≤ k è â ÷èñëî t− k, åñëè t > k.
Èç îïðåäåëåíèÿ ïîðÿäêà≺ íà ìíîæåñòâå A∪N (ñì. îïðåäåëåíèå II.3.2)

ñëåäóåò, ÷òî ϕ : (N, <) → (A ∪ N,≺) ÿâëÿåòñÿ ïîäîáèåì, è çíà÷èò, ω0 =
|(N, <)| = |(A ∪ N,≺)| = k + ω0.

Ýòèì óòâåðæäåíèå II.3.3.6 äîêàçàíî.

II.3.3.7. Ïóñòü β - áåñêîíå÷íîå òðàíñôèíèòíîå ÷èñëî è (B,<) - òàêîå
âïîëíå óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî , ÷òî β = |(B,<)|. Åñëè k - íàòóðàëüíîå
÷èñëî è (A,<) - òàêîå âïîëíå óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî, ÷òî k = |(A,<)|
è A ∩B = ∅, òî k + β = |(A ∪B,≺)| (ñì. îïðåäåëåíèå II.3.2).
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Òàê êàê, ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ II.3.3.6, k + ω0 = ω0, òî, íå íàðóøàÿ
îáùíîñòè, ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî ω0 < β.

Ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ II.3.3.6, ñóùåñòâóåò òàêîå òðàíñôèíèòíîå
÷èñëî δ, ÷òî β = ω0 + δ. Òîãäà, ó÷èòûâàÿ óòâåðæäåíèÿ II.3.3.4 è II.3.3.6,
ïîëó÷èì, ÷òî k + β = k + ω0 + δ = ω0 + δ = β.

Ýòèì óòâåðæäåíèå II.3.3.7 äîêàçàíî.
II.3.3.8. Ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ II.3.3.5, γ = β + σ äëÿ íåêîòîðîãî

íåíóëåâîãî òðàíñôèíèòíîãî ÷èñëà σ. Òîãäà α + γ = α +β +σ, è ñîãëàñíî
óòâåðæäåíèþ II.3.3.2, α + β < α + β + σ = α + γ.

Ýòèì óòâåðæäåíèå II.3.3.8 äîêàçàíî.

II.3.4. Çàìå÷àíèå. Èç óòâåðæäåíèé II.3.3.2 è II.3.3.1 ñëåäóåò, ÷òî
ω0 < ω0 + 1 è |ω0| = ℵ0 = ℵ0 + 1 = |ω0 + 1|.

II.3.5. Îïðåäåëåíèå. Òðàíñôèíèòíîå ÷èñëî α íàçûâàåòñÿ íåïðåäå-
ëüíûì, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå òðàíñôèíèòíîå ÷èñëî γ, ÷òî α = γ + 1.

Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå òðàíñôèíèòíîå ÷èñëî α íàçûâàåòñÿ ïðåäåëüíûì.

II.3.6. Óïðàæíåíèÿ. Äîêàçàòü âåðíîñòü ñëåäóþùèõ óòâåðæäåíèé:
II.3.6. 1. Ëþáîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî ÿâëÿåòñÿ íåïðåäåëüíûì;
II.3.6. 2. Êîíå÷íîå òðàíñôèíèòíîå ÷èñëî ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíûì

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî ðàâíî 0;
II.3.6.3. Äëÿ ëþáîãî áåñêîíå÷íîãî êàðäèíàëüíîãî ÷èñëà m íàèìåíü-

øåå òðàíñôèíèòíîå ÷èñëî ω(m) ìîùíîñòè m ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíûì.
Â ÷àñòíîñòè òðàíñôèíèòíîå ÷èñëî ω0 = ω(ℵ0) ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíûì.

II.3.7. Òåîðåìà. Åñëè α � áåñêîíå÷íîå òðàíñôèíèòíîå ÷èñëî, òî
âåðíû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

II.3.7.1. Åñëè α � íåïðåäåëüíîå òðàíñôèíèòíîå ÷èñëî, òî
ñóùåñòâóþò òàêîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî n è òàêîå ïðåäåëüíîå òðàíñôè-
íèòíîå ÷èñëî α0, ÷òî α = α0 + n;

II.3.7.2. Åñëè α � ïðåäåëüíîå òðàíñôèíèòíîå ÷èñëî, òî β+ω0 ≤ α
äëÿ ëþáîãî òðàíñôèíèòíîãî ÷èñëà β < α.

Äîêàçàòåëüñòâî.
II.3.7.1. Òàê êàê òðàíñôèíèòíîå ÷èñëî α ÿâëÿåòñÿ íåïðåäåëüíûì,

òî α = γ + 1 äëÿ íåêîòîðîãî òðàíñôèíèòíîãî ÷èñëà γ.
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Åñëè Ω - ìíîæåñòâî âñåõ òàêèõ òðàíñôèíèòíûõ ÷èñåë σ, ÷òî α = σ+k,
ãäå k - íàòóðàëüíîå ÷èñëî, òî Ω 6= ∅ (èáî γ ∈ Ω), è çíà÷èò, Ω ñîäåðæèò
íàèìåíüøèé ýëåìåíò α0.

Ïîêàæåì, ÷òî α0 ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíûì ÷èñëîì.
Äîïóñòèì ïðîòèâíîå, ò.å. ÷òî α0 = γ0+1. Òàê êàê α0 ∈ Ω, òî α = α0+n0

äëÿ íåêîòîðîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n0. Òîãäà γ0 < α0 (ñì. II.3.3.2) è
α = (γ0 + 1) + n0 = γ0 + (1 + n0). Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå ñ âûáîðîì
÷èñëà α0, è çíà÷èò, α0 ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíûì òðàíñôèíèòíûì ÷èñëîì.

Ýòèì óòâåðæäåíèå II.3.7.1 äîêàçàíî.
II.3.7.2. Äîïóñòèì ïðîòèâíîå, ò.å. ÷òî β < α è α < β + ω0 äëÿ

íåêîòîðîãî òðàíñôèíèòíîãî ÷èñëà β. Òîãäà (ñì. óòâåðæäåíèå II.3.3.5)
α = β + γ äëÿ íåêîòîðîãî òðàíñôèíèòíîãî ÷èñëà γ 6= 0.

Òàê êàê äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n òðàíñôèíèòíîå ÷èñëî
β + n ÿâëÿåòñÿ íåïðåäåëüíûì, òî èç ïðåäåëüíîñòè ÷èñëà α ñëåäóåò,
÷òî γ ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íûì òðàíñôèíèòíûì ÷èñëîì, è çíà÷èò ω0 ≤ γ.
Òîãäà (ñì. óòâåðæäåíèå II.3.3.8) α < β + ω0 ≤ β + γ = α . Ïîëó÷èëè
ïðîòèâîðå÷èå.

Ýòèì óòâåðæäåíèå II.3.7.2 äîêàçàíî.

II.3.8. Òåîðåìà. Åñëè s è m - òàêèå êàðäèíàëüíûå ÷èñëà, ÷òî
õîòÿ áû îäíî èç íèõ ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íûì òðàíñôèíèòíûì ÷èñëîì,
òî s + m =max { s, m }

Äîêàçàòåëüñòâî. Â íà÷àëå äîêàæåì òåîðåìó äëÿ ñëó÷àÿ s = m.
Ïóñòü ω( m) - íàèìåíüøåå òðàíñôèíèòíîå ÷èñëî ìîùíîñòè m è

W (ω( m)) = {γ|γ - òðàíñôèíèòíîå ÷èñëî è γ < ω( m)}.
Åñëè A è B - òàêèå ìíîæåñòâà, ÷òî A ∩ B = ∅ è ||A|| = ||B|| =

m, òî ||A ∪ B|| = m + m. Òàê êàê (ñì. òåîðåìó II.2.25) m=|ω( m)| =
||W (ω( m))||, òî ñóùåñòâóþò áèåêòèâíûå îòîáðàæåíèÿ f : A → W (ω( m))
è ϕ : B → W (ω( m)).

Ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ II.3.7.1, äëÿ êàæäîãî òðàíñôèíèòíîãî ÷èñëà
γ ∈ W (ω( m)) ñóùåñòâóþò òàêîå ïðåäåëüíîå òðàíñôèíèòíîå ÷èñëî ζ(γ)
è òàêîå íåîòðèöàòåëüíîå öåëîå ÷èñëî k(γ), ÷òî γ = ζ(γ) + k(γ) (åñëè
γ - íàòóðàëüíîå ÷èñëî, òî âîçüìåì ζ(γ) = 0 è åñëè γ - ïðåäåëüíîå
òðàíñôèíèòíîå ÷èñëî, òî âîçüìåì k(γ) = 0).

Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå ψ : A∪B → W (ω( m)) ñëåäóþùèì îáðàçîì:
Åñëè a ∈ A, òî ïîëîæèì ψ(a) = ζ(f(a)) + 2 · k(f(a)), è åñëè a ∈ B, òî

ïîëîæèì ψ(a) = ζ(ϕ(a)) + 2 · k(ϕ(a)) + 1.
Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî îòîáðàæåíèå ψ : A ∪ B → W (ω( m)) ÿâëÿåòñÿ

áèåêöèåé. Òîãäà m + m = ||A ∪B|| = ||W (ω( m))|| = m .
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Ýòèì òåîðåìà äîêàçàíà äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà s = m.
Äîêàæåì òåïåðü òåîðåìó äëÿ îáùåãî ñëó÷àÿ.
Ïóñòü A è B - òàêèå ìíîæåñòâà, ÷òî A ∩ B = ∅, ||A|| = s ||B|| = m.

Òîãäà ||A ∪B|| = s + m.
Íå íàðóøàÿ îáùíîñòè, ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî s ≤ m . Ðàñøèðèì

ìíîæåñòâî A äî òàêîãî ìíîæåñòâà C, ÷òî C ∩B = ∅ è ||C|| = m. Òîãäà
m ≤ s + m=||A ∪B|| ≤ ||C ∪B|| = m + m= m = max { s, m }.

Ýòèì òåîðåìà ïîëíîñòüþ äîêàçàíà.

II.3.9. Ñëåäñòâèå. Äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà k è ëþáûõ
êàðäèíàëüíûõ ÷èñåë m1,m2, ..., mk, ñðåäè êîòîðûõ èìååòñÿ õîòÿ áû
îäíî áåñêîíå÷íîå ÷èñëî, m1 +m2 + ... + mk = max {m1,m2, ..., mk}.

II.3.10. Òåîðåìà. Ïóñòü (A,<) è (B, <) - ïðîèçâîëüíûå âïîëíå
óïîðÿäî÷åííûå ìíîæåñòâà, è C = A × B = {(a, b)|a ∈ A, b ∈ B}.
Ðàññìîòðèì íà ìíîæåñòâå C áèíàðíîå îòíîøåíèå ≺, îïðåäåëåííîå
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ (a, c) 6= (b, d) ∈ C áóäåì ñ÷èòàòü ÷òî (a, c) ≺
(b, d), åñëè a < b (c è d ïðîèçâîëüíûå), èëè a = b è c < d.
Òîãäà ìíîæåñòâî (C,≺) áóäåò âïîëíå óïîðÿäî÷åííûì ìíîæåñòâîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç îïðåäåëåíèÿ áèíàðíîãî îòíîøåíèÿ ≺ ëåãêî
ñëåäóåò , ÷òî (C,≺) ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííûì ìíîæåñòâîì.

Ïðîâåðèì òåïåðü, ÷òî (,≺) ÿâëÿåòñÿ âïîëíå óïîðÿäî÷åííûì ìíîæåñ-
òâîì.

Ïóñòü ∅ 6= D ⊆ C è A1 = {a ∈ A |∃ba ∈ B, (a, ba) ∈ D}. Òàê êàê
D 6= Ø, òî A1 6= ∅, è ïîñêîëüêó (A,<) ÿâëÿåòñÿ âïîëíå óïîðÿäî÷åííûì
ìíîæåñòâîì, òî â ìíîæåñòâå A1 èìååòñÿ íàèìåíüøèé ýëåìåíò a0.

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî B1 = {b ∈ B| (a0, b) ∈ D}. Òîãäà B1 6= ∅,
è ïîñêîëüêó (B, <) ÿâëÿåòñÿ âïîëíå óïîðÿäî÷åííûì ìíîæåñòâîì, òî â
ìíîæåñòâå B1 ñóùåñòâóåò íàèìåíüøèé ýëåìåíò b0.

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî (a0, b0) ÿâëÿåòñÿ íàèìåíüøèì ýëåìåíòîì â
ìíîæåñòâå D.

ßñíî, ÷òî (a0, b0) ∈ D. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò (a, b) ∈ D) è
(a, b) 6= (a0, b0). Òîãäà a ∈ A1, è çíà÷èò a0 ≤ a.

Åñëè a0 < a, òî (a0, b0) ≺ (a, b) (ñì.ôîðìóëèðîâêó òåîðåìû, îïðåäåëåíèå
áèíàðíîãî îòíîøåíèÿ â ≺).

Åñëè æå a0 = a, òî b 6= b0, è çíà÷èò b0 < b. Òîãäà (a0, b0) ≺ (a, b).
Èòàê, ìû äîêàçàëè, ÷òî ýëåìåíò (a0, b0) ÿâëÿåòñÿ íàèìåíüøèì ýëåìåí-

òîì â ìíîæåñòâå D. Èç ïðîèçâîëüíîñòè ìíîæåñòâà D ñëåäóåò, ÷òî (C,≺)
ÿâëÿåòñÿ âïîëíå óïîðÿäî÷åííûì ìíîæåñòâîì.
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Ýòèì òåîðåìà ïîëíîñòüþ äîêàçàíà.

II.3.11. Îïðåäåëåíèå (Ïðîèçâåäåíèå òðàíñôèíèòíûõ ÷èñåë). Ïóñòü
α è β � ïðîèçâîëüíûå òðàíñôèíèòíûå ÷èñëà è (A,<) è (B, <) - òàêèå
âïîëíå óïîðÿäî÷åííûå ìíîæåñòâà, ÷òî |(A,<)| = α è |(B,<)| = β.
Åñëè C = A × B = {(a, b)| a ∈ A, b ∈ B} è íà ýòîì ìíîæåñòâå
îïðåäåëåí ïîðÿäîê ≺, óêàçàííûé â òåîðåìå II.3.10, òî òðàíñôèíèòíîå
÷èñëî |(C,≺)| íàçûâàåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì òðàíñôèíèòíîãî ÷èñëà α íà
òðàíñôèíèòíîå ÷èñëî β è îáîçíà÷àåòñÿ α · β.

II.3.12. Òåîðåìà. Åñëè α, β, γ � ïðîèçâîëüíûå òðàíñôèíèòíûå
÷èñëà, òî (α · β) · γ = α · (β · γ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü (A,<), (B, <) è (C, <) - òàêèå âïîëíå
óïîðÿäî÷åííûå ìíîæåñòâà, ÷òî α = | (A,<) |, β = | (B, <) | è γ = | (C,<) |.
Òîãäà |((A×B)× C,≺)| = (α · β) · γ è |(A× (B × C),≺′)| = α · (β · γ).

Òàê êàê (A×B)×C = {(a, b, c)| a ∈ A, b ∈ B, c ∈ C} = A× (B ×C),
òî äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî
ïîðÿäîê ≺ è ïîðÿäîê ≺′ ñîâïàäàþò.

Ïóñòü (a1, b1, c1) ≺ (a2, b2, c2). Òîãäà:
Ëèáî (a1, b1) < (a2, b2) è c1, c2 - ïðîèçâîëüíûå ýëåìåíòû èç C;
Ëèáî (a1, b1) = (a2, b2) è c1 < c2.
Åñëè (a1, b1) < (a2, b2), òî ëèáî a1 < a2 è b1, b2, c1, c2 - ïðîèçâîëüíûå

ýëåìåíòû èç B, ëèáî a1 = a2 è b1 < b2.
Ñëåäîâàòåëüíî, âîçìîæíû ñëåäóþùèå òðè ñëó÷àÿ:
a1 < a2 è b1, b2, c1, c2 - ïðîèçâîëüíûå ýëåìåíòû;
a1 = a2, b1 < b2 è c1, c2 - ïðîèçâîëüíûå ýëåìåíòû èç C;
a1 = a2, b1 = b2 è c1 < c2.
Òîãäà, ðàññìàòðèâàÿ â îòäåëüíîñòè êàæäûé èç ýòèõ òðåõ ñëó÷àåâ,

ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî (a1, b1, c1) ≺′ (a2, b2, c2).
Àíàëîãè÷íî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî åñëè (a1, b1, c1) ≺′ (a2, b2, c2), òî (a1, b1, c1) ≺

(a2, b2, c2), è çíà÷èò, ïîðÿäêè ≺ è ≺′ ñîâïàäàþò.
Òîãäà |(α · β) · γ = |((A×B)×C,≺)| = |(A× (B ×C),≺′)| = α · (β · γ).
Ýòèì òåîðåìà ïîëíîñòüþ äîêàçàíà.

II.3.13. Òåîðåìà. Åñëè α, β, γ � ïðîèçâîëüíûå òðàíñôèíèòíûå
÷èñëà, òî (α + β) · γ = α · γ + β · γ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü (A,<), (B, <) è (C, <) - òàêèå âïîëíå
óïîðÿäî÷åííûå ìíîæåñòâà, ÷òî α = | (A,<) |, β = | (B, <) | è γ = | (C,<) |.
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Òîãäà |((A ∪ B) × C),≺)| = (α + β) · γ) è |(A × C) ∪ (B × C),≺′)| =
α · γ + β · γ. Òàê êàê (A ∪ B) × C) = {(a, b)| a ∈ A ∪B, b ∈ C} =
{(a, b)| a ∈ A, b ∈ C}∪{(a, b)| a ∈ B, b ∈ C} = (A×C)∪ (B×C), òî äëÿ
çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî ïîðÿäêè
≺ è ≺′ ñîâïàäàþò.

Ïóñòü (a1, b1) ≺ (a2, b2)â ((A ∪B)× C),≺). Òîãäà:
Ëèáî a1 < a2 â (A ∪B,<) è b1, b2 - ïðîèçâîëüíûå ýëåìåíòû èç C;
Ëèáî a1 = a2 è b1 < b2 â (C,<).
Ïóñòü a1 < a2 â (A ∪B,<).
Åñëè a1, a2 ∈ A èëè a1, a2 ∈ B, òî (a1, b1) ≺′ (a2, b2) â (A × C,≺′) èëè

(a1, b1) ≺′ (a2, b2) â (B × C,≺′), ñîîòâåòñòâåííî.
Åñëè æå a1 ∈ A è a2 ∈ B, òî (a1, b1) ∈ A × C à (a2, b2) ∈ B × C, è

çíà÷èò, (a1, b1) ≺′ (a2, b2) â (A× C) ∪ (B × C),≺′).
Åñëè æå a2 ∈ A à a1 ∈ B, òî a2 < a1 â (A ∪ B, <), íî ýòî íå òàê, èáî

a1 < a2, è çíà÷èò, ýòîò ïîñëåäíèé ñëó÷àé íå ìîæåò áûòü.
Èòàê, ìû äîêàçàëè, ÷òî åñëè a1 < a2, òî (a1, b1) ≺′ (a2, b2) â (A×C)∪

(B × C),≺′).
Ïóñòü òåïåðü a1 = a2 è b1 < b2 â (C,<). Òîãäà a1 = a2 ∈ A, è çíà÷èò,

(a1, b1), (a2, b2) ∈ A × C, ïðè÷åì (a1, b1) ≺′ (a2, b2) â (A × C,≺′) èëè a1 =
a2 ∈ B, è çíà÷èò, (a1, b1), (a2, b2) ∈ B × C, ïðè÷åì (a1, b1) ≺′ (a2, b2) â
(B × C,≺′). Ñëåäîâàòåëüíî, (a1, b1) ≺′ (a2, b2) â (A× C) ∪ (B × C),≺′).

Èòàê, ìû äîêàçàëè, ÷òî èç íåðàâåíñòâà (a1, b1) ≺ (a2, b2) ñëåäóåò
íåðàâåíñòâî (a1, b1) ≺′ (a2, b2).

Îáðàòíî, ïóñòü (a1, b1) ≺′ (a2, b2) â (A× C) ∪ (B × C),≺′).
Åñëè (a1, b1) ∈ A × C è (a2, b2) ∈ B × C, òî a1 ∈ A è a2 ∈ B. Òîãäà

a1 < a2 â (A ∪B,<), è çíà÷èò (a1, b1) ≺ (a2, b2)â ((A ∪B)× C),≺).
Åñëè (a1, b1) è (a2, b2) ∈ A × C, òî a1, a2 ∈ A è a1 < a2 â (A,<), è

çíà÷èò, a1 < a2 â (A ∪ B,<). Òîãäà (a1, b1) ≺ (a2, b2)â ((A ∪ B) × C),≺).
Àíàëîãè÷íî, åñëè (a1, b1) è (a2, b2) ∈ B×C, òî a1, a2 ∈ B è a1 < a2 â (B,<),
è çíà÷èò, a1 < a2 â (A∪B, <). Òîãäà (a1, b1) ≺ (a2, b2)â ((A∪B)×C),≺).

Åñëè (a1, b1) ∈ A × C è (a2, b2) ∈ B × C, òî a1 ∈ A è a2 ∈ B. Òîãäà
a1 < a2 â (A ∪B,<), è çíà÷èò, (a1, b1) ≺ (a2, b2) â ((A ∪B)× C),≺).

Åñëè æå (a1, b1) ∈ B × C è (a2, b2) ∈ A × C, òî a1 ∈ A è a2 ∈ B, è
çíà÷èò, (a2, b2) ≺′ (a1, b1) â (A×C)∪(B×C),≺′). Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå,
èáî ïî äîïóùåíèþ, (a1, b1) ≺′ (a2, b2) â (A×C)∪ (B×C),≺′). Çíà÷èò ýòîò
ïîñëåäíèé ñëó÷àé íåâîçìîæåí.

Èòàê, ìû äîêàçàëè, ÷òî èç íåðàâåíñòâà (a1, b1) ≺′ (a2, b2) ñëåäóåò
íåðàâåíñòâî (a1, b1) ≺ (a2, b2).
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Çíà÷èò ïîðÿäêè ≺ è ≺′ ñîâïàäàþò.
Ýòèì òåîðåìà ïîëíîñòüþ äîêàçàíà.

II.3.14. Òåîðåìà. ω0 · 2 = ω0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü A = {a1, a2} è a1 < a2. Åñëè (N, <) -
ìíîæåñòâî âñåõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ñ îáû÷íûì ïîðÿäêîì, òî |(N × A,≺
)| = ω0 · 2.

Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå f : N× A → N ñëåäóþùèì îáðàçîì:
f(k, ai) = 2 · (k − 1) + i äëÿ ëþáûõ k ∈ N è i ∈ {1, 2}

è ïðîâåðèì, ÷òî îòîáðàæåíèå f : (N×A,≺) → (N, <) ÿâëÿþòñÿ ïîäîáèåì.
Â ñàìîì äåëå, åñëè k 6= n, òî íåðàâåíñòâî f(k, ai) = 2 · (k − 1) + i <

2 · (n − 1) + j = f(n, aj) âûïîëíÿåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà k < n
è i, j ∈ {1, 2} - ëþáûå.

Êðîìå òîãî, f(s, a1) = 2 · (s − 1) + 1 < 2 · (s − 1) + 2 = f(s, a2) äëÿ
ëþáîãî s ∈ N .

Çíà÷èò, îòîáðàæåíèå f : (N × A,≺) → (N, <) ÿâëÿþòñÿ ïîäîáèåì, à
ïîòîìó ω0 · 2 = ω0.

Ýòèì òåîðåìà ïîëíîñòüþ äîêàçàíà.

II.3.15. Òåîðåìà Åñëè α è β � ïðîèçâîëüíûå òðàíñôèíèòíûå
÷èñëà, òî |α| · |β| = |α · β|.

Äîêàçàòåëüñòâî.Ïóñòü (A,<) è (B, <) - òàêèå âïîëíå óïîðÿäî÷åííûå
ìíîæåñòâà, ÷òî | (A,<) | = α è | (B, <) | = β.

Òîãäà |α · β| = |(| (A,<) | · | (B,<) |)| = || (A, <) || · || (B, <) || = |α| · |β|.
Ýòèì òåîðåìà ïîëíîñòüþ äîêàçàíà.

II.3.16. Çàìå÷àíèå.Îïðåäåëåíèå ñóììû äâóõ òðàíñôèíèòíûõ ÷èñåë,
äàííîå â II.3.2, ìîæåò áûòü îáîáùåíî è íà áåñêîíå÷íîå ÷èñëî òðàíñôèíèò-
íûõ ÷èñåë ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Ïóñòü δ - ïðîèçâîëüíîå òðàíñôèíèòíîå ÷èñëî, {αγ|γ < δ} - ìíîæåñòâî
òðàíñôèíèòíûõ ÷èñåë αγ, ïðîíóìåðîâàííîå òðàíñôèíèòíûìè ÷èñëàìè
γ < δ è {(Aγ, <)|γ < δ} - òàêîå ìíîæåñòâî âïîëíå óïîðÿäî÷åííûõ
ìíîæåñòâ (Aγ, <), ÷òî |(Aγ, <)| = αγ è Aγ ∩ Aρ = ∅, åñëè γ 6= ρ.

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî A =
⋃

γ<δ

Aγ, è îïðåäåëèì íà A ïîðÿäîê ≺
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Ñ÷èòàåì, ÷òî a ≺ b åñëè a ∈ Aλ, b ∈ Aσ è λ < σ èëè λ = σ è a < b â
(Aλ, <).
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Òîãäà àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû II.3.1, äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî
(A,≺) ÿâëÿåòñÿ âïîëíå óïîðÿäî÷åííûì ìíîæåñòâîì. Ïîëîæèì

∑
γ<δ

αγ =

|(A,≺)|.

II.3.17. Òåîðåìà. Åñëè âñå òðàíñôèíèòíûå ÷èñëà αγ, óêàçàííûå â
çàìå÷àíèè II.3.16, ðàâíû ìåæäó ñîáîé (ò.å. αγ = α äëÿ ëþáîãî γ < δ),
òî

∑
γ<δ

αγ = δ · α.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü B = W (δ) = {γ|γ < δ} è (A,<) - òàêîå
âïîëíå óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî, ÷òî |(A,<)| = α. Åñëè C = B ×A è ≺
- ïîðÿäîê, óêàçàííûé â òåîðåìå II.3.10, òî |(C,≺)| = δ · α.

Äëÿ êàæäîãî γ < δ ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî Aγ = {(γ, a)|a ∈ A}. Ëåãêî
çàìåòèòü, ÷òî ìíîæåñòâà (A,<) è (Aγ,≺) ÿâëÿþòñÿ ïîäîáíûìè è C =⋃
γ<δ

Aγ. Åñëè≺′ - ïîðÿäîê íà C, îïðåäåëåííûé ñîãëàñíî çàìå÷àíèþ II.3.16,

òî |(C,≺′)| = ∑
γ<δ

αγ.

Èç îïðåäåëåíèÿ ïîðÿäêîâ ≺ è ≺′ ëåãêî ñëåäóåò, ÷òî (λ, a) ≺′ (σ, b)
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà (λ, a) ≺ (σ, b), è çíà÷èò

∑
γ<δ

αγ = |(C,≺′)| =

|(C,≺)| = δ · α.
Ýòèì òåîðåìà ïîëíîñòüþ äîêàçàíà.
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II.4. ÌÅÒÎÄ ÒÐÀÍÑÔÈÍÈÒÍÎÉ ÈÍÄÓÊÖÈÈ È
ÅÃÎ ÏÐÈÌÅÍÅÍÈÅ.

Åùå ñî øêîëüíîé ñêàìüè, âñåì õîðîøî èçâåñòíû äâà âàðèàíòà ôîðìóëèðîâêè
ìåòîäà ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè. Îáå ýòè ôîðìóëèðîâêè ýêâèâàëåíòíû
ìåæäó ñîáîé â òîì ñìûñëå, ÷òî åñëè íåêîòîðîå óòâåðæäåíèå ìîæåò áûòü
äîêàçàíî ñ èñïîëüçîâàíèåì îäíîé èç íèõ, òî ýòî óòâåðæäåíèå ìîæåò áûòü
äîêàçàíî è ñ ïîìîùüþ âòîðîé.

Íèæå ìû ïðèâåäåì îáå ôîðìóëèðîâêè ýòîãî ìåòîäà.
Õîòÿ, êàê áûëî îòìå÷åíî âûøå, ýòè ôîðìóëèðîâêè ìåòîäà ìàòåìàòè÷åñêîé

èíäóêöèè ýêâèâàëåíòíû, ìû ïîêàæåì íèæå, êàê îäíà èç ýòèõ ôîðìóëèðîâîê
ìîæåò áûòü îáîáùåíà íà òðàíñôèíèòûå ÷èñëà, è ïîÿñíèì, ïî÷åìó
äðóãóþ èç ôîðìóëèðîâîê íåëüçÿ îáîáùèòü íà òðàíñôèíèòíûå ÷èñëà.

II.4.1. Ìåòîä ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè (I âàðèàíò).
Åñëè íåêîòîðîå óòâåðæäåíèå S âåðíî äëÿ íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n0

(áàçà èíäóêöèè) è èç äîïóùåíèÿò, ÷òî ýòî óòâåðæäåíèå âåðíî äëÿ
íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n ≥ n0 ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî S âåðíî è äëÿ
íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n+1, òî óòâåðæäåíèå S âåðíî äëÿ âñåõ íàòóðàëüíûõ
÷èñåë k ≥ n0.

II.4.2.Ìåòîä ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè (II âàðèàíò).
Åñëè íåêîòîðîå óòâåðæäåíèå S âåðíî äëÿ íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n0 è èç

äîïóùåíèÿ, ÷òî ýòî óòâåðæäåíèå âåðíî äëÿ âñåõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë k
òàêèõ, ÷òî n0 ≤ k < n, ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî óòâåðæäåíèå S âåðíî è äëÿ
íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n, òî S âåðíî äëÿ âñåõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë k ≥ n0.

II.4.3. Çàìå÷àíèå. Òàê ïðåäåëüíûå òðàíñôèíèòíûå ÷èñëà íåëüçÿ
çàïèñàòü â âèäå α + 1, òî, ïðèâåäåííóþ â II.4.1 ôîðìóëèðîâêó ìåòîäà
ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè, íåëüçÿ îáîáùèò íà òðàíñôèíèòíûå ÷èñëà.
À âîò ôîðìóëèðîâêó ìåòîäà ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè, ïðèâåäåííóþ â
II.4.2, ïî÷òè äîñëîâíî ìîæíî îáîáùèòü íà òðàíñôèíèòíûå ÷èñëà, è ìû
ïðèéäåì ê ìåòîäó òðàíñôèíèòíîé èíäóêöèè (ñì. II.4.4).

II.4.4. Òåîðåìà. (Ìåòîä òðàíñôèíèòíîé èíäóêöèè ). Åñëè íåêîòîðîå
óòâåðæäåíèå S âåðíî äëÿ òðàíñôèíèòíîãî ÷èñëà α0 è èç äîïóùåíèÿ,
÷òî ýòî óòâåðæäåíèå âåðíî äëÿ âñåõ òðàíñôèíèòíûõ ÷èñåë γ òàêèõ,
÷òî α0 ≤ γ < β ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî óòâåðæäåíèå S âåðíî è
äëÿ òðàíñôèíèòíîãî ÷èñëà β, òî óòâåðæäåíèå S âåðíî äëÿ âñåõ
òðàíñôèíèòíûõ ÷èñåë λ ≥ α0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîïóñòèì ïðîòèâíîå, ò.å. íåêîòîðîå óòâåðæäåíèå
S âåðíî äëÿ òðàíñôèíèòíîãî ÷èñëà α0 è èç äîïóùåíèÿ, ÷òî ýòî óòâåðæäå-
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íèå âåðíî äëÿ âñåõ òðàíñôèíèòíûõ ÷èñåë γ òàêèõ, ÷òî α0 ≤ γ < β ìîæíî
äîêàçàòü, ÷òî óòâåðæäåíèå S âåðíî è äëÿ òðàíñôèíèòíîãî ÷èñëà β, íî
ýòî óòâåðæäåíèå íå ÿâëÿåòñÿ âåðíûì äëÿ íåêîòîðîãî òðàíñôèíèòíîãî
÷èñëà α ≥ α0. Òîãäà α > α0.

Åñëè Ω - ìíîæåñòâî âñåõ òàêèõ òðàíñôèíèòíûõ ÷èñåë γ, ÷òî α0 <
γ ≤ α è äëÿ êîòîðûõ, óòâåðæäåíèå S íå ÿâëÿåòñÿ âåðíûì. Òîãäà Ω 6= ∅,
è çíà÷èò, Ω èìååò íàèìåíüøèé ýëåìåíò γ0, èáî (Ω, <) ÿâëÿåòñÿ âïîëíå
óïîðÿäî÷åííûì ìíîæåñòâîì.

Òîãäà äëÿ ëþáîãî òðàíñôèíèòíîãî ÷èñëà α0 ≤ γ < γ0 óòâåðæäåíèå
S ÿâëÿåòñÿ âåðíûì. Ñîãëàñíî óñëîâèþ òåîðåìû, óòâåðæäåíèå S áóäåò
âåðíûì è äëÿ òðàíñôèíèòíîãî ÷èñëà γ0. Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðåñèå.

Ýòèì òåîðåìà ïîëíîñòüþ äîêàçàíà.

II.4.5. Ïðèìåíåíèå ìåòîäà òðàíñôèíèòíîé èíäóêöèè äëÿ
îïðåäåëåíèÿ áåñêîíå÷íûõ ñòåïåíåé òðàíñôèíèòíûõ ÷èñåë.

Ïóñòü α � ïðîèçâîëüíîå òðàíñôèíèòíîå ÷èñëî. Äëÿ ëþáîãî òðàíñôè-
íèòíîãî ÷èñëà γ ≥ 1 îïðåäåëèì òðàíñôèíèòíîå ÷èñëî αγ ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

Åñëè γ = 1, òî ïîëîæèì α1 = α. Äîïóñòèì, ÷òî äëÿ âñåõ òðàíñôèíèíûõ
÷èñåë ρ < σ îïðåäåëåíû αρ. Òîãäà îïðåäåëèì ασ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Åñëè σ = δ + 1 (ò.å. σ íå ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíûì), òî ñòåïåíü αδ óæå
îïðåäåëåíà, è ìû âîçüìåì ασ = αδ+1 = αδ · α.

Åñëè σ - ïðåäåëüíîå ÷èñëî (ò.å. σ íåëüçÿ ïðåäñòàâèòü â âèäå δ +1), òî
â êà÷åñòâå ασ âîçüìåì íàèìåíüøåå èç òðàíñôèíèòíûõ ÷èñåë, êîòîðûå
áîëüøå ÷åì ëþáîå èç ÷èñåë αρ äëÿ ρ < σ (÷èñëà αρ äëÿ ρ < σ, ïî
äîïóùåíèþ óæå îïðåäåëåíû).

Èòàê, ìû îïðåäåëèëè òðàíñôèíèòíîå ÷èñëî αγ äëÿ ëþáîãî òðàíñôè-
íèòíîãî ÷èñëà γ ≥ 1.

II.4.6. Óïðàæíåíèå. Äîêàçàòü âåðíîñòü ñëåäóþùèõ óòâåðæäåíèé:
II.4.6. 1. kω0 = ω0 äëÿ ëþáîãî íàòðàëüíîãî ÷èñëà k > 1;
II.4.6. 2. |kω0| = ℵ0 äëÿ ëþáîãî íàòðàëüíîãî ÷èñëà k > 1.

II.4.7. Òåîðåìà. Åñëè Ω - ñîâîêóïíîñòü âñåõ òðàíñôèíèòíûõ
÷èñåë è ∆ - ñîâîêóïíîñòü âñåõ áåñêîíå÷íûõ êàðäèíàëüíûõ ÷èñåë,
òî ñóùåñòâóåò òàêîå áèåêòèâíîå îòîáðàæåíèå ψ : Ω → ∆, ÷òî
ψ(α) < ψ(γ) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà α < γ, ò.å. îòîáðàæåíèå
ψ : (Ω, <) → (∆, <) ÿâëÿåòñÿ ïîäîáèåì.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå ψ : Ω → ∆ ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

Ïîëîæèì ψ(0) = ℵ0 è äîïóñòèì, ÷òî äëÿ êàæîãî γ < α îïðåäåëåíî
êàðäèíàëüíîå ÷èñëî ψ(γ).

Ñîãëàñíî çàìå÷àíèþ II.1.18, ψ(σ) ≤ ∑
γ<δ

ψ(γ) äëÿ ëþáîãî σ < α, è

çíà÷èò, ñóùåñòâóþò òàêèå êàðäèíàëüíûå ÷èñëà m , ÷òî ψ(σ) < m äëÿ
ëþáîãî σ < α.

Âîçüìåì â êà÷åñòâå ψ(α) íàèìåíüøåå èç ýòèõ êàðäèíàëüíûõ ÷èñåë.
Èòàê, äëÿ ëþáîãî òðàíñôèíèòíîãî ÷èñëà λ ìû îïðåäåëèëè êàðäèíàëü-

íîå ÷èñëî ψ(λ), ïðè÷åì ψ(λ) < ψ(η), åñäè λ < η, è çíà÷èò, îòîáðàæåíèå
ψ : Ω → ∆ ÿâëÿåòñÿ èíúåêòèâíûì.

Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû, îñòàëîñü ïðîâåðèòü, ÷òî
îòîáðàæåíèå ψ : Ω → ∆ ÿâëÿåòñÿ ñþðúåêòèâíûì.

Äîïóñòèì ïðîòèâíîå, è ïóñòü m � íàèìåíüøåå èç òàêèõ êàðäèíàëüíûõ
÷èñåë, ÷òî m /∈ ψ(Ω).

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî Λ = {γ ∈ Ω|ψ(γ) < m} è ïóñòü ν -
òàêîå òðàíñôèíèòíîå ÷èñëî, ÷òî ν > γ äëÿ êàæäîãî γ ∈ Λ. Òîãäà ïðè
îïðåäåëåíèè ÷èñëà ψ(ν), ìû äîëæíû áûëè áû âçÿòü ψ(ν)= m .

Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå ñ âûáîðîì ÷èñëà m .
Ýòèì òåîðåìà ïîëíîñòüþ äîêàçàíà.

II.4.8. Îáîçíà÷åíèÿ. Äëÿ êàæäîãî òðàíñôèíèòíîãî ÷èñëà α îáîç-
íà÷èì ÷åðåç:

ℵα - êàðäèíàëüíîå ÷èñëî ψ(α), ïîñòðîåííîå â òåîðåìå II.4.7;
ωα = ω(ℵα), ò.å. ωα - íàèìåíüøåå òðàíñôèíèòíîå ÷èñëî ìîùíîñòè ℵα

(ñì. II.2.25).
II.4.9. Òåîðåìà. Äëÿ ëþáîãî êàðäèíàëüíîãî ÷èñëà ℵα ìíîæåñòâî

Ωα âñåõ òðàíñôèíèòíûõ ÷èñåë ìîùíîñòè ℵα èìååò ìîùíîñòü ℵα+1, ò.å.
||{γ| |γ| = ℵα}|| = ℵα+1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ||{γ| |γ| = ℵα}|| = mα.
Òàê êàê {γ|γ < ω(ℵα+1)} = {γ|γ < ω(ℵα)}∪{γ|ω(ℵα) ≤ γ < ω(ℵα+1)} =

{γ|γ < ω(ℵα)} ∪ {γ| |γ| = ℵα}, òî ℵα+1 = ||ω(ℵα+1)|| = {γ|γ < ω(ℵα+1)} =
||{γ|γ < ω(ℵα)} ∪ {γ| |γ| = ℵα}|| = ℵα +mα.

Íî, ñîãëàñíî òåîðåìå II.3.8, ℵα+mα = max{ℵα,mα}, è çíà÷èò, ℵα+1 =
mα, ò.å. ||{γ| |γ| = ℵα}|| = ℵα+1.

Ýòèì òåîðåìà ïîëíîñòüþ äîêàçàíà.

II.4.10. Òåîðåìà. Åñëè m - áåñêîíå÷íîå êàðäèíàëüíîå ÷èñëî, òî
m ·m = m .
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Äîêàçàòåëüñòâî.Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäåì ìåòîäîì òðàíñôèíèòíîé
èíäóêöèè.

Åñëè m = ℵ0, òî ñîãëàñíî òåîðåìå I.1.6, ℵ0 · ℵ0 = ℵ0.
Äîïóñòè, ÷òî ℵγ · ℵγ = ℵγ äëÿ âñåõ òðàíñôèíèòíûõ ÷èñåë γ < α, è

ïóñòü A è B - ìíîæåñòâà ìîùíîñòè ℵα.
Òàê êàê ℵα = || {aγ| γ < ωα} ||, òî ìíîæåñòâà A è B ìîæíî ïðî-

íóìåðîâàòü òðàíñôèíèòíûìè ÷èñëàìè, êîòîðûå ìåíüøå ÷åì ωα = ω(ℵα),
ò.å. A = {aγ| γ < ωα} è B = {bγ| γ < ωα}.

Òîãäà A×B = {(aσ, bγ)| σ < ωα, γ < ωα} è | |A×B| | = m ·m.
Ïðîíóìåðóåì ýëåìåíòû ìíîæåñòâà A×B òðàíñôèíèòíûìè ÷èñëàìè,

êîòîðûå ìåíüøå ÷åì ωα ñëåäóþùèì îáðàçîì:
Ïîëîæèì (a0, b0) = c0 è äîïóñòèì, ÷òî äëÿ òðàíñôèíèòíîãî ÷èñëà

ξ < ωα âñå ýëåìåíòû (aσ, bγ), ãäå σ < ξ è γ < ξ, óæå ïðîíóìåðîâàíû
òðàíñôèíèòíûìè ÷èñëàìè µ, êîòîðûå ìåíüøå ÷åì íåêîòîðîå òðàíñôè-
íèòíîå ÷èñëî ν ≤ ωα, ò.å. {(aσ, bγ) |σ, γ < ξ} = {cρ|ρ < ν}.

Òàê êàê ξ < ωα, òî |ξ| < ℵα, è ñîãëàñíî èíäóêòèâíîìó äîïóùåíèþ,
||{cρ|ρ < ν}|| = ||{(aσ, bγ) |σ, γ < ξ}|| < ℵα, è çíà÷èò, ν < ωα.

Ïîëîæèì: (aξ, bγ) = cν+γ è (aσ, bξ) = cν+ξ+σ , (aξ, bξ) = cν+ξ+ξ äëÿ
ëþáûõ σ, γ < ξ. Åñëè σ, γ < ξ, òî ýëåìåíò (aσ, bγ) óæå áûë ïðîíóìåðîâàí
ðàíüøå, è çà íèì ñîõðàíèì ýòîò æå íîìåð.

Òàê êàê (ñì. òåîðåìó II.3.3) ν ≤ ν +γ < ν + ξ ≤ ν + ξ +σ < ν + ξ + ξ <
ν+ξ+ξ+1 äëÿ ëþáûõ σ, γ < ξ, òî ìû ïðîíóìåðóåì âñå ýëåìåíòû (aσ, bγ),
ãäå σ < ξ + 1, γ < ξ + 1 òðàíñôèíèòíûìè ÷èñëàìè, êîòîðûå ìåíüøå ÷åì
òðàíñôèíèòíîå ÷èñëî ν + ξ + ξ + 1.

Ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ II.3.3.1 è òåîðåìå II.3.8 |ν + ξ + ξ + 1| = |ν|+
|ξ|+ |ξ|+ 1 = max{|ν|, |ξ|, |ξ|, 1} < ℵα, è çíà÷èò, ν + ξ + ξ + 1 < ωα.

Ñëåäîâàòåëüíî, ýëåìåíòû ìíîæåñòâà {(aσ, bγ)| σ < ξ + 1, γ < ξ + 1} =
{(aσ, bγ)| σ ≤ ξ, γ ≤ ξ} ïðîíóìåðîâàíû òðàíñôèíèòíûìè ÷èñëàìè, êîòî-
ðûå ìåíüøå ÷åì òðàíñôèíèòíîå ÷èñëî ωα.

Òîãäà, ñîãëàñíî ìåòîäó òðàíñôèíèòíîé èíäóêöèè, äëÿ ëþáîãî òðàíñôè-
íèòíîãî ÷èñëà β < ωα âñå ýëåìåíòû ìíîæåñòâà {(aσ, bγ)| σ < β, γ < β}
ìîæíî ïðîíóìåðîâàòü òðàíñôèíèòíûìè ÷èñëàìè, êîòîðûå ìåíüøå ÷åì
òðàíñôèíèòíîå ÷èñëî ωα.

Òàê êàê A×B = {(aσ, bγ)|σ < ωα, γ < ωα} =
⋃

β<ωα

{(aσ, bγ)|σ < β, γ < β},
òî âñå ýëåìåíòû ìíîæåñòâà A×B ìîæíî ïðîíóìåðîâàòü òðàíñôèíèòíûìè
÷èñëàìè, êîòîðûå ìåíüøå ÷åì òðàíñôèíèòíîå ÷èñëî ωα, è çíà÷èò,
m · m=||A×B|| = |ωα| = ℵα = m .
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Èòàê, ìû äîêàçàëè ÷òî ℵ0 · ℵ0 = ℵ0 è èç òîãî, ÷òî ℵγ · ℵγ = ℵγ äëÿ
âñåõ òðàíñôèíèòíûõ ÷èñåë γ < α ñëåäóåò, ÷òî ℵα · ℵα = ℵα.

Òîãäà, ñîãëàñíî òðàíñôèíèòíîé èíäóêöèè ℵρ · ℵρ = ℵρ äëÿ ëþáîãî
òðàíñôèíèòíîãî ÷èñëà ρ, è çíà÷èò m · m=m äëÿ ëþáîãî êàðäèíàëüãîãî
÷èñëà m.

Ýòèì òåîðåìà ïîëíîñòüþ äîêàçàíà.

II.4.11. Ñëåäñòâèå. Äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà k è ëþáûõ
êàðäèíàëüíûõ ÷èñåë m1,m2, ...,mk, ñðåäè êîòîðûõ èìååòñÿ õîòÿáû îäíî
áåñêîíå÷íèîå ÷èñëî, m1 ·m2 · ... ·mk = max {m1,m2, ...,mk}.

Â ÷àñòíîñòè, mk = m äëÿ ëþáîãî áåñêîíå÷íîãî êàðäèíàëüíîãî ÷èñëà
m .

II.4.12. Òåîðåìà. (Êóðàòîâñêîãî-Öîðíà). Ïóñòü (M, <′) - òàêîå
÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî, ÷òî äëÿ ëþáîãî ëèíåéíî óïîðÿäî-
÷åííîãî ïîäìíîæåñòâà (A,<′) ñóùåñòâóåò òàêîé ýëåìåíò b ∈ M ,
÷òî x ≤′ b äëÿ ëþáîãî x ∈ A. Òîãäà äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà a ∈ M
ñóùåñòâóåò òàêîé ìàêñèìàëüíûé ýëåìåíò d â (M, <′), ÷òî a ≤′ d.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü m=||M || è ω( m) - íàèìåíüøåå òðàíñôè-
íèòíîå ÷èñëî ìîùíîñòè m .

Èç òåîðåìû II.2.13 ñëåäóåò, ÷òî ìíîæåñòâà M è W (ω(m)) = {γ|γ <
ω(m)} ÿâëÿþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè, è çíà÷èò, ìíîæåñòâî M ìîæíî ïðîíó-
ìåðîâàòü òðàíñôèíèòíûìè, êîòîðûå ìåíüøå ÷åì ω(m), ò.å. M = {xγ|γ <
ω(m)}.

Åñëè a ∈ M , òî äëÿ ëþáîãî òðàíñôèíèòíîãî ÷èñëà γ îïðåäåëèì
ýëåìåíò aγ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Âîçìåì a0 = aγ0 , ãäå γ0 íàèìåíüøåå èç òðàíñôèíèòíûõ ÷èñåë γ <
ω(m) äëÿ êîòîðûõ a ≤′ aγ. Òîãäà 0 ≤ γ0.

Äîïóñòèì, ÷òî ýëåìåíòû aα óæå îïðåäåëåíû äëÿ ëþáîãî òðàíñôè-
íèòíîãî ÷èñëà α < ρ, ïðè÷åì âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùåå óñëîâèå:

Åñëè β < σ, òî aβ <′ aσ, ò.å. {aα|α < ρ} ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíî
óïîðÿäî÷åííûì ïîäìíîæåñòâîì â (M, <′) è aα = xγα , ïðè÷åì α ≤ γα

äëÿ ëþáîãî α < ρ.
Ñîãëàñíî óñëîâèþ òåîðåìû, ñóùåñòâóåò òàêîé ýëåìåíò b ∈ M , ÷òî

aα ≤′ b äëÿ ëþáîãî α < ρ.
Åñëè b ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíûì ýëåìåíòîì â (M, <′), òî òåîðåìà

äîêàçàíà.
Åñëè æå b íå ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíûì ýëåìåíòîì â (M, <′), òî

ñóùåñòâóåò òàêîé ýëåìåíò b′ ∈ M , ÷òî b <′ b′.



63

Òîãäà {γ < ω(m)|b <′ xγ} 6= ∅, è åñëè γρ ÿâëÿåòñÿ íàèìåíüøèì
ýëåìåíòîì â {γ < ω(m)|b <′ xγ} 6= ∅, òî âîçüìåì aρ = xγρ .

Òîãäà aγ <′ aρ äëÿ ëþáîãî γ < ρ, è çíà÷èò, {aα|α < ρ} ÿâëÿåòñÿ
ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííûì ïîäìíîæåñòâîì â (A, <′).

Êðîìå òîãî, ρ ≤ γρ, èáî â ïðòèâíîì ñëó÷àå, áûëî áû γρ < ρ. È òàê
êàê α ≤ γα, òî ýëåìåíò xγρ áûë áû âûáðàí ïðè îïðåäåëåíèè ýëåìåíòà aα

äëÿ α = γρ.
Èòàê, ìû óêàçàëè ñïîñîá, ïðè êîòîðîì ìû ëèáî ïîñòðîèëè áû

òðåáóåìûé ìàêñèìàëüíûé ýëåìåíò b, ëèáî äëÿ ëþáîãî òðàíñôèíèòíîãî
÷èëà α ìîæíî áûëî áû îïðåäåëèòü ýëåìåíò aα = xγα , ïðè÷åì α ≤ γα.

Òàê êàê ýëåìåíòû xγ îïðåäåëåíû òîëüêî äëÿ òðàíñôèíèòíûõ ÷èñëåë
γ < ω(m), òî ïîñòðîåíèå ýëåìåíòîâ aα äîëæíî îáîðâàòüñÿ äëÿ íåêîòîðîãî
òðàíñôèíèòíîãî ÷èñëà α < ω(m). À ýòî ïðîèçîéäåò òîëüêî â òîì ñëó÷àå,
êîãäà ïîñòðîåííûé ýëåìåíò b áóäåò ìàêñèìàëüíûì.

Ýòèì òåîðåìà ïîëíîñòüþ äîêàçàíà.
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ÐÅØÅÍÈÅ ÓÏÐÀÆÍÅÍÈÉ

I.1.3.1. Íåîáõîäèìîñòü. Åñëè A � ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî, ñóùåñòâóåò
áèåêòèâíîå îòîáðàæåíèå f : A → N. Ýëåìåíòó a ∈ A ïðèñâîèì
íîìåð f(a). Òîãäà ïîëó÷èì íóìåðàöèþ ìíîæåñòâà A ìíîæåñòâîì âñåõ
íàòóðàëüíûõ ÷èñåë.

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü ìíîæåñòâî A òàêîâî, ÷òî åãî ýëåìåíòû ìîæíî
ïðîíóìåðîâàòü ìíîæåñòâîì âñåõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, ò.å. A = {ak|k ∈ N}.
Åñëè îïðåäåëèòü f(ak) = k, òî ïîëó÷èì áèåêöèþ f : A → N.

I.1.3.2. Ïóñòü A � ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî, ò.å. A = {ak|k ∈ N} è ïóñòü
B ⊆ A.

Åñëè B � êîíå÷íî, òî óòâåðæäåíèå âåðíî.
Åñëè B íå ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì, òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà

s ïî èíäóêöèè îïðåäåëèì òàêîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî ks, ÷òî aks ∈ B è
ks = min{j|aj ∈ B} è ïîëîæèì aks = bs . Òîãäà B = {bs|s ∈ N}, ò.å. B
ÿâëÿåòñÿ ñ÷åòíûì ìíîæåñòâîì.

I.1.3.3. Äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà b ∈ B âîçüìåì kb = min{i|f(ai) = b}.
Òîãäà {akb

|b ∈ B} ⊆ A, è çíà÷èò, {akb
|b ∈ B} ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì èëè

ñ÷åòíûì ìíîæåñòâîì (ñì. I.1.3.2), ïðè÷åì f : {akb
|b ∈ B} → B ÿâëÿåòñÿ

áèåêöèåé, è çíà÷èò, ìíîæåñòâî B ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì èëè ñ÷åòíûì.

I.1.3.4. Ñîãëàñíî I.1.3.2, ìíîæåñòâî {f(b)|b ∈ B} ⊆ A ÿâëÿåòñÿ
êîíå÷íûì èëè ñ÷åòíûì, ïðè÷åì îòîáðàæåíèå f : B → {f(b)|b ∈ B}
ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé, è çíà÷èò, B ÿâëÿåòñÿ ñ÷åòíûì ìíîæåñòâîì.

I.1.3.5. Åñëè îòîáðàæåíèÿ f : A → B è ϕ : B → C ÿâëÿþòñÿ
áèåêöèÿìè, òî è îòîáðàæåíèå ϕ ◦ f : A → C áóäåò áèåêöèåé, è çíà÷èò,
ìíîæåñòâî A ÿâëÿåòñÿ ýêâèâàëåíòíûì ìíîæåñòâó C.

I.1.3.6. Åñëè îòîáðàæåíèÿ f : A → B ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé, òî è
îòîáðàæåíèå f−1 : B → A áóäåò áèåêöèåé, è çíà÷èò, ìíîæåñòâî B
ÿâëÿåòñÿ ýêâèâàëåíòíûì ìíîæåñòâó A.

I.1.3.7. Åñëè îòîáðàæåíèÿ f : A → B ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé, òî
îòîáðàæåíèå f̄ : Ā → B̄, ïåðåâîäÿùåå ïîäìíîæåñòâî C ⊆ A â
ïîäìíîæåñòâî f(C) = {f(x)|x ∈ C} ⊆ B, áóäåò áèåêöèåé.

I.1.3.8. Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü êîíå÷íûå ìíîæåñòâà A è B ÿâëÿþòñÿ
ýêâèâàëåíòíûìè, è f : A → B - áèåêöèÿ. Åñëè A = {a1, . . . , an} òî,
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ïðèñâîèâ ýëåìåíòó b = f(ak) ∈ B èíäåêñ k, ïîëó÷èì, ÷òî B = {b1, . . . , bn},
ò.å. ìíîæåñòâà A è B ñîäåðæàò îäèíàêîâîå ÷èñëî ýëåìåíòîâ.

Äîñòàòî÷íîñòü. Åñëè A = {a1, . . . , an} è B = {b1, . . . , bn}, òî,
îòîáðàçèâ ýëåìåíò ak ∈ A â ýëåìåíò bk ∈ B, ïîñòðîèì áèåêòèâíîå
îòîáðàæåíèå ìíîæåñòâà A íà ìíîæåñòâî B.

I.1.3.9. Åñëè f : A → C è ϕ : B → C - áèåêòèâíûå îòîáðàæåíèÿ, òî
ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî îòîáðàæåíèå ψ : A ∪ B → C ∪ D, äåéñòâóþùåå ïî
ïðàâèëó, ψ(a) = f(a), åñëè a ∈ A è ψ(a) = ϕ(a), åñëè a ∈ B, ÿâëÿåòñÿ
áèåêöèåé.

I.1.4. Ëåãêî ñëåäóåò èç óïðàæíåíèé I.1.3.5 è I.1.3.6.

I.1.10.1. Åñëè n = 1, òî B = A1, è çíà÷èò B - ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî.
Äîïóñòèì, ÷òî B = A1 × . . .×An ÿâëÿåòñÿ ñ÷åòíûì è C = A1 × . . .×

An × An+1. Òîãäà C = B × An+1, ñîãëàñíî òåîðåìå I.1.6, ìíîæåñòâî C
áóäåò ñ÷åòíûì.

I.1.10.2. Ñîãëàñíî I.1.10.1, äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà k ìíîæåñòâî
Ñk âñåõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé (r1, . . . , rk) íàòóðàëüíûõ ÷èñåë äëèíû k
ÿâëÿåòñÿ ñ÷åòíûì.

Òîãäà ïî òåîðåìå I.1.5, ìíîæåñòâî
⋃

k∈N
Ñk, êîòîðîå ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì

âñåõ êîíå÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, ÿâëÿåòñÿ ñ÷åòíûì.

I.1.10.3. Êàæäîé êîíå÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (s1, . . . , sn) íàòóðàëüíûõ
÷èñåë ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå òàêóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (k1, k2, . . .),
÷òî ki = 0, åñëè si = 1 è ki = 1 â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ. Ìû ïîëó÷èì
ñþðúåêòèâíîå îòîáðàæåíèå ìíîæåñòâà âñåõ êîíå÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé
íàòóðàëüíûõ ÷èñåë â ìíîæåñòâî âñåõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé (k1, k2, . . .),
ãäå ki ∈ {0, 1} è {i|ki = 0} ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì.

Òîãäà èç óïðàæíåíèé I.1.3.3 è I.1.10.2 ñëåäóåò ñ÷åòíîñòü óêàçàííîãî
â óïðàæíåíèè I.1.10.3 ìíîæåñòâà.

I.1.10.4. Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâîäèòñÿ àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó óïðàæíåíèÿ
I.1.10.3.

I.1.10.5. Ñîãëàñíî óïðàæíåíèþ I.1.10.3, ìíîæåñòâî Ãn = (a1, . . . , an)|ai ∈
A} ÿâëÿåòñÿ ñ÷åòíûì.

Åñëè êàæäîìó ýëåìåíòó (a1, . . . , an) ∈ Ãn ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå
ýëåìåíò {a1, . . . , an} ∈ Bn, òî ïîëó÷èì ñþðúåêòèâíîå îòîáðàæåíèå
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ìíîæåñòâà Ãn â ìíîæåñòâî Bn. Òîãäà èç óïðàæíåíèÿ I.1.3.3 ñëåäóåò
ñ÷åòíîñòü ìíîæåñòâà Bn.

I.1.10.6. Òàê êàê Ã =
⋃

k∈N
Ãk, òî èç òåîðåìû I.1.5 ñëåäóåò ñ÷åòíîñòü

ìíîæåñòâà Ã.

I.1.10.7. Òàê êàê, ñîãëàñíî òåîðåìå I.1.7, ìíîæåñòâîQ âñåõ ðàöèîíàëüíûõ
÷èñåë ÿâëÿåòñÿ ñ÷åòíûì, òî èç óïðàæíåíèÿ I.1.10.2 ñëåäóåò, ÷òî ìíîæåñòâî
Q̃ âñåõ êîíå÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë ÿâëÿåòñÿ
ñ÷åòíûì.

Åñëè êàæäîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (r1, . . . , rn) ∈ Q̃ ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå
ìíîãî÷ëåí

n∑
i=1

rix
i−1, òî ïîëó÷èì ñþðúåêòèâíîå îòîáðàæåíèå ìíîæåñòâà

Q̃ â ìíîæåñòâî âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ ñ ðàöèîíàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè.
Òîãäà ñîãëàñíî óïðàæíåíèþ I.1.3.3, óêàçàííîå â óïðàæíåíèè I.1.10.7
ìíîæåñòâî, ÿâëÿåòñÿ ñ÷åòíûì.

I.1.10.8. Òàê êàê âñÿêèé íåíóëåâîé ìíîãî÷ëåí ñ öåëûìè êîýôôèöèåí-
òàìè èìååò â ìíîæåñòâå âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë òîëüêî êîíå÷íîå
÷èñëî êîðíåé, òî èç òåîðåìû I.1.5 ñëåäóåò, ÷òî ìíîæåñòâî âñåõ àëãåáðàè-
÷åñêèõ ÷èñåë ÿâëÿåòñÿ ñ÷åòíûì.

I.2.6. Åñëè n = 1, ò.å. X = {x1}, òî ìíîæåñòâî F1 âñåõ õàðàêòåðè-
ñòè÷åñêèõ ôóíêöèé ñîñòîèò èç äâóõ ôóíêöèé f1(x1) = 0 è f1(x1) = 1.

Äîïóñòèì, ÷òî äëÿ ìíîæåñòâà X = {x1, . . . , xn} ìíîæåñòâî Fn

ñîäåðæèò 2n ôíêöèé, è ïóñòü Y = X
⋃ {xn+1}. Äëÿ êàæäîé ôóíêöèè f ∈

Fn îïðåäåëèì ôóíêöèè ϕ0 è ϕ1 ñëåäóþùèì îáðàçîì ϕf,0(x) = ϕf,1(x) =
f(x) äëÿ ëþáîãî x ∈ X è ϕf,0(xn+1) = 0 è ϕf,1(xn+1) = 1. Òîãäà ìíîæåñòâî
{ϕi,f |f ∈ Fn,i ∈ {0, 1}} ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì âñåõ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ
ôóíêöèé ìíîæåñòâà Y è îíî ñîäåðæèò 2n+1 ôóíêöèé.

I.2.13. Ïóñòü:
A - ìíîæåñòâî âñåõ ñ÷åòíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, ñîñòàâëåííûõ èç 0

è 1;
B - ìíîæåñòâî âñåõ ñ÷åòíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, ñîñòàâëåííûõ èç

0 è 1, â êîòîðûõ ìíîæåñòâî íóëåé è ìíîæåñòâî åäèíèö ÿâëÿþòñÿ
áåñêîíå÷íûìè;

C0 è C1 - ìíîæåñòâà âñåõ ñ÷åòíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, ñîñòàâëåííûõ
èç 0 è 1, â êîòîðûõ, ñîîòâåòñòâåííî, ìíîæåñòâî íóëåé è ìíîæåñòâî åäèíèö
ÿâëÿþòñÿ êîíå÷íûìè.
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Òîãäà A = B ∪ C0 ∪ C1. Òàê êàê, ñîãëàñíî I.1.10.1 ||C0|| = ||C1|| = ℵ0,
òî ñîãëàñíî òåîðåìå I.2.3 ||A|| = ||B||. Òîãäà èç òåîðåìû I.2.12 ñëåäóåò,
÷òî ìíîæåñòâî B ýêâèâàëåíòíî ìíîæåñòâó âñåõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà
N âñåõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë.

I.2.17.1. Òàê êàê ìíîæåñòâî < ñîäåðæèò â ñåáå ìíîæåñòâî {(r, r, . . .)|r ∈
R}, à ýòî ìíîæåñòâî ýêâèâàëåíòíî ìíîæåñòâó R, òî ñóùåñòâóåò èíúåêòèâíîå
îòîáðàæåíèå ψ : R→ <.

Ñîãëàñíî òåîðåìå I.2.11 äîñòàòî÷íî ïîñòðîèòü èíúåêòèâíîå îòîáðàæåíèå
ϕ : < → R.

Ïóñòü A = {(k1, k2, . . .)|ki ∈ {0, 1}, i ∈ N} è ∆ = {p1, p2,...} - ìíîæåñòâî
âñåõ ïðîñòûõ ÷èñåë. Èç òåîðåì I.2.12 è I.2.14 ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò
áèåêòèâíîå îòîáðàæåíèå f : A → R.

Åñëè r̃ = (r1, . . .) ∈ < è f−1(ri) = (ki,1, ki,2, . . .) ∈ A, òî ïîëîæèì
ϕ(r̃) = f((q1, . . .)), ãäå qi = ks,t, åñëè i = pt

s äëÿ íåêîòîðûõ s, t ∈ N è
qi = 0 åñëè i /∈ {pt

s|s, t ∈ N}.
Òàê êàê pn

i 6= pk
j åñëè i 6= j, òî îòîáðàæåíèå ϕ : < → R îïðåäåëåíî

êîððåêòíî.
Ïîêàæåì, ÷òî ïîñòðîåííîå îòîáðàæåíèå ϕ ÿâëÿåòñÿ èíúåêöèåé.
Åñëè r̃ = (r1, . . .) 6= r̃′ = (r′1, r

′
2 . . .), òî rs 6= r′s äëÿ íåêîòîðîãî s ∈ N.

Òîãäà f−1(rs) = (ks,1, ks,2, . . .) 6= f−1(r′s) = (k′s,1, k
′
s,2, . . .), è çíà÷èò,

ks,t 6= k′s,t äëÿ íåêîòîðîãî t ∈ N.
Åñëè f−1(ϕ(r̃)) = (q1, . . .) è f−1(ϕ(r̃′)) = (q′1, . . .), òî qi 6= q′i äëÿ i = pt

s,
è çíà÷èò, ϕ(r̃) = f((q1, . . .)) 6= f((q′1, . . .)) = ϕ(r̃′).

I.2.17.2. Òàê êàê ìíîæåñòâà R è {{r}|r ∈ R} ÿâëÿþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè
è {{r}|r ∈ R} ⊆ R̃, òî ñóùåñòâóåò èíúåêòèâíîå îòîáðàæåíèå ψ : R→ R̃.

Ñîãëàñíî òåîðåìå I.2.11 äîñòàòî÷íî ïîñòðîèòü èíúåêòèâíîå îòîáðàæåíèå
ϕ : R̃→ R.

Äëÿ êàæäîãî ïîäìíîæåñòâà A ⊆ R̃ ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî ∆A âñåõ
òàêèõ ñ÷åòíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé r̄ = (r1, r2, . . .) äåéñòâèòåëüíûõ
÷èñåë, ÷òî A = {ri|i ∈ N}, è èç êàæäîãî ìíîæåñòâà ∆A âûáåðåì ïî
îäíîìó ýëåìåíòó r̄A.

Åñëè ìû ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ïîäìíîæåñòâó A ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
r̄A, òî ïîëó÷èì èíúåêòèâíîå îòîáðàæåíèå ìíîæåñòâà R̃ â ìíîæåñòâî <
(ñì. I.2.17.1), è ïîñêîëüêó ìíîæåñòâà < è R ÿâëÿþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè
(ñì. I.2.17.1), òî ñóùåñòâóåò èíúåêòèâíîå îòîáðàæåíèå ϕ : R̃→ R.

I.3.8. Åñëè (A,<) - òàêîå ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî, ÷òî
êàæäîå êîíå÷íî ïîäìíîæåñòâî èìååò íàèìåíüøèé (íàèáîëüøèé) ýëåìåíò,
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äëÿ ëþáûõ äâóõ ýëåìåíòîâ a, b ∈ A ìíîæåñòâî {a, b} îáëàäàåò íàèìåíü-
øèì (íàèáîëüøèì) ýëåìåíòîì, è çíà÷èò, ýòè ýëåìåíòû ñðàâíèìû ìåæäó
ñîáîé, ò.å. ìíîæåñòâî (A,<) ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííûì.

I.3.11.1. Òàê êàê ëþáûå äâà ðàöèîíàëüíûõ ÷èñëà ñðàâíèìû ìåæäó
ñîáîé, òî (Q, <) ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííûì ìíîæåñòâîì.

I.3.11.2. Òàê êàê ëþáûå äâà íàòóðàëüíûõ ÷èñëà ñðàâíèìû ìåæäó
ñîáîé, òî (N, <) ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííûì ìíîæåñòâîì.

Ïóñòü òåïåðü ∅ 6= A ⊆ N è n ∈ A. Òàê êàê {k ∈ A|k ≤ n} ÿâëÿåòñÿ
êîíå÷íûì ìíîæåñòâîì, òî ñîãëàñíî òåîðåìå I.3.10 â ýòîì ìíîæåñòâå
èìååòñÿ íàèìåíüøèé ýëåìåíò k0. Òîãäà k0 áóäåò íàèìåíüøèì ýëåìåíòîì
è â A.

I.3.11.3. Î÷åâèäíî, ÷òî àêñèîìû îïðåäåëåíèÿ I.3.1 âûïîëíÿþòñÿ.

I.3.12.1. Òàê êàê ëþáîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî n äåëèòñÿ íà n, òî n ≤ n
äëÿ ëþáîãî n ∈ N, ò.å. àêñèîìà 1) çàìå÷àíèÿ I.3.3 âûïîëíÿåòñÿ.

Åñëè n ≤ m è m ≤ k, òî m äåëèòñÿ íà n è k äåëèòñÿ íà m.Òîãäà
k äåëèòñÿ íà n, è çíà÷èò, n ≤ k, ò.å. àêñèîìà 2) çàìå÷àíèÿ I.3.3
âûïîëíÿåòñÿ.

Åñëè n ≤ m è m ≤ n, òî m äåëèòñÿ íà n è n äåëèòñÿ íà m. Òîãäà
m = kn è n = ms, è çíà÷èò, n = ksn, ò.å. ks = 1. Òàê êàê k è s -
íàòóðàëüíûå ÷èñëà, òî k = s = 1, è çíà÷èò, n = m ò.å. è àêñèîìà 3)
çàìå÷àíèÿ I.3.3 âûïîëíÿåòñÿ.

Ñëåäîâàòåëüíî, (N,≤) ÿâëÿåòñÿ ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûì ìíîæåñòâîì.

Òàê êàê 2 íå äåëèòñÿ íà 3 è 3 íå äåëèòñÿ íà 2, òî íàòóðàëüíûå ÷èñëà
2 è 3 íå ñðàâíèìû ìåæäó ñîáîé â (N,≤), ò.å. (N,≤) íå ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíî
óïîðÿäî÷åííûì ìíîæåñòâîì.

I.3.12.2. Òàê êàê 2 äåëèòñÿ íà −2 è −2 äåëèòñÿ íà 2, òî 2 ≤ −2 è
−2 ≤ 2, íî 2 6= −2, è çíà÷èò, àêñèîìà 3) çàìå÷àíèÿ I.3.3 íå âûïîëíÿåòñÿ,
ò.å. (Z,≤) íå ÿâëÿåòñÿ ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûì ìíîæåñòâîì.

I.3.12.3. Òàê êàê n = n1, òî n ≤ n äëÿ ëþáîãî n ∈ Z, ò.å. àêñèîìà 1)
çàìå÷àíèÿ I.3.3 âûïîëíÿåòñÿ.

Åñëè n ≤ m è m ≤ k, òî m = ns è k = ms. Òîãäà k = nst, è çíà÷èò,
n ≤ k, ò.å. àêñèîìà 2) çàìå÷àíèÿ I.3.3 âûïîëíÿåòñÿ.
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Åñëè n ≤ m è m ≤ n, òî m = ns è n = mt. Òîãäà n = ns·t, è çíà÷èò
s · t = 1, ò.å. s = t = ±1.

Åñëè n = ±1, òî n = (±1)±1 = ns = m. Åñëè æå n 6= ±1, òî s 6= −1,
è çíà÷èò, s = 1. Òîãäà m = n1 = n, ò.å. àêñèîìà 3) çàìå÷àíèÿ I.3.3
âûïîëíÿåòñÿ.

Ñëåäîâàòåëüíî, (Z,≤) ÿâëÿåòñÿ ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûì ìíîæåñòâîì.

Òàê êàê 2 íå ÿâëÿåòñÿ ñòåïåíüþ ÷èñëà 3 è 3 íå ÿâëÿåòñÿ ñòåïåíüþ
÷èñëà 2, òî íàòóðàëüíûå ÷èñëà 2 è 3 íå ñðàâíèìû ìåæäó ñîáîé â (Z,≤),
ò.å. (Z,≤) íå ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííûì ìíîæåñòâîì.

I.3.13.1. Â ìíîæåñòâå M íåò íè ìèíèìàëüíûõ è òåì áîëåå íàèìåíüøèõ
ýëåìåíòîâ, èáî äëÿ ëþáîãî ðàöèîíàëüíîãî ÷èñëà r ∈ (

√
2,
√

3) èìååòñÿ
ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî

√
2 < q < r.

I.3.13.2. Êàê è â I.3.13.1 äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî â ìíîæåñòâå M íåò íè
ìèíèìàëüíûõ è òåì áîëåå íàèìåíüøèõ ýëåìåíòîâ.

I.3.13.3. Òàê êàê ëþáîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî äåëèòñÿ íà 1, òî ÷èñëî
1 ÿâëÿåòñÿ íàèìåíüøèì â ìíîæåñòâå M = N, è çíà÷èò, ÿâëÿåòñÿ
ìèíèìàëüíûì ýëåìåíòîì.

Äëÿ ìíîæåñòâà N\{1} âñÿêîå ïðîñòîå ÷èñëî ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì
ýëåìåíòîì, íî â ýòîì ìíîæåñòâå íåò íàèìåíüøèõ ýëåìåíòîâ.

I.3.14.1. Òàê êàê ñàìî ìíîæåñòâî Q, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ íåïóñòûì
ïîäìíîæåñòâîì â Q, íå èìååò íàèìåíüøåãî ýëåìåíòà, òî (Q,≤) íå
ÿâëÿåòñÿ âïîëíå óïîðÿäî÷åííûì ìíîæåñòâîì.

I.3.14.2. Òàê êàê ∅ 6= (0, 1) ⊆ [0, 1] è èíòåðâàë (0, 1) íå èìååò
íàèìåíüøåãî ýëåìåíòà, òî ([0, 1],≤) íå ÿâëÿåòñÿ âïîëíå óïîðÿäî÷åííûì
ìíîæåñòâîì.

I.3.16.1. Êàæäîìó äåéñòâèòåëüíîìó ÷èñëó r ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèè
÷èñëî r

2·|r|+1
+ 1

2
. Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî ïîëó÷èì îòîáðàæåíèå f : R→ (0, 1).

Òàê êàê f(0) = 1
2
, f(2t−1

4t
) = t äëÿ ëþáîãî 0 < t < 1

2
è f(2t−1

4−4t
) =

t äëÿ ëþáîãî 1
2

< t < 1, òî f : R → (0, 1) ÿâëÿåòñÿ ñþðúåêòèâíûì
îòîáðàæåíèåì.

Ïðîâåðèì òåïåðü, ÷òî f : (R, <) → ((0, 1), <) ÿâëÿåòñÿ ïîäîáèåì.
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Ïóñòü r1 < r2. Åñëè r2 è r1 èìåþò ðàçíûå çíàêè, òî r2 > 0 è r1 < 0.
Òîãäà f(r2) > 1

2
è f(r1) < 1

2
, è çíà÷èò, f(r2) − f(r1) > 0, ò.å. f(r2) >

f(r1). Åñëè æå r2 è r1 èìåþò îäèí è òîò æå çíàê, òî r2 · 2 · |r1| = r1 · 2 ·
|r2|, è çíà÷èò f(r2)− f(r1) = r2

2·|r2|+1
− r1

2·|r1|+1
= r2·(2|r1|+1)−r1·(2|r2|+1)

(2·|r2|+1)(2·|r1|+1)
=

r2−r1

(2·|r2|+1)(2·|r1|+1)
> 0, ò.å. f(r2) > f(r1).

Ñëåäîâàòåëüíî, îòîáðàæåíèå f ñîõðàíÿåò ïîðÿäîê. Òîãäà f : R →
(0, 1) ÿâëÿåòñÿ èíúåêöèåé, è çíà÷èò, f : (R, <) → ((0, 1), <) ÿâëÿåòñÿ
ïîäîáèåì.

I.3.16.2. Òàê êàê ìíîæåñòâî (R, <) íå èìååò íàèìåíüøåãî ýëåìåíòà,
à ìíîæåñòâî ([0, 1], <) èìååò íàèìåíüøèé ýëåìåíò, òî ýòè ìíîæåñòâà íå
ìîãóò áûòü ïîäîáíûìè.

I.3.16.3. Òàê êàê â ìíîæåñòâå (Z, <) ìåæäó ÷èñëàìè 1 è 2 íåò
íèêàêèõ ÷èñåë, à â ìíîæåñòâå (Q, <) ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ ðàçíûìè
ðàöèîíàëüíûìè ÷èñëàìè èìååòñÿ íåêîòîðîå ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî, òî ýòè
ìíîæåñòâà íå ìîãóò áûòü ïîäîáíûìè.

I.3.16.4. Ëåãêî ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ ïîäîáèÿ.

II.1.9.1. Òàê êàê {1, . . . , n} ⊂ N, òî n = ||{1, . . . , n}|| ≤ ||N|| = ℵ0,
è ïîñêîëüêó ìíîæåñòâà N è {1, . . . , n} íå ÿâëÿþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè, òî
n < ℵ0.

II.1.9.2. Òàê êàê âñÿêîå áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî ñîäåðæèò íåêîòîðîå
ñ÷åòíîå ïîäìíîæåñòâî (ñì. I.2.1), òî ℵ0 ≤ m äëÿ ëþáîãî áåñêîíå÷íîãî
êàðäèíàëüíîãî ÷èñëà m , è â ÷àñòíîñòè, ℵ0 ≤ c. Ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ
I.2.15, ìíîæåñòâî R íå ÿâëÿåòñÿ ñ÷åòíûì, è çíà÷èò c = ||R|| 6= ℵ0, ò.å.
ℵ0 < c.

II.1.9.3. Ñëåäóåò èç òåîðåì I.2.7 è I.2.8.

II.1.9.4. Ïóñòü m - ïðîèçâîëüíîå êàðäèíàëüíîå ÷èñëî è M - òàêîå
ìíîæåñòâî, ÷òî ||M || = m .

Òîãäà ñîãëàñíî óïðàæíåíèþ II.1.9.3, m = |||M || < ||{A|A ⊆ M}||,
è çíà÷èò, äëÿ ëþáîãî êàðäèíàëüíîãî ÷èñëà m ñóùåñòâóåò êàðäèíàëüíîå
÷èñëî, êîòîðîå áîëüøå ÷åì m .

II.1.12. Ïóñòü A = {x1, . . . , xn} è B = {b1, . . . , bk}.
Åñëè n = 1, ò.å. A = {x1}, òî ìíîæåñòâî F1 âñåõ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ

ôóíêöèé ñîñòîèò èç k ôóíêöèé f1(x1) = b1,. . ., fk(x1) = bk.
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Äîïóñòèì, ÷òî äëÿ ìíîæåñòâà X = {x1, . . . , xn} ìíîæåñòâî Fn

ñîäåðæèò kn ôóíêöèé, è ïóñòü Y = X
⋃ {xn+1}. Äëÿ êàæäîé ôóíêöèè

f ∈ Fn îïðåäåëèì õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ôóíêöèè ϕf,1, . . . , ϕf,k íà Y ,
ïîëîæèâ ϕf,i(x) = f(x) äëÿ ëþáûõ 1 ≤ i ≤ k è x ∈ X è ϕf,i(xn+1) = bi.

Òîãäà ìíîæåñòâî {ϕi,f |f ∈ Fn,1≤ i ≤ k} ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì
âñåõ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ôóíêöèé íà ìíîæåñòâå Y è îíî ñîäåðæèò kn+1

ôóíêöèé.

II.1.14.1. Òàê êàê îáúåäèíåíèå äâóõ ñ÷åòíûõ ìíîæåñòâ ÿâëÿåòñÿ
ñ÷åòíûì ìíîæåñòâîì (ñì. òåîðåìó I.1.5), òî ℵ0 + ℵ0 = ℵ0.

II.1.14.2. Òàê êàê ïðîèçâåäåíèå äâóõ ñ÷åòíûõ ìíîæåñòâ ÿâëÿåòñÿ
ñ÷åòíûì ìíîæåñòâîì (ñì. òåîðåìó I.1.6), òî ℵ0 · ℵ0 = ℵ0.

II.1.16.1. Òàê êàê A∪B = B∪A, òî ||A||+||B|| = ||A∪B|| = ||B∪A|| =
||B||+ ||A||.

II.1.16.2. Òàê êàê (A∪B)∪C = A∪ (B∪C), òî (||A||+ ||B||)+ ||C|| =
||A||+ (||B||+ ||C||).

II.1.16.3. Òàê êàê îòîáðàæåíèå f : A × B → B × A, ïåðåâîäÿùåå
ýëåìåíò (a, b) ∈ A × B â ýëåìåíò (b, a) ∈ B × A ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé, òî
||A|| · ||B|| = ||A×B|| = ||B × A|| = ||B|| · ||A||.

II.1.16.4. Òàê êàê (A×B)×C = A× (B×C), òî (||A|| · ||B||) · ||C|| =
||A|| · (||B|| · ||C||).

II.1.16.5. Òàê êàê (A ∪ B) × C = A × C ∪ B × C è A × (B ∪ C) =
A × B ∪ A × C, òî (||A|| + ||B||) · ||C|| = ||A|| · ||C|| + ||B|| · ||C|| è ||A|| ·
(||B||+ ||C||) = ||A|| · ||B||+ ||A|| · ||C||.

II.1.16.6. Òàê êàê A ⊆ A ∪B, òî ||A|| ≤ ||A ∪B|| = ||A||+ ||B||.

II.1.16.7. Åñëè B 6= ∅ è b ∈ B, òî ìíîæåñòâî A ÿâëÿåòñÿ
ýêâèâàëåíòíûì ïîäìíîæåñòâó A × {b} ⊆ A × B, è çíà÷èò ||A|| =
||A× {b}|| ≤ ||A×B|| = ||A|| · ||B||.

Êðîìå òîãî ||A|| · 0 = ||A|| · ||∅|| = ||A× ∅|| = ||∅|| = 0.

II.1.16.8. Ïóñòü ìíîæåñòâî A ýêâèâàëåíòíî ïîäìíîæåñòâó A1 ⊆ B
è ìíîæåñòâî C ýêâèâàëåíòíî ïîäìíîæåñòâó C1 ⊆ D. Òîãäà A ∪ C
ýêâèâàëåíòíî ïîäìíîæåñòâó A1 ∪ C1 ⊆ B ∪ D, è çíà÷èò, ||A|| + ||C|| =
||A ∪ C|| ≤ ||B ∪D|| = ||B||+ ||D||.
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Àíàëîãè÷íî, A× C ýêâèâàëåíòíî ïîäìíîæåñòâó A1 × C1 ⊆ B ×D, è
çíà÷èò, ||A|| · ||C|| = ||A× C|| ≤ ||B ×D|| = ||B|| · ||D||.

II.1.20.1. Òàê êàê ëþáîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî n > 2 ìîæíî ïðåäñòàâèòü
â âèäå ñóììû äóõ ñëàãàåìûõ n − 1 è 1, êàæäîå èç êîòîðûõ ìåíüøå ÷åì
n, òî ëþáîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî n > 2 ÿâëÿåòñÿ èððåãóëÿðíûì.

Êðîìå òîãî, î÷åâèäíî, ÷òî åñëè n = 1 èëè n = 2, òî ÷èñëî n
íåëüçÿ ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû ìåíüøåãî ÷åì n ñëàãàåìûõ, êàæäîå
èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ íåîòðèöàòåëüíûì öåëûì ÷èñëîì ìåíüøå ÷åì n, è
çíà÷èòü, ÷èñëà 1 è 2 ÿâëÿþòñÿ ðåãóëÿðíûìè.

II.1.20.2. Òàê êàê ëþáîå êàðäèíàëüíîå ÷èñëî, êîòîðîå ìåíüøå ÷åì
ℵ0 ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì ÷èñëîì, è ñóììà êîíå÷íîãî ÷èñëà êîíå÷íûõ ÷èñåë
ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì, òî ℵ0 íåëüçÿ ïðåäñòàâèòü â âèäå êîíå÷íîé ñóììû
êîíå÷íûõ ÷èñåë, ò.å. ℵ0 ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíûì ÷èñëîì.

II.3.6.1. Òàê êàê n = (n − 1) + 1 äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n,
òî n íå ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíûì òðàíñôèíèòíûì ÷èñëîì.

II.3.6.2. Òàê êàê 0 íåëüçÿ ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû íåîòðèöàòåëüíî-
ãî ÷èñëà è 1, òî 0 ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíûì òðàíñôèíèòíûì ÷èñëîì. Êðîìå
òîãî, ñîãëàñíî II.3.6.1 ëþáîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî íå ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíûì
òðàíñôèíèòíûì ÷èñëîì.

II.3.6.3. Äîïóñòèì ïðîòèâíîå, ò.å. ÷òî ω(m) = γ + 1 äëÿ íåêîòîðîãî
áåñêîíå÷íîãî êàðäèíàëüíîãî ÷èñëà m .

Ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ II.3.3.2 γ < ω(m), è çíà÷èò, |γ| < m . Òîãäà,
ñîãëàñíî òåîðåìå I.2.3, m = |ω(m)| = |γ + 1| = |γ| < m . Ïîëó÷èëè
ïðîòèâîðå÷èå.

II.4.6.1. Òàê êàê kn ÿâëÿåòñÿ íàòóðàëüíûì ÷èñëîì äëÿ ëþáîãî
íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n, òî kn < ω0. Òîãäà èç II.4.5 ñëåäóåò, ÷òî kω0 ≤ ω0.
Òàê êàê ω0 ÿâëÿåòñÿ íàèìåíüøèì áåñêîíå÷íûì òðàíñôèíèòíûì ÷èñëîì,
òî kω0 = ω0.

II.4.6.2. Â ñàìîì äåëå, |kω0| = |ω0| = ℵ0.
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