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топологической алгебре; 
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топологических колец; 
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ВВЕДЕНИЕ 
Настоящее издание посвящено теории топологических групп, разделу 

математики, который лежит на стыке двух областей современной математики, а 
именно: общей топологии и современной алгебры.  

Основой для этого издания послужил цикл лекций, который читался одним 
из авторов на протяжении более 10 лет по теории топологических групп для 
студентов математической специальности физико-математического факультета 
Приднестровского Государственного университета имени Т.Г.Шевченко. 

Основной материал этого издания можно условно разбить на две части: 
-- Материал, который можно найти и в некоторых других книгах по теории 

топологических групп; 
-- Материал, который пока не излагался в книгах по теории 

топологических групп, а был опубликован лишь в научных статьях или вообще 
не публиковался.  

Это издание будет полезным: 
-- при чтении специальных курсов для студентов старших курсов 

математических специальностей; 
-- студентам и магистрантам при подготовке дипломных работ то 

топологической алгебре,  
-- аспирантам при подготовке к сдаче кандидатских экзаменов и при 

проведении научных исследований по теории топологических групп и 
топологических колец.  

В настоящем издании имеется 12 параграфов основного текста и глава, в 
которой собраны необходимые (для чтения основного материала) сведения по 
теории множеств, теории групп и общей топологии.  

Хотя сведения, которые изложены в этой главе, можно найти в учебниках 
по соответствующим областям (теория множеств, теория групп и общей 
топологии) мы все же решили, для удобства читателя, привести их (без 
доказательств) в этом издании.  

Кроме того, при изложении основного материала делаются ссылки на 
результаты, которые изложены в этом параграфе. Это должно помочь, особенно 
читателю, который решил начать изучать топологические группы, при 
изучении основного материала.   

Читатель, который знает эти разделы современной математики (теорию 
множеств, теорию групп и общую топологию) может пропустить чтение этой 
главы и обращаться к этой главе, если будет возникать такая необходимость.  
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0. ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЕ СВЕДЕНИЯ 
А. ТЕОРИЯ МНОЖЕСТВ 

Подробное изложение результатов, изложенных в этом разделе можно 
найти в работах [1,2,5,6].  

А.1. Обозначения:   
--  Px   обозначает множество всех элементов x , удовлетворяющих 

условию P . 
 --  a   обозначает множество, состоящее из одного элемента a . 

  обозначает пустое множество. 
А.2. Обозначение. BA  и BA  означает, соответственно, что A 

является подмножеством множества B и A является подмножеством 
множества B отличным от множества B, соответственно. 

А.3. Определение. Если для  множеств A и B задано некоторое правило 
f , по которому каждому элементу Aa   ставится в соответствие 

единственный элемент Bb , то f  называется отображением множества A во 
множество B и обозначается BAf : . 

А.4. Обозначения. Если BAf : ,  AC 1  и BB 1 , то положим: 
     11 CxxfCf   (образ подмножества 1C  при отображении f ); 

BCf C 1:
1

 (ограничение отображения f  на подмножество 1C ); 

    11
1 BxfAxBf   (прообраз подмножества 1B  при 

отображении f ). 

А.5. Определение. Отображение BAf :  называется: 
-- инъекцией (или другими словами, инъективным отображением), если для 

любых элементов Aaa 21,  из неравенства 21 aa   следует, что 
   21 afaf  ; 

-- сюръекцией (или другими словами, сюръективным отображением), если 
  BAf  ; 

-- биекцией (или другими словами, биективным отображением), если f  
является инъекцией и сюръекцией. 

А.6. Определение. Пусть A, B и C  - произвольные множества. Если 
BAf :  и CB: , то определим отображение CAf :  

следующим образом:     afaf  )(  для любого элемента Aa  . 
Отображение f  называется суперпозицией отображений f  и  . 

А.7. Замечание. Легко заметить, что: 
-- если f  и   являются сюръекциями, то и f  тоже будет сюръекцией; 
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-- если f  и   являются инъекциями, то и f  тоже будет инъекцией; 
-- если f  и   являются биекциями, то и f  тоже будет биекцией. 

А.8. Теорема. Если  C  и  B  - произвольные 
совокупности подмножеств множеств X  и Y, соответственно, и YXf : . 
Тогда верны следующие утверждения: 

   CffC 1   и     CffC 1 , если f  является инъекцией; 

   BffB 1   и     BffB 1 , если f  является сюръекцией; 

 















 CfCf  и  















 CfCf , если f  является 

инъекцией или если    CffC 1  для всех  , кроме возможно для одного 
элемента 0 ; 

 






 











 BfBf 11 ; 

     
212
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1  CfCfCCf   и      

212
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1  CfCfCCf  , если f  

является инъекцией или если   
22

1
 CffC  ; 

      CfXfCXf \\   и     CfYCXf \\  , если f  является 

сюръекцией и    CffC 1 ; 

     
2121

111 \\  BfBfBBf   , и значит, в частности,  

    BfXBYf 11 \\   ; 
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 BfBf 11 . 

А.9. Определение. Если  X  - семейство множеств, то множество 

 













  ,,:ˆ XfXffX  называется произведением 

семейства  X  множеств. 

Множество X̂  будем обозначать 


X . 
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А.10.  Замечание. Если  n,...,1 , то любое отображение 





Xf  

можно отождествить с последовательностью     nff ,...,1 , и поэтому иногда, 

вместо  записи 


X  будем писать nXXX  ...21  или 


n

i
iX

1
.  

А.11.  Определение. Отображение 
00

: 


 XX 


, для которого 

   00
  ff   для любого 





Xf  называется проекцией множества 




X  на множество 
0

X . 

А.12. Определение. Пусть для некоторых элементов ba ,  множества A 
определено такое бинарное отношение   (называемое порядком), что  
выполнены следующие условия: 

1. aa   для любого элемента Aa  ; 
2.  если ba   и ab   для элементов Aba , , то ba  ; 
3.  если ba   и cb   для элементов Acba ,, , то ca  . 
Тогда ),( A  называется: 
-- частично упорядоченным множеством, 
-- линейно упорядоченным множеством, если ),( A  является  частично 

упорядоченным множеством и любые два элемента из множества A сравнимы 
между собой. 

А.13. Определение. Если в частично упорядоченном множестве ),( C  
задано непустое подмножество B, то элемент Ca   называется: 

-- наибольшим элементом в подмножестве B, если Ba   и ac  , для 
любого элемента Bc ; 

-- наименьшим элементом в подмножестве B, если Ba   и ca  , для 
любого элемента Bc ; 

-- максимальным элементом в подмножестве B, если Ba   и не 
существует такой элемент Bc , что ca  ; 

-- минимальным элементом в подмножестве B, если Ba   и не 
существует такой элемент Bc , что ac  ; 

-- Binf ,  если  ca   для любого элемента Bc  и ad   для любого 
такого элемента Cd  , что  cd   для любого элемента Bc ; 

-- Bsup , если  ac   для любого элемента Bc  и da   для любого 
такого элемента Cd  , что dc   для любого элемента Bc . 

А.14. Теорема. (Теорема Куратовского-Цорна). Если в частично 
упорядоченном множестве ),( C  для любого линейно упорядоченного 
подмножества ),(),(  CM  существует такой элемент Ca  , что ax   
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для любого элемента Mx , то для любого элемента Cb  существует такой 
максимальный элемент ),(  Cc , что cb  . 

А.15. Определение. Частично упорядоченное множество ),( B  
называется решеткой, если в нем существуют },inf{ ba  и },sup{ ba  для любых 
элементов Bba , . 

Решетка ),( B  называется полной решеткой, если в нем существуют 
Minf  и Msup  для любого BM  . 
Если ),( B  - решетка, то частично упорядоченное подмножество 

),(),(  BA  называется подрешеткой решетки ),( B , если для любых 
элементов Aba , , определенные в решетке ),( B  элементы },inf{ ba  и 

},sup{ ba , принадлежат множеству A. 

А.16. Определение. Решетка ),( B  называется модулярной, если 
}},inf{,sup{}},sup{,inf{ cabcba   для любых Bcba ,,  таких, что ab  . 

А.17. Определение. Если решетка ),( B  имеет наибольший элемент 1 и 
имеет наименьший элемент 0 , то элемент Ba   называется: 

-- атомом, если a  является минимальным элементом в частично 
упорядоченном множестве )},0{\( B ; 

-- коатомом, если a  является максимальным элементом в частично 
упорядоченном множестве )},1{\( B . 

А.18. Определения. Решетки ),( C  и ),( B  называются: 
-- изоморфными решетками, если существует такое биективное 

отображение ),(),(:  BCf , что )()( bfaf   тогда и только тогда, когда 
ba   для любых элементов Cba , ; 
-- антиизоморфными решетками, если существует такое биективное 

отображение ),(),(:  BCf , что )()( bfaf   тогда и только тогда, когда 
ab   для любых элементов Cba , . 

А.19. Определение. Частично упорядоченное множество ),( C  
называется направленным множеством (или другими словами, 
направленностью), если для любых элементов Cba ,  существует такой 
элемент Cc , что ca   и cb  . 

Если ),( C  - некоторая направленность и CA , то частично 
упорядоченное множество ),( A  называется поднаправленностью 
направленности ),( C , если для любого элемента Cc  найдется такой 
элемент Aa  , что ac  . 



 9 

А.20. Определение. Совокупность   подмножеств множества A 
называется разбиением множества A, если 




B
BA  и CD   для любых 

различных подмножеств CD, . 

А.21. Определение.  Совокупность   подмножеств множества A 
называется фильтром, заданным на множестве A, если выполняются 
следующие условия: 

1.  ; 
2. если B  и ACB  , то C ; 
3. если B  и C , то CB . 
А.22. Определение.  Фильтр  , заданный на множестве A, называется 

ультрафильтром, заданным на множестве A, если не существует такого 
фильтра  , заданного на множестве A, что  . 

А.23. Теорема.  Фильтр  , заданный на множестве A,  будет 
ультрафильтром тогда и только тогда, когда для любой конечной совокупности 

},,{ 1 nCC   подмножеств  множества A из того, что 


n

i
iC

1
 следует, что 


0i

C  для некоторого ni  01 . 

А.24. Определение.  Непустая совокупность   подмножеств множества A 
называется базисом фильтра  , заданного на множестве A, если   и для 
любого подмножества B  существует такое подмножество C , что 

BC  . 

А.25. Теорема.  Для того чтобы совокупность   подмножеств множества 
A была базисом некоторого фильтра  , заданного на множестве A, 
необходимо и достаточно, чтобы   и для любых подмножеств CB,  
существовало такое подмножество D , что CBD  . 

А.26. Теорема.  Для любого фильтра  , заданного на множестве A, 
существует такой ультрафильтр  , что  . 

А.27. Определение. Пусть }|{  F  - такой базис фильтра  на 
множестве X , что  FF   для таких элементов  , , что   .  

Если на множестве   определим следующий частичный порядок: считаем, 
что   , если  FF  , то частично упорядоченное множество ),(   будет 
направленным множеством.  

Это направленное множество называется направленностью, которая 
задается базисом   фильтра. 

А.28. Определение.  Говорим, что множество A имеет: 
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-- счетную мощность (другими словами, множество A является счетным), 
если существует биективное отображение множества A на множество 
натуральных чисел; 

-- мощность континуума, если существует биективное отображение 
множества A на множество действительных чисел. 

А.29. Теорема. Множество всех подмножеств счетного множества и 
множество всех действительных чисел имеют мощность континуума. 

 
 

Б. ЭЛЕМЕНТЫ ТЕОРИИ ГРУПП 
Подробное изложение результатов, которые изложены в этом разделе, 

можно найти в монографиях [7,8], или в других учебниках по теории групп. 

Б.1. Определение. Группой )(G  называется множество, на котором 
задана такая бинарная операция умножения, что выполнены следующие 
условия: 

1. )()( cbacba   для любых элементов Gcba ,, , т.е. операция 
умножения является ассоциативной; 

2. существует единственный элемент e  такой, что aeaae   для 
любого элемента Ga  . Этот элемент e  называется единицей группы G ; 

3. для каждого элемента Ga   существует единственный элемент b  
такой, что eabba  . Этот элемент называется обратным элементом к 
элементу a , и мы будем его обозначать 1a . 

Б.2. Определение. Группа )(G  называется: 
-- коммутативной группой, если, заданная операция умножения, является 

коммутативной, т.е. abba   для любых элементов Gba , ; 
-- Абелевой группой, если вместо операции умножения задана операция 

сложения, и )(G  является коммутативной группой (в этом случае вместо 
единицы будем говорить ноль, а вместо обратного элемента  будем говорить 
противоположный элемент); 

-- циклической группой, если )(G  порождается некоторым своим 

элементом Gg  , т.е. если },2,1,0{  kgG k . 

Б.3.  Замечание. Легко заметить, что для любой группы )(G  верны 
следующие утверждения: 

1.    111   xyyx  для любых элементов Gyx , ; 

2.  для любого элемента Ga   отображение GGRa : , переводящее 
элемент Gx  в элемент ax  , является биекцией; 

3.  для любого элемента Ga   отображение GGLa : , переводящее 
элемент Gx  в элемент xa  , является биекцией; 
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4. отображение GG : , переводящее элемент Gx  в элемент 1x , 
является биекцией. 

Б.4. Определение. Непустое подмножество A группы )(G  называется: 

-- симметричным, если AAaaA   }|{ 11 ; 
-- подгруппой группы )(G , если )(A  является группой, т.е. если Aa 1  

для любого элемента Aa   и Aba   для любых элементов Aba , ; 
-- нормальным делителем группы )(G , если A является подгруппой 

группы )(G  и AgAg  1  для любого элемента Gg  . 

Б.5. Определение. Множество Z  всех таких элементов z  группы )(G , 
что zggz   для любого элемента Gg   называется центром группы )(G . 

Легко заметить, что для любой группе )(G  ее центр является нормальным 
делителем 

Б.6. Замечание. Для любой группы )(G  множество   всех нормальных 
делителей с порядком, который задается включением, является модулярной 
решеткой, причем BABA },inf{  и BABA },sup{  для любых 

BA, . 

Б.7. Определение. Если )(A  - подгруппа группы )(G  и AS  , то 
говорим, что множество S  порождает подгруппу A, если A является 
пересечением всех подгрупп группы )(G , содержащих множество S . 

Легко заметить, что, если подгруппа A порождается множеством S , то 
},1,},1,0,1{{ 1

1 числоенатуральноnniSgkggA ii
k
n

k n   . 

Б.8. Определение. Отображение )(')(:  GGf  группы )(G  в группу 
)(' G  называется: 
-- групповым гомоморфизмом (или короче, гомоморфизмом), если 

)()()( bfafbaf   для любых элементов Gba , . 
-- групповым изоморфизмом (или короче, изоморфизмом), если f  

является групповым гомоморфизмом и биективным отображением. 

Б.9. Определение. Если )(')(:  GGf  является  гомоморфизмом 
группы )(G  в группу )(' G , то множество })({ egfGg   называется ядром 
гомоморфизма f  и обозначается fker . 

Б.10. Замечание. Если N  - нормальный делитель группы )(G , то 
множество }{ GgNgG   с операцией NbaNbNa  )()()(  
является группой, причем в этой группе нормальный делитель N  является 
единицей. 
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Группа )(G  называется факторгруппой группы )(G  по нормальному 
делителю N  и обозначается NG /)( .  

Б.11. Замечание. Если N  - нормальный делитель группы )(G , то 
отображение NGGf /:  , отображающее элемент Gg   в элемент Ng  , 
является групповым гомоморфизмом. 

Этот гомоморфизм называется каноническим гомоморфизмом. 

Б.12. Теорема. Если )()(:  GGf  групповой гомоморфизм и fN ker  
(см. Б.9), то верны следующие утверждения: 

1. если Gba , , то baffbaffbffa   ))(())(())(( 111 ; 
2. отображение GNGf /: , отображающее любой элемент 

NGNg /  в элемент Ggf )( , будет групповым гомоморфизмом и 
инъективным отображением; 

3. если отображение )()(:  GGf  является сюръекцией, то 
отображение GNGf /: , отображающее любой элемент NGNg /  в 
элемент Ggf )( , будет групповым изоморфизмом. 

Б.13.  Теорема. (Первая теорема об изоморфизме.) Пусть в группе )(G  
заданы подгруппа A и нормальный делитель N . Если NGGf /:   - 
канонический гомоморфизм, то отображение )()/(: AfNAA  , 
отображающее любой элемент )/()( NAANAa    в элемент 

)()( AfNaaf  , является групповым изоморфизмом. 

Б.14.  Теорема. (Вторая теорема об изоморфизме.) Пусть в группе )(G  
заданы такие нормальные делители A и B, что BA . Если AGGf /:   - 
канонический гомоморфизмы, то )(Bf  будет нормальным делителем в группе 

AG /  и отображение BGBfAGf /)(/)/(:  , отображающее любой 
элемент )(/)/()()( BfAGBfAg   в элемент BGBg / , будет 
групповым изоморфизмом. 

Б.15. Определение. Изоморфизмы   и f , указанные в теоремах Б.13 и 
Б.14 будем называть естественными изоморфизмами. 

Б.16. Замечание. Пусть N~  - множество всех нормальных делителей 
группы  )(G . Зададим на множестве N~  бинарное отношение   следующим 

образом: будем считать BA , если BA . Тогда ),~( N  будет модулярной 
решеткой (см. А.15), в которой BABA },inf{  и BABA },sup{ . 
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Б.17. Определение. Пусть дано семейство })({  G  групп. 

Рассмотрим произведение 





GĜ  семейства }{ G  множеств G  (см. 

А.9).  
 Определим на множестве Ĝ  операцию умножения следующим образом: 

если f  и Ĝ , то в качестве отображения :f X 





   возьмем такое 

отображение Ĝ , что )()()(   f  для любого  . 

Тогда )(ˆ G  будет группой и проекция  GG ˆ:  (см. А.11) будет 
сюръективным, групповым гомоморфизмом.  

Группу )(ˆ G  назовем прямым произведением семейства })({  G  

групп и будем  обозначать 





 )()(ˆ GG . 

Б.18. Определение. Пусть дано семейство })({  G  групп. 

Рассмотрим произведение 





 )()(ˆ GG  этого семейства групп.  

Если e  - единица группы G , то рассмотрим множество G~  всех таких 

элементов Gf ˆ , что })({  ef   является конечным множеством.  

Легко заметить, что G~  является нормальным делителем в группе Ĝ . 
Подгруппу G~  назовем прямой суммой семейства })({  G  групп, и 

будем  обозначать )()(~  


GG . 

Б.19. Теорема. Если для коммутативной группы )(G   существует такое 
натуральное число n , что eg n   для всех элементов ,Gg   то группа )(G  
является прямой суммой некоторого семейства  циклических групп (см. Б.2 и 
Б.18). 

Б.20. Определение. Если в группе )(G  задана такая система }|{ A  
нормальных делителей, что }{eA 





 , то говорим, что группа )(G  является 

подпрямым произведением семейства }|/)({  AG  групп AG /)( .  

Б.21. Теорема. Пусть группа )(G  является подпрямым произведением 
семейства }|/)({  AG  групп AG /)(  и для каждого   

 AGGf /)()(:   - канонический гомоморфизм. Если каждому элементу 
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Gg   поставим в соответствии такой элемент 


 AGg /)(


 , что 

)()( gfg    для любого  , то полученное отображение 




 AGG /)()(: 


  будет инъективным групповым гомоморфизмом. 

Б.22. Теорема. Пусть группа )(ˆ G  является прямым произведением 
семейства }|)({  G  групп, )(G  - некоторая группа и для каждого 
элемента   задан групповой гомоморфизм )()(:   GGf . Если 
каждому элементу Gg   поставим в соответствии такой элемент 







 )()(ˆˆ GGhg , что )()ˆ( gfhg    для любого  , то получим 

отображение 





 )()(: GG , причем верны следующие утверждения: 

1. отображение 





 )()(: GG  является групповым гомоморфизмом; 

2. если }{ker ef 





, то 





 )()(: GG  будет инъективным 

гомоморфизмом. 
 
 

В. ЭЛЕМЕНТЫ ОБЩЕЙ ТОПОЛОГИИ. 
Подробное изложение результатов, изложенных в этом разделе можно 

найти, например, в работах [3,4,6,11] или в других учебниках по общей 
топологии. 

В.1. Определение. Говорим, что на непустом множестве X  определена 
топологическая структура (или короче, топология), если задана такая 
совокупность   подмножеств множества X , что выполняются следующие 
условия: 

1.   и X ; 
2.  если U  и V , то VU  ; 
3.  если   }{U , то 


 


U . 

 
Пара ),( X  называется топологическим пространством, а подмножества 

множества X , которые принадлежат совокупности  , называются открытыми 
множествами топологического пространства ),( X . 

 
 
 
В.2. Определение. Подмножество XF   называется: 
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-- замкнутым множеством в топологическом пространстве, если 
FX \ ; 

 -- откыто-замкнутым множеством, если оно является открытым и 
замкнутым множеством одновременно.  

 
В.3. Определения. 
-- Если X  - произвольное непустое множество и }{ XAA  , т.е. 

совокупность   состоит из всех подмножеств множества X , то   называется 
дискретной топологией, а топологическое пространство ),( X  называется 
дискретным пространством; 

-- Если X  - произвольное непустое множество и },{ X , т.е. 
совокупность   состоит из двух подмножеств множества X , то   называется 
антидискретной топологией, а топологическое пространство ),( X  называется 
антидискретным пространством; 

-- Если R - множество всех действительных чисел, и инт  - множество всех 
таких подмножеств множества R, каждое и которых можно представить как 
объединение некоторой совокупности интервалов, то инт  является топологией 
на множестве R, и она называется интервальной топологией на множестве 
действительных чисел, а ),( интR   называется топологическим пространством 
действительных чисел с интервальной топологией. 

В.4. Определение. Пусть ),( X  - топологическое пространство и Xa  . 
Подмножество XV   называется окрестностью точки a  в топологическом 
пространстве ),( X , если существует такое множество U , что VUa  . 

В.5. Определение. Если ),( X  - топологическое пространство и Xa  , 
то совокупность   подмножеств множества X  называется базисом 
окрестностей точки a  в топологическом пространстве ),( X , если выполнены 
следующие условия: 

1. любое множество V  является окрестностью точки a  в 
топологическом пространстве ),( X ; 

2. для любой окрестности U  точки a  в топологическом пространстве 
),( X  существует такое множество V , что UV  . 

В.6. Теорема. Подмножество XU   является открытым в 
топологическом пространстве ),( X  тогда и только тогда, когда U  является 
окрестностью любой своей точки. 

В.7. Определение. Пусть ),( X  - топологическое пространство и 
XM  . Элемент Xa   называется точкой прикосновения к  множеству M , 
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если  MV   для любой окрестности V  точки a  в топологическом 
пространстве ),( X . 

В.8. Определение. Замыканием множества M  в топологическом 
пространстве ),( X  называется множество всех точек прикосновения к 
множеству M . 

Замыкание множества M в топологическом пространстве ),( X  будем 
обозначать ),(][ XM . 

В.9. Теорема. Если ),( X  - топологическое пространство и XM  , то 
верны следующие утверждения: 

1. ),(][ XMM   и ),(][ XM  является замкнутым множеством в 
топологическом пространстве ),( X ; 

2. Подмножество XF   является замкнутым множеством в 
топологическом пространстве ),( X  тогда и только тогда, когда ),(][ XFF  . 

В.10. Определение. Подмножество XA  называется плотным в 
топологическом пространстве ),( X , если ),(][ XAX  . 

В.11. Определение. Если ),( X  - топологическое пространство и XA , 
то совокупность }{|   UUAA   является топологией на множестве A. 

Топологическое пространство )|,( AA  называется подпространством 
топологического пространства ),( X . 

В.12. Теорема. Если )|,( AA  - подпространство топологического 
пространства ),( X , то верны следующие утверждения: 

1. Подмножество AU   будет открытым в топологическом пространстве 
)|,( AA  тогда и только тогда, когда существует такое открытое множество V  в 

топологическом пространстве ),( X , что AVU  ; 
2. Подмножество AF   будет замкнутым в топологическом пространстве 

)|,( AA  тогда и только тогда, когда существует такое замкнутое множество B 
в топологическом пространстве ),( X , что ABF  ; 

3. Подмножество AU   будет окрестностью точки Aa   в 
топологическом пространстве )|,( AA  тогда и только тогда, когда существует 
такая окрестность V  точки  a  в топологическом пространстве ),( X , что 

AVU  ; 
4. Если AM  , то ),()|,( ][][  XA MAM

A
 . 
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В.13. Определение. Говорим, что на множестве X  задана псевдометрика, 
если на множестве X  задана такая действительно-значная функция ),( yx , 
что выполнены следующие условия: 

1. 0),( yx  для любых Xyx , ; 
2. ),(),( xyyx    для любых Xyx , ; 
3. ),().(),( zyyxzx    для любых Xzyx ,, . 
Если псевдометрика ),( yx  вместо условия 1 удовлетворяет условию 
1'. 0),( yx , причем 0),( yx  тогда и только тогда, когда yx  , то 

псевдометрика ),( yx  называется метрикой. 
Если на множестве X  задана некоторая метрика (псевдометрика), то 

),( X  называется метрическим пространством (псевдометрическим 
пространством). 

В.14. Теорема. Если на множестве X  задана некоторая псевдометрика  , 
то совокупность }}),({,0{ UxaxUaXU     будет 
топологией на множестве X . 

Топология   называется топологией, задаваемой псевдометрикой  . 
Если для топологии  , заданной на множестве X  существует такая 

метрика  , что   , то топологическое пространство ),( X  называется 
псевдометризуемым.  

Если   является метрикой на множестве X , то топологическое 
пространство ),( X  называется метризуемым. 

В.15. Определение. Если 1  и 2  - топологии на множестве X , то будем 
считать, что 21   , если 21   . 

В.16. Теорема. Множество   всех топологий на множестве X  с 
бинарным отношением  , данным в В.15, является полной решеткой (см. А.15), 
т.е. существует Sinf  и существует Ssup . для любого непустого 
подмножества S . 

 В.17. Теорема. Пусть S - непустое множество топологий на множестве 
X . Тогда верны следующие утверждения: 

 1. если Sinf0  , то 
S



 0 ; 

2. если Ssup0   и Xa  , то подмножество XU  будет окрестностью 
элемента a  в топологическом пространстве ),( 0X  тогда и только тогда, когда 
существует такое конечное подмножество Sn },,{ 1    и для каждого 
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ni 1  в топологическом пространстве ),( iX   существует такая окрестность 

iU  точки a , что 
n

i
iUU

1
 . 

В.18. Определение. Пусть ),( 1X  и ),( 2Y  - топологические 
пространства. Если YXf : , то отображение ),(),(: 21  YXf   
называется непрерывным в точке Xa  , если для любой окрестности U  точки 

)(af  в топологическом пространстве ),( 2Y  существует такая окрестность V  
точки a  в топологическом пространстве ),( 1X , что UVf )( . 

В.19. Теорема. Если ),( 1X  и ),( 2Y  - топологические пространства, 
отображение ),(),(: 21  YXf   будет непрерывным в точке Xa   тогда и 
только тогда, когда )(1 Uf   будет окрестностью точки a  в топологическом 
пространстве ),( 1X  для любой  окрестности U  точки )(af  в топологическом 
пространстве ),( 2Y . 

 В.20. Определение. Если ),( 1X  и ),( 2Y  - топологические 
пространства, то отображение ),(),(: 21  YXf   называется непрерывным, 
если оно является непрерывным в каждой точки Xx . 

В.21. Теорема.  Если ),( 1X  и ),( 2Y  - топологические пространства и 
YXf : , то следующие утверждения эквиваленты: 

1. ),(),(: 21  YXf   является непрерывным отображением; 
2. 1

1 )(  Uf  для любого множества 2U ; 
3. )(1 Ff   будет замкнутым множеством в топологическом пространстве 

),( 1X  для любого замкнутого множества F  в топологическом пространстве 
),( 2Y . 

4. ),(),( 21
)]([)]([  YX SfSf   для любого подмножества XS  . 

В.22. Определение. В топологическом пространстве ),( X  
рассматриваются следующие аксиомы отделимости: 

-- аксиома 0T : для любых различных точек ),(, Xba   хотя бы одна из 
них обладает окрестностью, которая не содержит другую из этих точек; 

-- аксиома 1T : для любых различных точек ),(, Xba   каждая из них 
обладает окрестностью, которая не содержит другую из этих точек; 

-- аксиома 2T : для любых различных точек ),(, Xba   существуют такие 
окрестности U  и V  точек  a  и b , соответственно, что VU  . 
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Топологическое пространство, в котором выполняется аксиома 2T , еще 
называется Хаусдорфовым пространством; 

-- аксиома 3T : для любого замкнутого множества F  и точки Fa  
существуют такие  открытые множества U  и V , что Ua  ,  UF   и 

VU  ; 
-- регулярным пространством называется топологическое пространство 
),( X , в котором выполняется аксиомы 3T  и 1T ; 

-- вполне регулярным пространством называется топологическое 
пространство ),( X , в котором выполняется аксиома 1T  и для любого 
замкнутого множества F  и точки Fa   существует такое непрерывное 
отображение ),(),(: интRXf    (см. Б.3), что 1)(0  xf  для любого 

Xx , причем 0)( af  и 1)( xf  для любого Fx . 

В.23. Теорема. В топологическом пространстве ),( X  выполняется 
аксиома отделимости 1T  тогда и только тогда, когда в нем всякое 
одноэлементное множество }{x  является замкнутым. 

В.24. Определения. Если ),( 1X  и ),( 2Y  - топологические пространства, 
то отображение  ),(),(: 21  YXf   называется: 

-- открытым отображением, если 2)( Vf  для любого множества 1V ; 
-- замкнутым отображением, если )(Ff  будет замкнутым множеством в 

топологическом пространстве ),( 2Y  для любого замкнутого множества F  в  
топологическом пространстве ),( 1X ; 

-- гомеоморфным отображением (или короче,  гомеоморфизмом), если 
),(),(: 21  YXf   является биекцией, непрерывным и открытым 

отображением. 

В.25. Теорема.  Пусть X  и Y - произвольные множества и YXf : . 
Если   - топология на множестве Y, то })({ 1    UUff  будет топологией 
на множестве X , причем  верны следующие утверждения: 

1. ),(),(:  YXf f   является непрерывным отображением; 
2. Если YXf :  является сюръективным отображением, то 

),(),(:  YXf f   является непрерывным и  открытым отображением. 
Топология f  называется прообразом топологии   относительно 

отображения f . 

В.26. Определение. Топологическое пространство ),( X  называется 
связным, если в нем нет открыто-замкнутых множеств отличных от   и X . 
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В.27. Определение. Подмножество A топологическое пространства 
),( X  называется связным, если пространство )|,( AA  является связным. 

 В.28. Теорема.  Если в топологическом пространстве ),( X  задана такая 
совокупность }|{ A  связных множеств, что 





A , то и множество 




A  будет связным множеством. 

В.29. Теорема.  Если подмножество XA  является связным множеством 
в топологическом пространстве ),( X , то  множество  ),(][ xA  будет связным 
множеством в топологическом пространстве ),( X . 

В.30. Теорема.  Пусть ),( 1X  и ),( 2Y  - топологические 
пространства, и ),(),(: 21  YXf   - непрерывное отображение. Если 

XA , то верны следующие утверждения: 
1. ),()|,(:| 21  YAf AA   является непрерывным отображением; 
 2. Если A является связным множеством в топологическом пространстве 

),( 1X , то и множество )(Af  будет связным множеством в топологическом 
пространстве ),( 2Y . В частности, если YX   и 21   , то множество A 
будет связным множеством в топологическом пространстве ),( 2X ; 

В.31. Теорема.  Пусть в  топологическом пространстве ),( X  задано 
открыто-замкнутое множество U . Если  A - связное множество в 
топологическом пространстве ),( X , то либо UA , либо UA . 

В.32. Определения.  
-- Связной компонентой aC  точки a  в топологическом пространстве ),( X  

называется объединение всех связных множеств в топологическом 
пространстве ),( X , которые содержат точку a . 

-- Топологическое пространство ),( X  называется вполне несвязным, 
если в нем связная компонента любой точки x  равна }{x , т.е. если в 
топологическом пространстве ),( X  всякое связное множество является 
одноэлементным множеством или пустым множеством. 

 
 
 
 

В.33. Теорема.  В произвольном топологическом пространстве ),( X  для 
любой его точки a  связная компонента aC  этой точки является замкнутым 
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связным множеством, и для любых точек Xba ,  их связные компоненты 
либо совпадают, либо не имеют общих точек. 

 
В.34. Определения: 
-- Совокупность }|{  U  открытых подмножеств топологического 

пространства ),( X  называется открытым покрытием множества A, если 







UA . 

-- Если подмножество   является покрытием множества A, то   
называется подпокрытием покрытия   множества A. 

В.35. Определение.  Подмножество A топологического пространства 
),( X  называется компактным в топологическом пространстве ),( X , если 

для любого открытого покрытия множества A существует его конечное 
подпокрытие. 

Если же само множество X  является компактным множеством в 
топологическом пространстве  ),( X , то топологическое пространство ),( X  
называется компактным пространством. 

В.36. Замечание. Легко заметить, что подмножество XA  является 
компактным множеством в топологическом пространстве ),( X  тогда и только 
тогда, когда топологическое пространство )|,( AA  является компактным 
пространством. 

В.37. Замечание. Легко заметить, что если подмножества A, XB   
являются компактными множествами в топологическом пространстве ),( X , 
то и множество BA  будет компактным в топологическом пространстве 

),( X . 

В.38. Теорема. Если ),(),(: 21  YXf   - непрерывное отображение, и 
подмножество XA  является компактным множеством в топологическом 
пространстве ),( 1X , то )(Af  будет компактным множеством в 
топологическом пространстве ),( 2Y . 

В.39. Теорема. Топологическое пространство ),( X  будет компактным 
пространством тогда и только тогда, когда 




S
XS ),(][   для любой 

совокупности   подмножеств множества X , которая является базисом 
некоторого фильтра во множестве X  (см. А.24). 
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В.40. Определение. Топологическое пространство  ),( X  называется 
локально компактным пространством, если в пространстве ),( X  любая точка 
обладает базисом окрестностей, которые являются компактными множествами. 

В.41. Теорема. Если топологическое пространство ),( X  является  
Хаусдорфовым, локально компактным, вполне несвязным пространством, то 
для любого его открытого подмножества U  и произвольной точки Ua   
существует такое компактное подмножество V , что V  и UVa  . 

В.42. Определение. Пусть дана  совокупность  }|),{(  X  

топологических пространств и 





XX̂  - произведение совокупности 

}|{ X  множеств X  (см. А.9). Для каждого   рассмотрим на 

множестве X̂  топологию ̂ , которая является прообразом топологии   

относительно проекции  XX ˆ:  (см.А.11 и В.25). 

Если }|ˆsup{ˆ     (см. теорему В.16), то топологическое 

пространство )ˆ,ˆ( X  называется произведением совокупности 
}|),{(  X  топологических пространств, и будем обозначать  

),()ˆ,ˆ( 


  


 XX , а топология ̂  называется топологией произведения 

семейства топологических пространств. 

В.43. Теорема. Если ),()ˆ,ˆ( 


  


 XX , то ),()ˆ,ˆ(:   XX   

является сюръективным, непрерывным и открытым отображением. 
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I. ОСНОВНЫЕ ОПРЕДЕЛЕНИЯ И 
ЭЛЕМЕНТАРНЫЕ СВОЙСТВА 
ТОПОЛОГИЧЕСКИХ ГРУПП.  

Определение I.1. Если на группе  G  задана топология  , то   ,G  
называется топологической группой, а топология   называется групповой 
топологией, если выполнены следующие условия: 

1. Непрерывность операции умножения, т.е. для любых элементов a ,b  
группы )(G  и для любой окрестности V  элемента ba   в топологическом 
пространстве ),( G , существуют такие окрестности aV  и bV  элементов a  и b , 
соответственно, что VVV ba  ; 

2. Непрерывность операции взятия обратного, т.е. для любого элемента a  
группы )(G  и произвольной окрестности U  элемента 1a  в топологическом 
пространстве ),( G  существует такая окрестность aV  элемента a , что 

UVa 1 . 

I.2. Примеры 

I.2.1. Если на группе  G  задана дискретная топология  , то группа  G  в 
этой топологии будет топологической группой. 

В самом деле, пусть a ,b  – произвольные элементы группы )(G  и V  – 
некоторая окрестность элемента ba   в топологическом пространстве ),( G . 
Тогда элемент ba   принадлежит окрестности V , т.е. Vba  . 

Так как топология   является дискретной, то     ba , , и значит,  a  
является окрестностью элемента a  и  b  является окрестностью элемента b . 
При этом       Vbaba  , и значит, операция произведения является 
непрерывной. 

 Пусть теперь a  – произвольный элемент группы )(G  и V  – некоторая 

окрестность элемента 1a   в топологическом пространстве ),( G . Тогда 

элемент 1a  принадлежит V , т.е. Va  }{ 1 . 
Так как топология   является дискретной, то   a , и значит,  a  будет 

окрестностью элемента a . При этом     Vaa   11 , и значит, операция 
взятия обратного тоже является непрерывной. 

Таким образом, оба условия определения топологической группы 
выполняются. Следовательно, если на группе задана дискретная топология, то в 
этой топологии группа является топологической группой. 

I.2.2. Если на группе  G  задана антидискретная топология  , то группа 
 G  в этой топологии будет топологической группой. 
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 В самом деле, пусть a  и b  - произвольные  элементы  группы )(G  и  V  – 
некоторая окрестность элемента ba   в топологическом пространстве ),( G . 
Тогда  существует такое множество U , что VUba  .  

Так как топология   является антидискретной, то GU  , и значит, 
GV  . 
Возьмём GVa   и GVb  . Так как G  и Ga  , то G  будет 

окрестностью элемента a . Аналогично, G  является окрестностью элемента b . 
Тогда   VGGyGxyxGGVV ba  , . 

Итак, операция произведения является непрерывной. 
Пусть теперь a  – произвольный элемент группы )(G  и V  – некоторая 

окрестность элемента 1a . 
Так как топология   является антидискретной, то GV  . 
Возьмём GVa  . Так как G  и Ga  , то множество G  будет 

окрестностью элемента a  и   VGGxxGVa   111 . 
Итак, операция взятия обратного тоже является непрерывной. 
Таким образом, оба условия определения топологической группы 

выполняются. Следовательно, если на группе задана антидискретная топология, 
то в этой топологии группа является топологической группой. 

I.2.3. Пусть R – множество всех действительных чисел. Тогда 
относительно обычной операции сложения R является абелевой группой. 
Рассмотрим на множестве R интервальную топологию инт  (см. В.3) и 
докажем, что   интR ,  является топологической группой. 

В самом деле, пусть a  и b  – произвольные элементы группы )(R  и V  – 
некоторая окрестность элемента ba   в топологическом пространстве 
 интR , . Тогда существует интW   такое, что VWba  . 

Так как инт , то  


baW ,


  , и значит, существует такой элемент 

0 , что  
00

,  baba  . Тогда существует такое число 0 , что 

   
00

,,  bababa  . 

Возьмем 





 

2
,

2
 aaVa  и 






 

2
,

2
 bbVb . Тогда множества aV  и 

bV  будут окрестностями элементов a  и b , соответственно, причем 







 






 

2
,

22
,

2
 bbaaVV ba  
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    Vbababa 
00

,,  .  
Итак, мы проверили, что операция сложения является непрерывной в 

топологическом пространстве  интR , . 
Пусть теперь Ra   и V  - окрестность элемента a . Тогда существует 

такое множество интW . , что VWa  . Так как  





 baW , , то 

существует 0  такое, что  
00

,  baa , и существует такое число 0 , 

что    
00

,,  baaa  . 

Возьмем    aaVa , . Тогда aV  будет окрестностью элемента a  в 
топологическом пространстве  интR , , причем    aaVa ,  
  VWba 

00
,  , т.е. VVa  , и значит, является непрерывной и операция 

взятия противоположного элемента. 
Итак, в группе )(R  выполнятся оба условия определения I.1, и значит, 

)),(( R  является топологической группой. 

Теорема I.3. Пусть   ,G  – топологическая группа, и Ga  . Тогда 
верны следующие утверждения: 

1) отображение     ,,: GGRa   (см. Б.3) будет гомеоморфизмом (см. 
В.24), т.е. является биективным, непрерывным и открытым отображением; 

2) отображение     ,,: GGLa    (см. Б.3) будет  гомеоморфизмом; 
3) отображение     ,,: GG   (см. Б.3) является гомеоморфизмом. 

Доказательство. Согласно замечанию Б.3, отображение GGRa :  
является биекцией. 

Проверим, что отображением     ,,: GGRa   будет непрерывным. 
Пусть x  – произвольный элемент группы )(G . Покажем, что отображение 
    ,,: GGRa   является непрерывным в точке x . 
Пусть V  - окрестность элемента   axxRa   в топологическом 

пространстве  ,G . 
Так как  ),(G  является топологической группой, то существуют такие 

окрестности xV  и aV  точек x  и a , соответственно, что VVV ax  . 
Тогда   VVVaVVR axxxa  . 

 Итак, мы показали, что отображение     ,,: GGRa   является 
непрерывным в точке x . 
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Из произвольности элемента Gx  следует, что отображение 
    ,,: GGRa   является непрерывным. 
Проверим теперь, что отображением     ,,: GGRa   является 

открытым. 
Заметим в начале, что отображение GGR

a
 :1  является обратным 

отображением к отображению GGRa : .  

Действительно,       xaaxaxRxRRxRR
aaaaa

 


1
111 )(  и 

      xaaxaxRxRRxRR
aaaaa  


11)( 11 , и значит, 

1
1


aa RR . 

Пусть теперь U . Так как     ,,:1 GGR
a

  является непрерывным 
отображением (а это было проверено выше для любого элемента Ga  ), то 

           


URURUR
aaa

1
111

, как прообраз открытого множества U  

при непрерывном отображении     ,,:1 GGR
a

  (см. В.21). 

Таким образом, мы доказали, что отображение aR  является биективным, 
непрерывным и открытым, т.е. aR  является гомеоморфизмом. 

Этим утверждение 1) доказано. 
Утверждение 2) доказывается аналогично утверждению 1). 
Согласно замечанию Б.3 отображение GG :  является биекцией. 
Пусть x  – произвольный элемент группы )(G . Покажем, что отображение 
    ,,: GG   является непрерывным в точке x . 

Если V  – произвольная окрестность элемента   1 xx , то из того, что 
 ),(G  является топологической группой, следует, что существует такая 

окрестность xV  точки x , что VVx 1 . Тогда   VVV xx  1 , и значит, 
    ,,: GG   является непрерывным отображением в точке x . 

Из произвольности точки x  следует, что     ,,: GG   является 
непрерывным отображением. 

Докажем теперь, что   является открытым отображением. 

Так как        xxxx 
 111  для любого элемента Gx , то 

 1 . Если теперь V , то из непрерывности     ,,: GG   следует, 

что        VV 1 (см. В.21), и значит,     ,,: GG   является 
гомеоморфизмом. 

Этим утверждение 3) доказано, и значит, теорема полностью доказана. 
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Теорема I.4. Если   - топология на группе  G , то, для того, чтобы группа 
 G  была топологической группой, необходимо и достаточно выполнение 

следующего условия: 
 *  для любых элементов x  и y  группы )(G  и любой окрестности U  

элемента 1 yx  в топологическом пространстве ),( G  существуют такие 
окрестности xV  и yV  элементов x  и y , соответственно, что UVV yx  1 . 

Доказательство. 

Необходимость. Пусть   ,G  является топологической группой, x  и y  

- элементы группы )(G . Если  U  – окрестность элемента 1 yx , то из 
непрерывности операции умножения в топологической группе следует, что 
существуют такие окрестности  xV   и 1y

V  элементов x  и 1y , соответственно,  

что UVV
yx  1 . 

Поскольку в топологической группе операция взятие обратного является 
непрерывной, то существует такая окрестность yV  элемента y , что 1

1


yy VV . 

Тогда UVVVV
yxyx  


1

1 . 

Этим необходимость доказана. 

Достаточность. Пусть теперь для топологии   в группе  G  выполнено 
условие  * . Покажем, что  ),(G  является топологической группой. 

Сначала проверим, что операция взятия обратного является непрерывной в 
топологическом пространстве  ,G . 

Пусть x  - произвольный элемент группы )(G  и U  - окрестность элемента 
1x  в топологическом пространстве  ,G . 

Так как 11   xex  и в топологическом пространстве  ,G  выполняется 
условие (*), то существуют такие окрестности V  и xV  элементов e  и x , 

соответственно, что UVV x  1 . 

Так как 11   xx VeV  и Ve , то UVVVeV xxx   111 . 
Итак, мы показали, что операция взятия обратного является непрерывной в 

топологическом пространстве  ,G . 
Пусть теперь x  и y  – произвольные элементы группы )(G  и U  – любая 

окрестность элемента yx   в топологическом пространстве  ,G . Так как 

  11  yxyx , то U  будет окрестностью элемента   11  yx . 
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Согласно условию  *  существуют такие окрестности xV  и 1y
V  элементов 

x  и 1y , соответственно, что UVV
yx  

1
1 . 

Выше было проверено, что в топологическом пространстве  ,G  
операция взятия обратного является непрерывной, и значит, существует такая 
окрестность yV  элемента y , что 1

1


yy VV . Тогда 

    UVVVVVV
yxyxyx  


111
1 , т.е. и операция умножения является 

непрерывной. 
Следовательно,   ,G  является топологической группой. 
Этим теорема полностью доказана. 

Теорема I.5. Пусть на группе  G  задана, некоторая топология  . Тогда 
 ),(G  является топологической группой, тогда и только тогда, когда 
выполнено следующее условие: 

 **  для любых элементов x  и y  группы )(G  и любой окрестности U  
элемента yx 1  в топологическом пространстве  ,G  существуют такие 
окрестности xV  и yV  элементов x  и y , соответственно, что UVV yx 1 . 

Доказательство. (Аналогично, доказательству теоремы I.4.) 

Теорема I.6. Если на группе )(G  задана совокупность   групповых 
топологий, и  sup  (см. В.16), то )),(( G  является топологической 
группой. 

Доказательство. Пусть x  и y  - произвольные элементы из группы )(G , и 

U  - окрестность элемента 1 yx  в топологическом пространстве ),( G . 
Тогда (см. В.17), существует такое конечное множество },,{ 1 n   

топологий из совокупности  , и существуют такие окрестности nUU ,,1   

точки 1 yx  в топологических пространствах ),(,),,( 1 nGG   , 

соответственно, что UU
n

i
i 




1
. 

Так как для каждого ni 1  топология i  является групповой топологией 
на группе )(G , то согласно теореме I.4, в топологической группе )),(( iG   
существуют такие окрестности iV  и iW  элементов x  и y , соответственно, что 

iii UWV  1 . 
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Тогда (см. В.17) VV
n

i
i 




1
 и WW

n

i
i 




1
 будут окрестностями элементов x  

и y , соответственно, в топологическом пространстве ),( G , причем  

 1WV UUWVWVWV
n

i
ii

n

i
i

n

i
i

n

i
i

n

i
i

n

i
i 












































1

1

11

1

1

1

11
)( . 

Из произвольности элементов x  и y , и произвольности окрестности U  
следует, что )),(( G  является топологической группой. 

Этим теорема полностью доказана. 
Замечание I.7. Позже (см. дальше, замечание V.5) будет показано, что 
Sinf  (см. В.16) множества S  групповых топологий, заданных на группе )(G  

может не быть групповой топологией. 
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II. ОКРЕСТНОСТИ ТОЧЕК В ТОПОЛОГИЧЕСКОЙ ГРУППЕ 
Теорема II.1. Пусть  ),(G  – топологическая группа, GV   и Gx . 

Тогда в топологической группе  ),(G  следующие условия эквивалентны: 
1. V  является окрестностью единицы e ; 
 2. xV   является окрестностью точки; 
3. Vx   является окрестностью точки x ; 
4. 1V  является окрестностью единицы e ; 
5. 1 xVx  является окрестностью единицы e . 

Доказательство. Покажем, что из утверждения 1) следует утверждение 2). 
Если V  – окрестность точки e  в топологической группе  ),(G , то (см. 

В.4) существует такое множество W , что VWe  . Тогда 
xVxWxex  . Так как, согласно утверждению 1 теоремы I.3, 

   WRxW x , то xV   является окрестностью точки x  в топологической 
группе  ),(G ,  и значит, из утверждения 1) следует утверждение 2). 

Покажем теперь, что из утверждения 2) следует утверждение 1). 
Пусть xV   – окрестность точки x  в топологической группе  ),(G . 

Тогда существует такое множество W , что  xVWx  . Так как 
VxxVxWxxe   111 , и согласно утверждению 1 теоремы I.3, 

   
 WRxW

x 1
1 , то V  является окрестностью точки e  в топологической 

группе  ),(G , и значит, )2)1  . 
Покажем, что из утверждения 1) следует утверждение 3). 
Пусть V  – окрестность точки e  в топологической группе  ),(G . Тогда 

существует такое множество W , что VWe  . Так как 
VxWxexx  , и согласно утверждению 2 теоремы I.3, 

   WLWx x , то Vx   является окрестностью точки x , и значит, из 
утверждения 1) следует утверждение 3). 

Покажем теперь, что из утверждения 3) следует утверждение 1). 
Пусть теперь GV   - такое  подмножество, что Vx   – окрестность точки 

x  в топологической группе  ),(G . Тогда существует такое множество 
W , что VxWx  . Так как VVxxWxexxe   111 , и 

(см. утверждение 2 теоремы I.3)    
 WLWx

x 1
1 , то V  является 

окрестностью точки e  в топологической группе  ),(G . 
Таким образом, )3)1  . 
Покажем, что из утверждения 1) следует утверждение 4). 
Пусть V  – окрестность точки e  в топологической группе  ),(G . Тогда 

существует такое множество W , что VWe  . Так как 
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111   VWee , и согласно утверждению 3 теоремы I.3,     WW 1 , 
то 1V  является окрестностью точки e , и значит, из утверждения 1) следует 
утверждение 4).  

Покажем теперь, что из утверждения 4) следует утверждение 1). 
Пусть 1V  – окрестность точки e  в топологической группе  ),(G . 

Тогда, как было показано выше,   11 V  будет окрестностью точки ee 1  в 

топологической группе  ),(G , и поскольку   11  VV , то V  является 
окрестностью точки e . 

Таким образом, )4)1  . 
Покажем, что из утверждения 1) следует утверждение 5). 
Пусть V  – окрестность точки e . Так как утверждения 1) и 3) 

эквивалентны, то Vx   будет окрестностью точки x  в топологической группе 
 ),(G .  

Если 1 xVxU , то VxxU  , и значит, xU   будет окрестностью 
точки x  в топологической группе  ),(G . 

Так как утверждения 1) и 2) эквивалентны, то U  является окрестностью 
точки e , и значит, 1 xVx  является окрестностью точки e , т.е. из  
утверждения 1) следует утверждение 5). 

Покажем, что из утверждения 5) следует утверждение 1). 
Пусть 1 xVx  – окрестность точки e  в  ),(G . 
 Если UxVx  1 , то из эквивалентности утверждений 1) и 2) следует, 

что xU   будет окрестностью точки x  в  ),(G . Так как 
  VxxxVxxU  1 ,  и из утверждения 3) следует утверждение 1), то 

V  является окрестностью точки e . 
Таким образом, )5)1  . 
Этим теорема полностью доказана. 

Теорема II.2. Если  ),(G  - топологическая группа, GV   и Ga  , то 
следующие утверждения эквивалентны: 

1. V  – окрестность точки a  в топологической группе  ),(G ; 
2. Va 1  – окрестность точки e  в топологической группе  ),(G ; 
3. 1 aV  – окрестность точки e  в топологической группе  ),(G . 

Доказательство. 
Покажем, что из утверждения 1) следует утверждение 2). 

Так как, утверждения 1 и 3 теоремы II.1 эквивалентны и  VaaV  1 , 
то Va 1  будет окрестностью точки e в топологической группе  ),(G ,  и 
значит, из утверждения 1) следует утверждение 2). 
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Покажем теперь, что из утверждения 2) следует утверждение 1). 
Пусть Va 1  – окрестность точки e  в топологической группе  ),(G . 

Так как утверждения 1 и 3 теоремы II.1 эквивалентны, то )( 1 Vaa    является 
окрестностью точки a  в топологической группе  ),(G  

С другой стороны, так как VVaa  1 , то, V  будет окрестностью точки 
a , и значит, из утверждения 2) следует утверждение 1). 

Итак, )2)1  . 
Аналогично доказывается, что )3)1  . 

Теорема II.3. Если   - базис окрестностей единицы в топологической 
группе  ),(G , то для любого элемента Ga   каждая из совокупностей 

}|{'  VaVB a  и }|{''  VVaB a  будет базисом окрестностей точки 
a  в топологической группе  ),(G .  

Доказательство. Согласно теореме II.1, для любого множества V  
множество aV   будет окрестностью элемента a  в топологической группе 
 ),(G . Кроме того, если U  - окрестность элемента a  в топологической 
группе  ),(G , то, согласно теореме II.2, 1 aU  будет окрестностью единицы 
в топологической группе  ),(G , и значит, существует такое множество 

V , что 1 aUV . Тогда UaV  . 
Итак, мы доказали, что совокупностей }|{'  VaVB a  является 

базисом окрестностей точки a  в топологической группе  ),(G . 
Аналогично доказывается, что совокупностей }|{''  VVaB a  будет 

базисом окрестностей точки a  в топологической группе  ),(G . 
Этим теорема полностью доказана. 
Теорема II.4. Если  ),(G  - топологическая группа, то существует 

такой базис B окрестностей единицы в топологической группе  ),(G , 
который состоит из открытых симметричных множеств (см. Б.4), т.е. верны 
следующие утверждения: 

1. V  для любого множества BV ; 
2. VV 1  для любого множества BV . 

Доказательство. 
Пусть A - множество всех окрестностей точки e  в топологической 

группе  ),(G . Для каждого AU   существует такое множество UW , что 

UWe U  . Тогда, согласно теореме I.3,    
UU WW 1 , и значит, 

1
UU WW  . Так как     WWWWWW UUUUU  111111   , то множества 

вида 1
UU WW   являются открытыми и симметричными множествами. 



 34 

Проверим, что  AUWWB UU  1  является требуемым базисом 

окрестностей единицы в топологической группе  ),(G . 

Так как 1 UU WWe  , и 1
UU WW  , то (см. В.6) 1

UU WW   будет 
окрестностью единицы в топологической группе  ),(G . Таким образом, 
первое условие определения базиса окрестностей точки (см. В.5) выполняется. 

Пусть теперь U  является окрестностью точки e  в топологической группе 
 ),(G . Тогда AU  , и значит, BWW UU 1 . Причем 

UWWW UUU 1 .  
Итак, мы показали, что выполняется и второе условие определения базиса 

окрестностей точки. 
Следовательно, B является базисом окрестностей единицы в 

топологической группе  ),(G , причем B состоит из открытых и 
симметричных окрестностей единицы. 

Этим теорема полностью доказана. 

Теорема II.5. Пусть   ),(G  - топологическая группа, B - базис 
окрестностей единицы в топологической группе  ),(G . Если GA , то 
верны  следующие утверждения: 

1.    
BV

G VAA


, ; 

2.    
BV

G AVA


, ; 

3. 
BV
VN


  является замкнутым нормальным делителем в 

топологической группе  ),(G . 

Доказательство. Если   ),( GAx  и BV , то, согласно утверждению 4 

теоремы II.1, 1V  будет окрестностью точки e , и согласно утверждению 3 
теоремы II.1, 1Vx  будет окрестностью точки x . 

Так как   ),( GAx , то x  является точкой прикосновения к множеству A 

(см. В.8), и значит, Ø1   AVx  . 
Если AVxa 1 , то существует такой элемент Vv , что 1 vxa . 

Но тогда VAvax  . 
Из произвольности окрестности V  следует, что 

BV
VAx



 , а из 

произвольности элемента x  следует, что   
BV

G VAA


),(  . 
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Пусть теперь 
BV

VAx


  и пусть U  - произвольная окрестность точки 

x . Тогда, согласно теореме II.2, Ux 1  будет окрестностью точки e , и значит, 
существует такая окрестность BV 0 , что UxV   11

0 . 
Так как 0VAx  , то существуют такие элементы Aa  и 0Vv , что 
vax  . 

Тогда UUxxVxvxa   11
0

1 , т.е. ØAU  . Из 
произвольности окрестности U  элемента x  следует, что   ),( GAx , а из 
произвольности элемента x  следует, что  

BV
GAVA


 ),(  , и значит, 

  
BV

G VAA


),(  . 

Аналогично, докажем утверждение 2). 
Если   ),( GAx  и BV , то существует такое BV 1 , что VV 1

1 . 
Так как 1V  является окрестностью точки e , то 1Vx   будет окрестностью точки 
x , и поскольку x  является точкой прикосновения к множеству A, то 

 AVx 1 . Значит, существуют такие элементы 1Vv  и Aa  , что 

avx  . Тогда VAVAvax   1
1

1 .  
Из произвольности элемента x  следует, что   VAA G ),(  , а из 

произвольности окрестности V  следует, что   
BV

G VAA


),(  . 

Если теперь 
BV

VAx


  и U  - произвольная окрестность элемента x , то 

Ux 1  будет окрестностью единицы e . Так как B - базис окрестностей 
единицы, то существует такая окрестность BV , что UxV  1  и 
существует такая окрестность BV 1 , что VV 1

1 .  
Так как 

BV
VAx


 , то 1VAx  , и значит, vax  , для некоторых 

1Vv  и Aa  . Тогда UUxxVxVxvxa   11
1

1 , и значит, 
AU  .  

Так как U  было произвольной окрестностью точки x , то x  является 
точкой прикосновения к множеству A, и значит,   ),( GAx . Из 
произвольности элемента x  следует, что   ),( G

BV
AVA 


 , и значит, 

  
BV

G VAA


),(  .  

Этим утверждение 2) доказано. 
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Пусть теперь 
BV
VN


 . Так как eee  , то для любой окрестности 

BV  существует такая окрестность BUV  , что VUU VV  . Тогда 





BU
VV

BVBVBV V

UUVVVVNN )()()()(  NV
BV



 .  

Аналогично, Так как ee 1 , то для любой окрестности BV  
существует такая окрестность BUV  , что VUV 1 . Тогда 

 



 11 )(
BV
VN 




BV

V )( 1  



BU

V
V

U )( 1 NV
BV



 , и. значит, )(N  является 

подгруппой группы )(G   

Пусть теперь Gg   и V . Так как egeg  1 , то существует такая 

окрестность BUV  , что VgUg V  1 . Тогда  }|{ VUV , и значит, 












 )()()( 1111 
VU

V
VV

gUggVggVggNg  



V

NV . 

Из произвольности элемента Gg   следует, что N  является 
нормальным делителем группы )(G . 

Для завершения доказательства теоремы осталось проверить, что N  
является замкнутым нормальным делителем в топологической группе )),(( G . 

В самом деле, так как для любой окрестности V  существует такая  
окрестность VU , что VUU VV  , то из утверждения 1 этой теоремы и 
того что  }|{ VUV  следует, что 


)(][ ),( NVN

BV
G  




BV
VV )(  





BU
VV

V

UU )( ),(][ G
BV

NNV 

 , и значит, ),(][ GNN  , т.е. N  является 

замкнутым нормальным делителем в топологической группе )),(( G . 
 Этим теорема полностью доказана. 

Теорема II.6. Если   ),(G  - топологическая группа, то существует такой 
базис B окрестностей единицы, который состоит из замкнутых симметричных 
подмножеств, т.е. выполняются следующие два утверждения: 

1. V  является замкнутым множеством для любой окрестности BV ; 
2. VV 1  для любой окрестности BV . 

Доказательство. Пусть   – множество всех окрестностей единицы в 
топологической группе  ),(G . Рассмотрим совокупность 

       VVVB GG
1

),(),(    и покажем, что эта совокупность является 

требуемым базисом окрестностей единицы в  ),(G . 
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Пусть V . Так как   ),( GVV  , то и   ),( GV  будет окрестностью точки 

e  в топологической группе  ),(G  и, согласно теореме II.1,    1
),(


GV  тоже 

будет окрестностью точки e  в топологической группе  ),(G . Тогда 

     1
),(),(


 GG VV   будет окрестностью точки e  в топологической группе 

 ),(G . 
Таким образом, мы показали, что любое множество из совокупности B  

является окрестностью точки e  в топологической группе  ),(G . 
Докажем теперь выполнимость второго условия из определения базиса 

окрестностей точки в топологическом пространстве. 
Пусть U - произвольная окрестность единицы в топологической группе 

 ),(G  и 0V  - такая окрестность единицы в топологической группе  ),(G , 
что UVV  00 . Тогда, согласно теореме II.5,   UVVVVV

V
G 


000),(0  , 

и значит,      UVV GG 1
),(0),(0   . Таким образом, и второе условие 

определения базиса окрестностей точки выполняется. 
Следовательно, B  является базисом окрестностей единицы в 

топологической группе  ),(G . 
Проверим верность утверждений 1) и 2). 
Так как   ),(0 GV  является замкнутым множеством (см. В.9), то, согласно 

теореме I.3,      )( ),(0
1

),(0   GG VV   будет замкнутым множеством в 

топологической группе  ),(G .  

Тогда и      1
),(0),(0


 GG VV   будет замкнутым множеством, в 

топологической группе  ),(G , причем  

            
 11

),(0),(0  GG VV          
 11

),(0
1

),(0  GG VV   

     ),(0
1

),(0  GG VV  , т.е. множество      ),(0
1

),(0  GG VV   является и 
симметричным множеством. 

Этим теорема полностью доказана. 
Теорема II.7. Если B - некоторый  базис окрестностей единицы в 

топологической группе  ),(G , то верны следующие утверждения: 
1. Ve  для любого BV ; 
2. Для любых BVV 21,  существует BV 3  такое, что 213 VVV  . 
3. Для любого BV 1  существует BV 2  такое, что 122 VVV  . 
4. Для любого BV 1  существует BV 2  такое, что 1

1
2 VV  . 
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5. Для любого BV 1  и для любого элемента Gg   существует BV 2  
такое, что 1

1
2 VgVg   . 

Доказательство.  Если BV , то V  является окрестностью точки e , и 
значит, Ve , т.е. утверждение 1 выполняется. 

Пусть теперь BVV 21, . Тогда 1V  и 2V  являются окрестностями единицы 
e , и значит, 21 VV   тоже будет окрестностью точки e . Но тогда, согласно 
второму условию определения базиса окрестностей точки, существует такая 
окрестность BV 3 , что 213 VVV  , т.е. утверждение 2 выполняется. 

Если теперь BV 1 , то 1V  является окрестностью точки e . 
Так как eee  , то из непрерывности операции умножения в 

топологической группе, следует, что существуют окрестности U и W точки e  
такие, что 1VWU  . 

Из того что WU   является окрестностью точки e  следует, что 
существует такая окрестность BV 2 , что WUV 2 . Тогда 

122 VWUVV  , т.е. утверждение 3 выполняется.  
Пусть теперь BV 1 . Тогда 1V  будет окрестностью точки e  в 

топологической группе  ),(G . 
Так как ee 1 , то из непрерывности операции взятия обратного в 

топологической группе, следует, что существует такая окрестность U  точки e , 
что 1

1 VU   и существует такая окрестность BV 2 , что UV 2 . Тогда 

1
11

2 VUV   , т.е. утверждение 4 выполняется. 
Пусть BV 1  и Gg  . Тогда, согласно теореме II.1, gV 1  будет 

окрестностью элемента g  в топологической группе  ),(G . По теореме II.2 
множество  gVg 

1
1 , будет окрестностью точки e  в топологической группе 

 ),(G .  
Так как   является базисом окрестностей точки e , то существует такая 

окрестность BV 2 , что gVgV  
1

1
2 . Если умножим последнее включение 

слева на элемент g , а справа на элемент 1g , то получим 

1
1

1
11

2 VggVgggVg   , и значит, утверждение 5 выполняется. 
Этим теорема полностью доказана. 

Замечание II.8. Для Абелевых групп предыдущая теорема  будет 
выглядеть следующим образом: 

Пусть  ),(G  - Абелевая топологическая группа и B - базис 
окрестностей нуля в топологической группе  ),(G . Тогда верны следующие 
утверждения: 

1. V0  для любого BV ; 
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2. для любых BVV 21,  существует BV 3  такое, что 213 VVV  . 
3. для любого BV 1  существует BV 2  такое, что 122 VVV  . 
4. для любого BV 1  существует BV 2  такое, что 12 VV  . 

Теорема II.9. Пусть R - множество всех действительных чисел, и  ),(G  
- топологическая группа. Если  ,2,1,0| iU i  - такая совокупность 
симметричных окрестностей единицы (т.е. ii UU 1 ) в топологической группе 
 ),(G , что 1 kkkk UUUU  для любого натурального числа 1k , то 
существует такое отображение RG : , что верны следующие утверждения: 

1) 0)( e  и 1)()(0 1  xx   для любого элемента Gx ; 
 2) kx  2)(  тогда и только тогда, когда kUx ; 
3) если 0Ux , то 1)( x ; 

4) 







 
1

1

1
1

1 )()(
2
1 k

i
ii gghg   для любых элементов Ghg ,  и любой 

последовательности hgggg k  ,,, 21   элементов из группы G . 

Доказательство. Определим отображение RG : , положив 

 
 .U если  1,

 ;{0}Ni   для  U\U  если  ,2 

; U если  0, 

)(

0

1ii
i-

0
i




















 





x
x

x

x
i




  

Так как iUe  для любого натурального числа i , то из определения 
отображение RG :  следует, что 0)( e , а из симметричности множества 

iU  следует, что 1)()(0 1   xx   для любого элемента Gx , т.е. 
утверждение 1 выполняется. 

Кроме того, из определения отображения RG :  следует верность 
утверждений 2 и 3. 

Верность утверждения 4 докажем индукцией по числу k . 

Если 2k , то 





 
2

1

1
12121

1 )()()(
2
1)(

2
1

i
ii gggggghg  . 

Предположим теперь, что 2k  и требуемое неравенство доказано для всех 
чисел ks  , любых элементов Ghg , , и любой последовательности 

hgggg s  ,,, 21   элементов из множества G . 
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Допустим, что для числа k  существует такая последовательность 
hgggg k  ,,, 21   элементов из группы )(G , что утверждение 4 не является 

верным, т.е. имеет место неравенство   








1

1

1
1

1 )()(
2
1 k

i
ii gghg . 

Так как 1)( x  для любого элемента Gx , то 
2
1

 . 

Возможны следующие два случая 0  или 0 . 
Рассмотрим сначала случай, когда 0 . 

Так как 2k , то 
2
1)( 1

21  gg  или 
2
1)( 1

1  
 kk gg .  

Если 
2
1)( 1

21  gg  и m  является наибольшим из натуральных чисел, для 

которых 
2
1)(

1

1
1 






m

i
ii gg , то 12  km  и 

2
1)(

1

1

1
1 








m

i
ii gg . Тогда 


2
1)(

1

2

1
1 








k

mi
ii gg .  

Из индуктивного допущения и выбора числа m  следует, что 


2
1)(

2
1)(

2
1

1

1
1

1
11  









m

i
iim gggg  и 

2
1)()(

2
1 1

2

1
1

1
2  











k

mi
iikm gggg . 

Тогда   
 )( 1

11 mgg  и   
 )( 1

2 km gg . 
Кроме того, из определения числа   следует, что   

 )( 1
21 mm gg .  

Обозначим через t  наименьшее из натуральных чисел, для которых 
t2 . Тогда, поскольку функция )(x  принимает только значения вида s2 , 

то tmgg
2
1)( 1

11  
 ,  tmm gg

2
1)( 1

21  
   и  tkm gg

2
1)( 1

2  
 . 

Согласно утверждению 2, tm Ugg  

1

11 , tmm Ugg  

1

21  и tkm Ugg  


1
2 . 

 Так как 
2
1

  (это было доказано выше), то 2t . Тогда 

 1hg 1
1

2
1

21
1

11 







  ttttkmmmm UUUUgggggg , и значит, 

 2
2

1)( 1
1  


thg .  

Получили противоречие с допущением, что .)(
2
1 1   hg   

Значит, случай 
2
1)( 1

21  gg  невозможен.  

Рассмотрим теперь случай, когда 
2
1)( 1

1  
 kk gg .  
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Пусть m  - наименьшее из натуральных чисел s , для которых 


2
1)(

1
1
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k
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ii gg . Тогда 11  km  и 

2
1)(

1
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1
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k
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ii gg , и значит, 


2
1)(

2

1

1
1 








m

i
ii gg .   

Согласно индуктивному допущению и выбору числа m , имеем что 


2
1)()(

2
1 1

1
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1  








k

mi
iikm gggg  и 

2
1)()(

2
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1

1
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1
11  











m

i
iim gggg , и значит, 

   )( 1
km gg  и   

 )( 1
11 mgg . Кроме того, из определения числа   следует, 

что   
 )( 1

1 mm gg .  
Обозначим через t  наименьшее из натуральных чисел, для которых 
t2 . Тогда, поскольку функция )(x  принимает только значения вида s2 , 

то tkm gg
2
1)( 1   , tmgg

2
1)( 1

11  
  и tmm gg

2
1)( 1

1  
 . 

Согласно утверждению 2, tkm Ugg  1 , tm Ugg  

1

11  и tmm Ugg  


1
1 . Так 

как 
2
1

  (это было доказано выше), то 2t . Тогда 

1
11

1
1

11
1








  ttttkmmmm UUUUgggggghg , и значит, 

 2
2

1)( 1
1  


thg . 

Получили  противоречие с допущением, что .)(
2
1 1   hg   

Значит, и случай 
2
1)( 1

21  gg  тоже невозможен.  

Итак, мы показали, что не возможен случай, когда 0 . 
Рассмотрим теперь случай, когда 0 . 
Из определения числа   следует, что 0)( 1

1  
ii gg  для любого 

11  ki , и значит, jii Ugg  

1
1  для любого такого натурального числа i , 

что 11  ki  и любого натурального числа j . Тогда  1hg  

 


 1
1

1
32

1
21

1
1 kkk gggggggg  kj

ейсомножителk

jjj UUUU 
  

  для любого 

натурального числа j , и значит, 




 
1

1

i
iUhg . Тогда    0)( 1hg .  

Получили противоречие с допущением, что .)(
2
1

 hg  
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Итак, мы рассмотрели все возможные случаи, и в каждом из них получили 
противоречие. Следовательно, наше допущение не верно, и значит, 









 
1

1

1
1

1 )()(
2
1 k

i
ii gghg  . 

Этим утверждение 4 доказано, и значит, теорема полностью доказана. 

Теорема II.10. Если  ,2,1,0| iU i  - такая последовательность 
симметричных окрестностей единицы в топологической группе  ),(G , что 

1 kkkk UUUU  для любого натурального числа 1k , то на группе )(G  
существует такая псевдометрика   (см. В.13), что 1),( yx  для любых 

элементов Gyx ,  и gUgxGxgU kkk 






  12

1),(|   для любого 

натурального числа 1k  и любого элемента Gg  . 

Доказательство. Если RG :  - отображение, которое было построено в 
теореме II.9, то для любой пары элементов Gyx ,  определим число 









 



 NkиGxгдеyxxxxxxyx ik

k

i
ii ,,,,)(inf),( 10

1

1
1  , где N  - 

множество всех натуральных чисел.  
Проверим, что ),( yx  является искомой псевдометрикой.  
Так как 0)()( 1   exx   и 0)( y  для любого элемента Gy , то 

0),( xx  для любого элемента Gx .  
Кроме того, так как 1)( z  для любого элемента Gz , то 1),( yx  для 

любых элементов Gyx , . 
Так как, согласно утверждению 1 теоремы II.9, для любых элементов 

Gxx ii  ,1 , имеет место равенство   )()()( 1
1

11
1

1
1








  iiiiii xxxxxx  , то 

для последовательности yxxxx k  ,,,
21   и последовательности 

xxyxyxyy kkk   1121 ,,,   имеем, что  



















 

1

1

1
1

2

1
1

1

1

1
1 )()()(

k

i
ii

k

i
ii

k

i
ii yyxxxx  , и значит, ),(),( xyyx    для 

любых Gyx , . 
Проверим теперь, что ),(),(),( cbbaca    для любых Gcba ,, . 
Для любых элементов Gyx ,  обозначим через yxX ,  множество всех 

последовательностей вида ),,,( 21 ygggx k   , где k  - натуральное число, 
и для любых элементов Gzyx ,,  обозначим через zyxX ,,  множество всех 
последовательностей вида ),,,,,,,( 1121 zggyggggx nkkk    , где 

nk,  - такие натуральные числа, что nk  . 
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Так как zxzyx XX ,,,   для любых элементов Gzyx ,, , то 
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   для любых  

элементов Gcba ,, . 
Итак, мы доказали, что функция ),( yx  является псевдометрикой на 

группе )(G . 
Для завершения доказательства теоремы осталось проверить, что 

gUgxGxgU kkk 






  12

1),(|   для любого натурального числа k  и 

любого элемента Gg  . 

В самом деле, если gUx k  , то kUgx  1 , и значит, kgx   2)( 1  
(см. утверждение 2, теоремы II.9). Тогда из определения функции ),( yx  

следует, что kgxgx
2
1)(),( 1   , а из произвольности элемента gUx k   

следует, что 






  kk gxGxgU

2
1),(|  . 

Если же 






  kgxGxh

2
1),(|   то kgh  2),( . Тогда для любого 

положительного числа   существует такая последовательность 

ggggh n  ,,, 21   элементов Gg i  , что   





 k

n

i
ii gg 2)(

1

1

1
1  и, 

согласно утверждению 4 теоремы II.9, имеет место неравенство 

 22)(2)( 1
1

1

1
1

1 







 








  k
n

i
ii gggh .  

Переходя к пределу, при 0 , получим, что )1(11 22)(   kkgh , и 
согласно утверждению 2, теоремы II.9, 1

1


  kUgh , и значит, gUh k  1 .  
Из произвольности элемента h  следует, что 

gUgxGx kk 






  12

1),(|  . 

Этим теорема полностью доказана. 
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III. СВОЙСТВА ПОДМНОЖЕСТВ 
В ТОПОЛОГИЧЕСКОЙ ГРУППЕ. 

Теорема III.1. Если   ,G  – топологическая группа, GA  и Gb , 
то следующие утверждения эквивалентны: 

1) A ; 
2) 1A ; 
3)  Ab ; 
4) bA . 
Доказательство.  
Докажем, что из утверждения 1) следует утверждение 2). 
Пусть A . Тогда, согласно теореме I.3,     AA 1 ,и значит, из 

утверждения 1) следует утверждение 2).  
Докажем теперь, что из утверждения 2) следует утверждение 1). 
Пусть 1A . Тогда        111 AAA , и значит, 1) 2. 
Докажем, что из утверждения 1) следует утверждение 3). 
Пусть A . Тогда, согласно теореме I.3,    ALAb b , и значит, из 

утверждения 1) следует утверждение 3).  
Докажем теперь, что из утверждения 3) следует утверждение 1). 
Если Ab , то согласно теореме I.3,      

 AbLAbbA b 1
1 , и 

значит, 1) 3). 
Докажем, что из утверждения 1) следует утверждение 4). 
Пусть A . Тогда, согласно теореме I.3,    ARbA b , и значит, из 

утверждения 1) следует утверждение 4). 
Если теперь bA , то согласно теореме I.3,    1bbAA  
   bAR

b 1 , и значит, 1) 4).  
Этим теорема полностью доказана. 

Теорема III.2. Пусть   ,G  - топологическая группа, GA  и GB  . 
Если A , то BA  и  AB . 

Доказательство.  Так как, согласно предыдущей теореме, Ab  для 
любого элемента Bb , то (см. В.1) 




Bb
AbAB .  

Аналогично показывается, что BA . 
Этим теорема полностью доказана. 

Теорема III.3. Пусть   ,G  – топологическая группа, GA  и Gb . 
Тогда следующие утверждения эквивалентны: 

1) A является замкнутым множеством в топологической группе )),(( G ; 
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2) 1A  является замкнутым множеством в топологической группе 
)),(( G ; 

 3) Ab   является замкнутым множеством в топологической группе 
)),(( G ; 

4) bA  является замкнутым множеством в топологической группе 
)),(( G . 

Доказательство.   
Докажем, что из утверждения 1 следует утверждение 2. 
Если A является замкнутым множеством в топологической группе 

)),(( G , то A\G .  Так как отображение GG :  (см. Б.3) является 
биекцией, то    A\A\  GG   (см. А.8). Так как, по теореме III.1, 
   A\G , то  A1 A  будет замкнутым множеством, и значит, из 

утверждения 1 следует утверждение 2. 
Пусть теперь 1A  является замкнутым множеством в топологической 

группе )),(( G . Тогда -1A\G , и так как отображение GG :  

является биекцией, то       A\A\A\ -1 GGG , и значит, AG \ , 
т.е. A является замкнутым множеством. 

Таким образом, из утверждения 2 следует утверждение 1. 
Следовательно, утверждения 1 и 2 являются эквивалентными. 
Проверим эквивалентность утверждений 1 и 3. 
Если A является замкнутым множеством в топологической группе 

)),(( G , то A\G . Так как отображение GGLb :  (см. Б.3) является 
биекцией, то   A\GLb    A)(\A\ b  bGLG . По теореме III.1, 

  A\ bG , и значит, Ab  является замкнутым множеством, т.е. из 
утверждения 1 следует утверждение 3. 

Пусть теперь A является таким множеством, что Ab  является 
замкнутым множеством в топологической группе )),(( G . Тогда 

  A\ bG . Так как отображение GGLb :  является биекцией, то 
       A\A\A\ b GLLGbG b , и поскольку     ,,: GGLb   

является гомеоморфизмом (см. I.3), то      A\A\ 1 GLLG bb . 
Значит, A является замкнутым множеством, т.е. из утверждения 3 

следует утверждение 1. 
Следовательно,  утверждения 1 и 3 являются эквивалентными. 
Аналогично проверяется эквивалентность утверждений 1 и 4. 

Теорема III.4. Если )),(( G  - топологическая группа, и GBA , , то 

),(),(),( ][][][  GGG BABA  . 
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Доказательство. Пусть ),(][ GAa   и ),(][ GBb . Если U  - любая 
окрестность элемента ba   в топологической группе )),(( G , то существуют 
такие окрестности V  и W  элементов a  и b  в топологической группе )),(( G , 
соответственно, что UWV  . Так как ),(][ GAa   и ),(][ GBb , то 

AV   и BW  . Если AVa '  и BWb ' , то 
)()()('' BAUBAWVba   , и значит,  )( BAU  .  

Из произвольности окрестности U  следует, что ),(][ GBAba  , а из 

произвольности элементов a  и b  следует, что ),(),(),( ][][][  GGG BABA  . 
Этим теорема полностью доказана. 
Пример III.5. Построим пример топологической группы и таких 

замкнутых множеств A и B, что BA  не будет замкнутым множеством 
(сравни с теоремой III.2). 

Пусть   ., интR   - аддитивная группа действительных чисел с 
интервальной топологией .инт . 

Рассмотрим множества },2,1{ A  и 






  ...,3,21 k

k
kB . 

Так как  





--k
k1,-k\RA , то A является замкнутым множеством. 

Аналогично, 
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kRB , и 

значит, B является замкнутым множеством, причем BA0 . Так как 







  ...,3,21 k

k
BA , то   0...,3,21

),(
),( 















 

инт

инт
R

R k
k

BA


 . 

Следовательно,   ),( интRBABA  , и значит, BA  не будет 
замкнутым множеством (см. В.9). 

Теорема III.6. Пусть   ,G  – топологическая группа. Если A является 
замкнутым подмножеством в топологической группе   ,G  и B является 
компактным подмножеством в топологическом пространстве  ,G  (см. В.35), 
то BA  и AB   будут замкнутыми множествами. 

Доказательство.  Докажем сначала, что BA  является замкнутым 
множеством в топологической группе   ,G . 
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Допустим противное, т.е., что BA  не является замкнутым множеством. 
Тогда   BABA G  ),(  , и так как   ),( GBABA  , то 
   BABA G \),(  . И пусть   BABAx G  \),(  . 

Докажем сначала, что   ABx 1 . 
Допустим противное, и пусть   ABx 1 . Тогда существует элемент 

Bb  такой, что Abx  1 . Но тогда BAbAbbxx  1 . Получили 
противоречие с выбором элемента x , и значит,   ABx 1  Ø.  

Тогда AGBx \1   , и значит, AGbx \1   для любого элемента 
Bb . Так как, AG \ , то AG \  будет окрестностью элемента 1bx  для 

любого элемента Bb . Согласно теореме I.4, существуют такие окрестности 

bV  точки x  и bU  точки b , что AGUV bb \1   .  
Для каждого элемента Bb  существует такое множество bW , что 

bb UWb  . Так как   
Bb Bb

bWbB
 

 , то из компактности множества B 

следует, что существуют такие элементы Bbb n ,...,1 , что BW
n

i
bi





1
. 

 Но тогда 
n

i
bi

VV
1

  будет окрестностью точки x  в топологической 

группе   ,G , как пересечение конечного числа окрестностей точки, и 














1

1

1 
n

i
bi

WVBV 



n

i
bi

WV
1

1  AGUVWV
n

i
bb

n

i
bb iiii

\
1

1

1

1 






  . 

Итак, мы доказали, что AGBV \1   . 
Проверим теперь, что  BAV  . 
Допустим противное, т.е.  BAV  . Тогда существуют такие 

элементы Vv , Aa   и Bb , что bav  . Но тогда 
AGBVbva \11   .  

Получили противоречие с выбором элемента a , и значит, наше 
допущение неверно. Тогда BAV  Ø.  

Но это противоречит тому, что V  является окрестностью точки x , а x  
является точкой прикосновения к множеству BA . 

И значит, BA  является замкнутым множеством в топологической 
группе )),(( G . 

Доказательство того, что AB   является замкнутым множеством можно 
провести аналогично доказательству замкнутости множества BA , но мы 
приведем другое более короткое доказательство. 
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Так как отображение ),(),(:  GG   является гомеоморфизмом (см. 

Б.3 и В.24), то )(1 BB   будет компактным множеством и )(1 AA   будет 
замкнутым множеством в топологическом пространстве ),( G . Тогда, как 
было доказано выше, 11   BA  будет замкнутым множеством в топологическом 

пространстве ),( G , и значит,    
 11ABAB     11111   BABA   

будет замкнутым множеством в топологическом пространстве ),( G . 
Этим теорема полностью доказана. 

Теорема III.7. Если пространство топологической группы )),(( G  
является 1T -пространством (см. В.22), n  - некоторое натуральное число и A - 
такое подмножество группы )(G , что ea n   для любого элемента Aa  , то 

ebn   для любого элемента ),(][ GAb . 

Доказательство.  Допустим противное, т.е. что ebn   для некоторого 
элемента ),(][ GAb . Так как топологическое пространство ),( G  является 1T -

пространством, то существует такая окрестность V  элемента nb  в 
топологической группе )),(( G , что Ve .  

Из непрерывности операции умножения в топологической группе )),(( G  
следует, что существует такая окрестность U  элемента b  в топологической 
группе )),(( G , что VUUU

ейсомножителn

   .  

Так как ),(][ GAb , то AU  , и пусть AUa  . Тогда  nae  

VUUU
ейсомножителn

   . 

Получили противоречие с выбором окрестности V . 
Этим теорема полностью доказана. 

Теорема III.8. Подгруппа A топологической группы )),(( G  будет 
открытым множеством тогда и только тогда, когда A является окрестностью 
некоторой своей точки в топологическом пространстве ),( G . 

Доказательство. Если A является окрестностью некоторой точки Aa , 
и U  - такое открытое множество в топологической группе )),(( G , что 

AUa  , то Ub  и AAAUb   для любого элемента Ab . Тогда 
AUbbA

AbAb



 }{ , и значит, 




Ab
UbA . 

Если же A , то A является окрестностью любой своей точки, и 
значит, A является окрестностью единицы. 

Этим терема полностью доказана. 
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Теорема III.9. Если A - открытая подгруппа в  топологической группе 
)),(( G , то A будет замкнутым множеством в топологической группе 
)),(( G .  

Доказательство.  Если  - множество всех окрестностей единицы в 
топологической группе )),(( G , то   является базисом окрестностей единицы 
в топологической группе )),(( G  и A .  

Согласно теореме II.5 ,   AAAAVAA
BV

G 

 )(),(  , и значит, 

),(][ GAA , т.е. A является замкнутым множеством (см. В.9). 
Этим теорема полностью доказана. 

Теорема III.10.  Пусть  ),(G  - топологическая группа, GBA ,  и 
Gb . Тогда верны следующие утверждения: 

1) Если A - связное множество в топологической группе  ),(G  (см. 
В.27), то и 1A  будет связным множеством в топологической группе  ),(G ; 

2) Если A - связное множество в топологической группе  ),(G , то 
Ab   и bA  будут связными множеством в топологической группе  ),(G ; 

3) Если A и B являются непустыми связными множествами в 
топологической группе  ),(G , то и множество BA  будет связным 
множеством в топологической группе  ),(G . 

Доказательство. Так как, согласно теореме I.3, отображение 
    ),(),(:  GG  является гомеоморфизмом, и значит, оно будет 

непрерывным отображением, то (см. В.30) множество  AA 1  будет 
связным множеством в топологической группе  ),(G . 

Этим утверждение 1) доказано. 
Аналогично, так как, согласно теореме I.3, отображения 

    ),(),(:  GGRb  и     ),(),(:  GGLb  являются 
гомеоморфизмами, и значит, они будут непрерывными отображения, то (см. 
утверждение 2 теоремы В.30)  ARbA b  и  ALAb b  будут связными 
множествами в топологической группе  ),(G . 

Этим утверждение 2) доказано. 
Докажем утверждение 3). Зафиксируем некоторые элементы Aa 0  и 

Bb 0 . Если BAD  , то, согласно утверждению 2, 0bA  и Ba 0  будут 
связными множествами в топологической группе  ),(G , и значит, они будут 
связными множествами в топологическом пространстве  DD , .  



 50 

Если 
00 baC   - связная компонента точки 00 ba   в топологическом 

пространстве  DD , , то из связности множества 0bA  и того, что 

000 bAba    следует, что 
000 baCbA  .  

Тогда, как и выше, доказывается, что для любого элемента Aa   
множество Ba   будет связным множеством в топологическом пространстве 
 DD ,  и      

0000 baCBabABaba   , и значит (см. В.28), 

 
00 baCBa    будет связным множеством в топологическом пространстве 

 DD , , причем  
0000 baCBaba   .  

Так как множество 
00 baC   содержит любое связное множество 

топологического пространства  DD , , содержащее точку 00 ba  , то 

0000 baba CCBaBa    . 

Из произвольности точки Aa   следует, что BADCBA ba   00
, и 

значит, 
00 baCBA  . Тогда множество BA  будет связным множеством в 

топологическом пространстве  DD , , и значит, BA  будет связным 
множеством в топологической группе  ),(G . 

Этим терема полностью доказана. 

Теорема III.11. Если  ),(G  - топологическая группа и eC  - связная 
компонента единицы e  в топологической группе  ),(G , то eC  будет 
замкнутым нормальным делителем в топологической группе  ),(G , причем 
для любого элемента Gg   множество gCe   будет связной компонентой 
точки g  в топологической группе  ),(G  и ee CggC  . 

Доказательство. Так как отображение     ,,: GG   является 
гомеоморфизмом (см. теорему I.3) и  ee  , то  eC  будет связным 
множеством в топологическом пространстве ),( G , содержащим точку e , и 

значит,   eee CCC  1 .  
Итак, множество eC  вместе с каждым элементом g  содержит и его 

обратный элемент. 
Если теперь eCba , , то, согласно доказанному выше, eCa 1 . Тогда 

eCaaae  1 . 
Так как отображение     G,G,: aL  является гомеоморфизмом (см. 

теорему I.3), то  aaa CLCa   будет связанным множеством (см. утверждение 
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2 теоремы В.30). Тогда   aaaa CCLCaba  , и значит, aC  вместе с 
любыми элементами a  и b  содержит и их произведение ba  , т.е. aC  является 
подгруппой в группе )(G . 

Пусть теперь Gg  . Так как отображения     ),(),(:  GGLg  и 
    ),(),(:1  GGR

g
 являются непрерывными отображениями, то 

  egg
CLR 1  будет связным множеством в топологическом пространстве 

),( G , причем   egg
CLRgege 1

1
  , и значит,  1gCg e  

 1gCg e    eegg
CCLR 1 . Из произвольности элемента Gg   следует, 

что eC  является нормальным делителем в группе )(G . 
Так как связная компонента точки в любом топологическом пространстве 

является замкнутым множеством (см. В.33), то eC  является замкнутым 
нормальным делителем в топологической группе  ),(G . 

Для завершения доказательства теоремы осталось проверить, что gCe   
является связной компонентой точки g  в топологической группе  ),(G  для 
любого элемента Gg  . 

В самом деле, так как     ),G(),G(: gL  является непрерывным 

отображением, то  ege CLCg   будет связанным множеством в 

топологической группе  ),G(  и eCgegg  , и значит, ge CCg  , где 

gC  - связная компонента точки g  в топологической группе  ),G( . 
Аналогично, так как     ),G(),G(:1 g

R  является непрерывным 

отображением, то  ggg CRgC 1
1

   является связным множеством в 

топологической группе  ),G( , и так как  gg
CRgge 1

1
  , то 

eg CgC  1 . Тогда egee CgCgCgC   11 , и значит, eg CgC  1 . 

Тогда gCC eg  . Кроме того, так как eC  является нормальным делителем, то 

eee CggCgggC  1  
Этим теорема полностью доказана. 

Определение III.12. Подмножество A топологической группы  ),(G  
называется предкомпактным в топологической группе  ),(G , если для 
любой окрестности V  единицы топологической группы  ),(G  существует 
такое конечное подмножество GS  , что VSA   и SVA  . 
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Легко заметить, что подмножество предкомпактного множества тоже 
будет предкомпактным множеством. 

Теорема III.13. Пусть  ),(G  и  '),(' G  - топологические группы, 
GBA , . Тогда верны следующие утверждения: 
1) Если A - предкомпактное множество в топологической группе 

 ),(G , то и множество 1A  будет предкомпактным множеством в 
топологической группе  ),(G .  

2)  Если A и B являются предкомпактными множествами в 
топологической группе  ),(G , то и множества BA  и BA  будут 
предкомпактными множествами в топологической группе  ),(G . 

3) Если A являются предкомпактными множествами в 
топологической группе  ),(G , то и множество ),(][ GA  будет 
предкомпактным множеством в топологической группе  ),(G . 

4) Если A являются предкомпактными множествами в 
топологической группе  ),(G , то для любой окрестности V  единицы в 
топологической группе  ),(G  существует такая окрестность U  единицы в 
топологической группе  ),(G , что VaUa  1  и VaUa 1  для 
любого элемента Aa  . 

5) Если A являются предкомпактными множествами в 
топологической группе  ),(G , то для любой окрестности V  единицы в 
топологической группе  ,G  существует такое конечное подмножество 

AS   (сравни с III.12), что VSA   и SVA  . 
6) Если   )'),('(),(:   GGf  - непрерывный гомоморфизм и A 

являются предкомпактными множествами в топологической группе  ),(G , 
то )(Af  будет предкомпактными множествами в топологической группе 
 '),(' G . 

Доказательство. Пусть A является предкомпактным множеством в 
топологической группе  ),(G .  

Если V  - произвольная окрестность единицы в топологической группе 
 ),(G , то существует такая окрестность U  единицы в топологической 
группе  ),(G , что VU 1 . 

 Так как A является предкомпактным множеством, то существует такое 
конечное подмножество GS  , что USA   и SUA  . Тогда 

  11111   SVSUUSA  и   VSUSSUA   11111 , 
причём 1S  является конечным множеством. 
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Из произвольности окрестности V  и конечности множества 1S  следует 
предкомпактность множества 1A  в топологической группе  ),(G . 

Этим утверждение 1) доказано. 
Доказательство утверждения 2) 
Пусть теперь подмножества A и B являются предкомпактными в 

топологической группе  ),(G . Если U  - произвольная окрестность единицы 
в топологической группе  ),(G  и V  - такая окрестность единицы в 
топологической группе  ),(G , что UVV  , то  существует такое конечное  
подмножество GS 1 , что BVS 1 . 

 Из конечности множества 1S  следует, что существует такая окрестность 

1V  единицы в топологической группе  ),(G , что VsVs 
1

1  для любого 
элемента 1Ss . 

Кроме того, из предкомпактности множества A в топологической группе 
 ),(G  следует, что 12 VSA    для некоторого конечного подмножества 

GS 2 . 
Покажем, что   USSBA  12 . 
В самом деле, если Aa   и Bb , то существуют такие элементы 
11 Ss   и 22 Ss  , что 12 Vsa   и Vsb  1 . Тогда  VsVsba 112  

USSVVssVsVsss  
121211

1
112 )( .  

Аналогично, так как A является предкомпактным множеством в 
топологической группе  ),(G , то существует такое конечное подмножество 

GS 2 , что ASV  2 . 
Из конечности множества 2S  следует, что существует такая окрестность 

1V  единицы в топологической группе  ),(G , что VsVs  1
1  для любого 

элемента 2Ss  . 
Из предкомпактности множества B в топологической группе  ),(G  

следует, что 21 SVB  , для некоторого конечного подмножества GS 2 . 
Покажем, что  12 SSUBA  . 
В самом деле, если Aa   и Bb , то существуют такие элементы 
11 Ss   и 22 Ss  , что 1sVa   и 21 sVb  . Тогда  211 sVsVba  

121221
1

111 )( SSUssVVsssVsV    . 
Из произвольности элементов Aa   и Bb  следует, что 

 12 SSUBA  . 
Если теперь возьмем    1212 SSSSS   , то USBA   и 

SUBA  .  
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Из конечности множества S  и произвольности окрестности U  единицы в 
топологической группе  ),(G  следует, что множество BA  является 
предкомпактным в топологической группе  ),(G . 

 Проверим теперь, что множество BA  тоже является предкомпактным. 
В самом деле, для любой окрестности U  единицы в топологической 

группе  ),(G  существуют такие подмножества GS 1  и GS 2 , что 
USA  1 ,  1SUA   и USB  2 ,  2SUB  . 

Если теперь 21 SSS   , то USBA   и SUBA  . 
Из конечности множества S   и произвольности окрестности U  в 

топологической группе  ),(G  следует, что BA  является предкомпактным 
множеством в топологической группе  ),(G . 

 Этим утверждение 2 доказано. 
Доказательство утверждения 3). 
Пусть подмножество GA  является предкомпактным в топологической 

 ),(G  и V  - произвольная окрестность единицы в топологической группе 
 ),(G .  

Если   - множество всех окрестностей единицы в топологической 
группе  ),(G  и W  - такая окрестность единицы в топологической группе 
 ),(G , что VWW  , то, согласно теореме II.5, 

WAUAA
U

G 

),(][   и AWAUA

U
G 


),(][  . 

Так как множество A является предкомпактным в топологической 
группе  ),(G , то WSA   и SWA   для некоторого конечного 
подмножества GS  . Тогда,  WAA G ),(][  VSWWS   и 

 AWA G ),(][  SVSWW  . 
Из произвольности окрестности V  и конечности множества S  следует, 

что ),(][ GA  является предкомпактным множеством в топологической группе 
 ),(G . 

 Этим утверждение 3 доказано. 
Доказательство утверждения 4). 
Пусть подмножество A топологической группы  ),(G  является 

предкомпактным. Тогда, согласно утверждениям 1) и 2) настоящей теоремы, 
множество 1AA  будет предкомпактным множеством в топологической 
группе  ),(G . 

Если V  - произвольная окрестность единицы в топологической группе 
 ),(G  и W  - такая окрестность единицы в топологической группе  ),(G , 
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что VWWW  1 , то WSAA 1  для некоторого конечного 
подмножества GS  . 

Тогда, из конечности множества S  следует, что существует такая 
окрестность U  единицы в топологической группе  ),(G , что WU   и 

WsUs  1  для любого элемента Ss . 
Если теперь 1 AAa   и s  - такой элемент из множества S , что 
Wsa  , то     1111 )()( WsUsWsWUsWaUa  

VWWW  1 .  

Так как   111   AAAA  , то 11   AAa  , и значит, 

VaUa 1 . 
 Из произвольности элемента 1 AAa   следует, что утверждение 4 

доказано. 
Доказательство утверждения 5). 
Пусть A является предкомпактным множеством в топологической группе 

 ),(G .  
Если V  - произвольная окрестность единицы в топологической группе 

 ),(G , то существует такая окрестность U  единицы в топологической 
группе  ),(G , что VUU 1  и VUU  1 .  

Из предкомпактности множества A в топологической группе  ),(G  
следует, что VCA   и CVA   для некоторого конечного подмножества 

  GgggC n  ,...,, 21 . 
Для каждого ni 1  выберем некоторые элементы UgAh ii    и 

ii gUAh   . Тогда 1 Uhg ii  и ii hUg  1 . 
Если теперь возьмем    nn hhhhhhS  ,...,,,...,, 2121  , то 

AUCUUSVS  1  и ACUSUUSV  1 . 
Из произвольности окрестности V  в топологической группе  ),(G  и 

конечности множества S  следует верность утверждения 5. 
Доказательство утверждения 6. 
Пусть   )'),('(),(:   GGf  - непрерывный групповой гомоморфизм. 

Если 'V  - окрестность единицы в топологической группе  '),(' G , то 

)'(1 VfV   будет окрестностью единицы в топологической группе  ),(G . 
Из предкомпактности множества A следует, существование такого конечного 
подмножества GS  , что SVA   и VSA  . Тогда 

)(')()()()( SfVSfVfSVfAf   и  )()( VSfAf  

 )()( VfSf  ')()()( VSfVfSf  . 
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Из конечности множества )(Sf  и произвольности окрестности 'V  
следует предкомпактность множества )(Af  в топологической группе 

)'),('( G . 
Этим теорема полностью доказана. 

 Теорема III.14. В любой топологической группе  ),(G  всякое 
компактное множество является предкомпактным множеством. 

Доказательство. Пусть A является компактным множеством в 
топологической группе  ),(G , и V  - произвольная окрестность единицы в 
топологической группе  ),(G . Существует такое множество U , что 

VUe  . Тогда (см. теорему III.1)  xU  и Ux  для любого 
элемента Ax .  

Так как 
AxAx

xUxA


 }{  и UxxA
AxAx



 }{ , то из 

компактности множества A следует, что существуют такие конечные 
множества AxxS n  },,{ 11   и AxxS k  },,{ 12  , что 


n

i
i SVSUxUA

1
11


  и VSUSUxA

k

i
i 




1
22 .  

Если 21 SSS  , то SVA    и VSA  . 
Из произвольности окрестности V  и конечности множества S  следует, 

что множество A является предкомпактным в топологической группе  ),(G . 
Этим теорема полностью доказана. 

Теорема III.15. Пусть на группе )(G  задана совокупность 
}|{    групповых топологий и }|sup{    . Если 

подмножество GA  является предкомпактным множеством в каждой 
топологической группе )),(( G , то A будет предкомпактным множеством в 
топологической группе )),(( G . 

Доказательство. Доказательство теоремы проведем в два этапа. 
I этап. Случай, когда   является конечным множеством. 
II этап.  Случай, когда   является бесконечным множеством. 
Доказательство I этапа. Так как  }},,,sup{sup{ 11 nn    

},,sup{ 1 n  , то достаточно рассмотреть случай, когда }2,1{ . 
Итак, пусть подмножество GA  будет предкомпактным множеством в 

каждой топологической группе )),(( 1G  и )),(( 2G , и V  - произвольная 
окрестность единицы в топологической группе }),sup{),(( 21 G .  
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Тогда (см. В.17) существуют такие окрестности 1U  и 2U  единицы в 
топологических группах )),(( 1G  и )),(( 2G , соответственно, что 

21 UUV  . 
Если 1W  - такая окрестность единицы в топологической группе )),(( 1G , 

что 11
1

1 UWW   и 1
1

11 UWW   , то существует такое конечное множество 

GaaS n  },,{ 1  , что 
n

i
i WaWSA

1
11


  и i

n

i
aWSWA 




1
11 . 

Так как всякое одноэлементное множество является предкомпактным, то 
(см. утверждение 2 теоремы III.13) для любого ni 1  каждое из множеств 

)( 1 iaA  и )( 1 Aa i   будет предкомпактным в топологической группе 

)),(( 2G , и значит, множества 1
1)( WaA i   и 1

1 )( WAai   будут 
предкомпактными в топологической группе )),(( 2G .  

Тогда, согласно утверждению 5 теоремы III.13, существуют такие 
конечные подмножества 1

1
,1, )(},,{ WaAyyB ikiii i

   и 

1
1

,1, )(},{ WAazzC imiii i
   , что ji

k

j
i yUWaA

i

,
1

21
1)( 



   и 


im

j
jii UzWAa

1
2,1

1 )(


  . 

Возьмем   
n

i
iiii CaaBD

1
)()(


  и покажем, что )( 21 UUDA   

и DUUA  )( 21  . 
В самом деле, если Aa  , то существуют такие натуральные числа 

ni  11  и ni  21 , что 
01 iaWa   и 10

Waa j  . Тогда 

)( 1
1

1
00

  ii aAWaa   и )( 1
1

1
00

AaWaa jj    , и значит, существуют такие 

натуральные числа 
001 ikl   и 

001 jmt  , что 
000 ,2

1
lii yUaa    и 

2,
1

000
Uzaa tjj  . Тогда 2

1
,

1
000

)( Uyaa lii    и 2
11

, )(
000

Uaaz jtj   .  

Так как 1, 000
WBy ili   и 1

1
1

1 )(
00

WaAWaa ii    , то 

 
2

1
11

1
,

1 )(
000

UWWyaa lii   VUU 21  .  

Аналогично, так как 1, 000
WCz jtj   и 1

1
1

1 )(
00

WAaWaa jj    , то 

VUUUWWaaz jtj  
2121

1
1

11
, )()(

000
 .  

Тогда 
000 , ili ayVa DVaBV ii 

00
 и  Vzaa tjj 000 ,  

VDVCa jj 
00

. 
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Из произвольности элемента Aa   следует, что DVA   и VDA  . 
Этим доказательство I этапа завершено, значит, если   является 

конечным множеством, то A является предкомпактным множеством в 
топологической группе )),(( G . 

Доказательство II этапа. 
Если теперь   является бесконечным множеством, и V  - произвольная 

окрестность единицы в топологической группе )),(( G , то, согласно 
утверждению 2 теореме В.17, существует такое конечное множество },,{ 1 n   

топологий из совокупности }|{   , и такие окрестности nUU ,,1   
единицы в топологических группах )),((,),),(( 1 nGG    , соответственно, 

что 
n

i
iUV

1
 .  

Тогда V  будет окрестностью единицы в топологической группе 
}),,sup{),(( 1 nG   . 

Согласно I этапу доказательства теоремы, множество A будет 
предкомпактным в топологической группе }),,sup{),(( 1 nG   , и значит, 
существует такое конечное множество GS  , что VSA   и SVA  . 

Из произвольности окрестности V  единицы в топологической группе 
)),(( G  следует, что множество A является предкомпактным в 

топологической группе )),(( G  

Теорема III.16. Если в  топологической группе  ),(G  само множество 
G  является предкомпактным, то  ),(G  обладает таким базисом B 
окрестностей единицы, что VgVg  1  для любых BV  и Gg  . 

Доказательство. В самом деле, если   - множество всех окрестностей 
единицы в топологической группе  ),(G , то для каждой окрестности V  

положим 
Gg

gVgVW


 1)( , и пусть }|)({  VVWB . 

Проверим, что B является искомым базисом окрестностей единицы в 
топологической группе  ),(G . 

Так как 1 eVeV , то )(VWV  , и значит, множество )(VW  будет 
окрестностью единицы в топологической группе  ),(G  для любого V . 

 Если теперь U  - некоторая окрестность единицы в топологической 
группе  ),(G , то, согласно утверждению 4 теоремы III.13, существует такая 
окрестность V  единицы в топологической группе  ),(G , что 

UgVg  1 для любого элемента Gg  .  
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Тогда UgVgVW
Gg




 1)( , и значит, B является базисом 

окрестностей единицы в топологической группе  ),(G .  

Если теперь )(VWv  и Gh , то 1
00
 gVgv  для некоторого 

элемента Gg 0 . Тогда   11
00

1 )( hgVghhvh  

 1
00 )()( ghVgh )(1 VWgVg

Gg




 .  

Из произвольности элемента v  следует, что )()( 1 VWhVWh    для 
любого элемента Gh . 

Этим теорема полностью доказана. 

Теорема III.17. Если топологическая группа  ),(G  обладает базисом 
окрестностей единицы, который состоит из подгрупп группы )(G  и множество 
G  является предкомпактным в топологической группе  ),(G , то 
топологическая группа  ),(G  обладает базисом окрестностей единицы, 
который состоит из нормальных делителей. 

Доказательство. Пусть   - базис окрестностей единицы в 
топологической группе  ),(G , который состоит из подгрупп группы )(G .  

Согласно предыдущей теореме, топологическая группа  ),(G  обладает 

таким базисом   окрестностей единицы, что VgVg  1  для любого 
множества V  и любого элемента Gg  . 

Тогда   11111   VgVggVg  для любого множества V  и 
любого элемента Gg  . 

Если для любого множества V  обозначим через  VW  подгруппу 
группы )(G , которая порождена множеством V  (см. Б.7), то покажем, что 

  VVW  является искомым базисом окрестностей единицы в 

топологической группе  ),(G . 
В самом деле, так как  VWV  , то  VW  является окрестностью 

единицы в топологической группе  ),(G  для любой окрестности V . 
Пусть теперь U - произвольная окрестность единицы в  ),(G . Так как 

совокупность   является базисом окрестностей единицы в топологической 
группе  ),(G , то существует такая окрестность 0V , что UV 0 , и 
поскольку совокупность   является базисом окрестностей единицы в 
топологической группе  ),(G , то существует такая окрестность 1V , что 

01 VV  . Тогда   UVVW  01 . 
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Итак, мы показали, что совокупность   VVW  является базисом 

окрестностей единицы в топологической группе  ),(G . 
Для завершения доказательства теоремы осталось проверить, что для 

любого множества V  множеств  VW  является нормальным делителем в 
группе )(G . 

В самом деле, множество )(VW  является подгруппой группы )(G . 
Кроме того, пусть Gg   и V .  

Если  VWa  , то существуют такие элементы Vaa n ,...,1 , что 
nk

n
kk aaaa  ...21
21 , где 1ik  для любого натурального числа i  такого, что 

ni 1 . Тогда     1
21

1 ...21 gaaaggag nk
n

kk  

       VWVVgaggggaggag nn kkk
n

kk   ...... 121 111
2

1
1 . 

Из произвольности элементов a  и g  следует, что  VW  является 
нормальным делителем в группе )(G . 

Этим теорема полностью доказана. 
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IV. АКСИОМЫ ОТДЕЛИМОСТИ В 
ТОПОЛОГИЧЕСКОЙ ГРУППЕ 

Теорема IV.1. В любой топологической групп   ,G  эквивалентны 
следующие утверждения: 

1) В топологическом пространстве  ,G  выполняется аксиома 0T , т.е. 
топологическое пространство  ,G  является 0T -пространством (см. В.22); 

2) В топологическом пространстве  ,G  выполняется аксиома 1T , т.е. 
топологическое пространство  ,G  является 1T - пространством; 

3) В топологическом пространстве  ,G  выполняется аксиома 2T , т.е. 
топологическое пространство  ,G  является 2T - пространством; 

4) Топологическое пространство  ,G  является регулярным 
пространством; 

5) Если   - некоторый базис окрестностей единицы в топологической 
группе   ,G , то  




V
eV . 

Доказательство. Из определения аксиом отделимости (см. В.22) легко 
следует, что 123  . 

Докажем теперь, что 31 . Пусть a  и b  - различные элементы группы 
)(G . Поскольку в топологическом пространстве  ,G  выполняется аксиома 

0T , то либо элемент a  имеет окрестность которая не содержит элемент b , либо 
элемент b  имеет окрестность которая не содержит элемент a .  

Допустим для определенности, что элемент a  имеет окрестность V , 
которая не содержит элемент b . Тогда согласно теореме II.2, множество 

VaU  1  будет окрестностью единицы в топологической группе   ,G , 

причем UVaba   11 . Согласно теореме II.7, существуют такие 
окрестности 1U  и 2U  единицы в топологической группе   ,G , что 

UUU  11 , и 1
1

2 UU  . 
Согласно теореме II.1, множества )( 12 UUa   и )( 12 UUb   будут 

окрестностями точек a  и b , соответственно, в топологической группе   ,G . 
Проверим, что  )()( 1212 UUbUUa  . 
Допустим противное, и пусть )()( 1212 UUbUUac   . Тогда 

12
1 UUca  , и существует такой элемент 12 UUd  , что dbc  .  

Тогда 12
111 )()( UUcadbadba   , и значит,  ba 1  

 1
12 )( dUU  UUUUUUUUU  

11
1

21
1

1212 )()(  . 
Получили противоречие с ранее доказанным, что Uba 1 . 



 62 

Итак, мы доказали, что  22 UbUa  .  
Из произвольности элементов a  и b  следует, что в топологическом 

пространстве  ,G  выполняется аксиома 2T . 
Итак, мы доказали, что из выполнимости аксиомы 0T  в топологической 

группе   ,G  следует выполнимость аксиомы 2T . 
Таким образом, мы доказали, что утверждения 1, 2 и 3 являются 

эквивалентными. 
Докажем теперь, что 43 .  
Пусть в топологической группе   ,G  выполняется аксиома 2T . Тогда 

в топологической группе   ,G  выполнена и аксиома 1T . Проверим, что в 
топологической группе   ,G  выполнена и аксиома 3T . 

Пусть F  - замкнутое множество в топологическом пространстве  ,G  и 
a  - такой элемент из группы )(G , что Fa  . Тогда FGa \ , и так как 

FG \ , то множество FG \  будет окрестностью точки a  в топологической 
группе  ),(G .  

Согласно теореме II.2, множество  FGaU \1    будет окрестностью 
единицы в топологической группе   ,G . Тогда существует такая 
окрестность V  единицы в топологической группе   ,G , что UVV  1 . 
Не нарушая общности рассуждений, можем считать, что V .  

Согласно теореме III.1, Va , и согласно теореме III.3, VF , 
причем Vaa   и VFF  . 

Покажем, что      VFVa  . 
Допустим противное, и пусть    VFVab   . Тогда существуют 

такие элементы Vbb 21,  и Fc , что 1bab   и 2bcb  , и значит, 

   FGaaUaVVabbabbabbc \)( 111
21

1
21

1
2  

FG \ . 
Получили противоречие с выбором элемента Fc . Следовательно, 

     VFVa  , т.е. в топологической группе   ,G  выполнена и 
аксиома 3T . 

Итак, мы доказали, что 43 . 
Покажем, что 34  . 
Пусть топологическое пространство  ,G  является регулярным 

пространством, т.е. в нём выполнены аксиомы отделимости 1T  и 3T . Так как 
ранее было доказано, что утверждения 2 и 3 эквивалентны, то в топологическом 
пространстве  ,G  выполнена аксиома 2T . 

Итак, мы доказали, что 3 4. 
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Покажем, что 25  . 
Пусть в топологической группе  ),(G  выполняется утверждение 2. 

Тогда для любого элемента Gae   существует такая окрестность aV  
элемента e  в топологической группе   ,G , что aVa  .  

Так как   является базисом окрестностей единицы в топологической 
группе   ,G , то существует такая окрестность aU , что aa VU  . Тогда, 
 

   
 eVUUe

eGa
a

eGa
a

U





\\
, и значит, утверждение 5 выполнено, т.е. 

52  . 
Пусть теперь в топологической группе  ),(G  верно утверждение 5.  
Если Gba ,  и ba  , то bae  1  и 1 bae . Тогда существуют 

такие окрестности ba UU , , что aUba 1  и bUba  1 . Так как aU  и 

bU  являются окрестностями точки e  в топологической группе   ,G , то 
согласно теореме II.1, множества aUa   и bUb   будут окрестностями 
элементов a  и b , соответственно, в топологической группе   ,G , причем, 

aUabaab  1  и bUbbaa b  1 .  
Итак, мы показали, что в топологическом пространстве  ,G  выполнена 

аксиома 1T , т.е. 25 . 
Следовательно, 52  . 
Этим теорема полностью доказана. 

Определение IV.2.  Топологическая группа   ,G , в которой 
выполнена одна из аксиом отделимости ,,, 210 TTT  аксиома регулярности 
пространства (а, согласно теореме IV.1 выполняется и каждая из этих аксиом) 
называется отделимой топологической группой. 

Теорема IV.3. Если отделимая топологическая группа   ,G  обладает 
счетным базисом окрестностей единицы, то на множестве G  существует такая 
метрика  , что    (см. В.14). 

Доказательство. Так как топологическая группа )),(( G  обладает 
счетным базисом окрестностей единицы, то в ней существует такой базис 
 ,2,1,0iU i  окрестностей единицы, что 1 iiii UUUU  для любого 
натурального числа 0i , причем все окрестности jU  являются 
симметричными множествами. 

Из того, что топологическая группа   ,G  является отделимой следует, 

что  eU
i

i 





1
 (см. теорему IV.1). 
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Если, теперь, ),( yx  - псевдометрика, построенная согласно теореме 

II.10, то 0),( yx  тогда и только тогда, когда }{
0

1 eUyx
i

i 




  , т.е. тогда и 

только тогда, когда yx  , и значит, ),( yx  является метрикой. 
Для завершения доказательства теоремы осталось проверить, что   . 
В самом деле, если W  и Wg  , то W  является окрестностью 

элемента g  в топологической группе   ,G , и значит, существует такое 
натуральное число k , что WgUk  . Тогда, согласно теореме II.10, 

WgUgxGx kk 






  12

1),(|  .  

Из произвольности элемента Wg   следует (см. В.14), что W , а из 
произвольности  множества W  следует, что   . 

Пусть теперь W  и Wg  . Тогда (см. В.14)   WgxGx   ),(|  

для некоторого числа 0 . Если k  - такое натуральное число, что k2 , то, 
согласно теореме II.10,   WgxGxgUk   ),(| . Так как множество 

gU k   является окрестностью элемента g  в топологической группе   ,G , то 
и W  будет окрестностью элемента g  в топологической группе   ,G .  

Из произвольности элемента Wg   следует (см. В.6), что W , а из 
произвольности множества W  следует, что    , и значит,   . 

Этим теорема полностью доказана. 

Теорема IV.4.  Если топологическая  группа   ,G  является 
отделимой, то ее пространство является вполне регулярным. 

Доказательство. Пусть Ga   и F  - такое замкнутое множество, что 
Fa  . Так как топологическая группа   ,G  обладает базисом окрестностей 

единицы, который состоит из симметричных подмножеств и FG \ , то в 
топологической группе   ,G  существует такая последовательность 

 10 UU  симметричных окрестностей единицы, что FGaU \0   и 

1 kkkk UUUU  для любого натурального числа k . 
Согласно теореме II.10, на группе G  существует такая псевдометрика  , 

что 1),( yx  для любых элементов Gyx , , и 

aUaxGxaU kkk 






  12

1),(|   для любого натурального числа k .  

Если ),( интR   - пространство действительных чисел с интервальной 
топологией, то, положив }1),,(2min{)( aggf   для любого элемента Gg  , 
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мы определим отображение RGf : , причем 1)(0  gf  для любого 
элемента Gg   и   01,0min}1),,(2min{)(  aaaf  .  

Пусть теперь Fg  . Тогда FGg \ , и так как FGaU \0  , то aUg  0 , 

и значит, 






 

2
1),( axGxg  . Тогда 12),( ag , и значит, 

1}1),,(2min{)(  aggf  . 
Итак, мы доказали, что 1)( gf  для любого элемента Fg  . 
Для завершения доказательства теоремы осталось проверить 

непрерывность отображения ),(),(: интRGf    в любой точке Gg 0 . 
В самом деле, если Gg 0  и 0  то существует такое натуральное число 

m , что m2
1 . Тогда 01 gU m   будет окрестностью элемента 0g  в 

топологической группе   ,G . Если 01 gUg m   , то (см. теорему II.10) 







   1001 2

1),( mm gxGxgUg  , и значит, 10 2
1),(  mgg .  

Если )()( 0gfgf  , то, взяв gg 1 , 02 gg   и ag 3 , получим, что 
   1

2
1

2
1   agggag . Тогда, учитывая свойство функции   (см. 

утверждение 4 теоремы II.9), получим, что  }1),,(2min{)( aggf   

   1,),(),(2min 00 aggg  mm gfag
2
1)(1),,(2

2
1min 00 







   , и значит, 

 mgfgf
2
1)()(0 0 . 

Если же )()( 0gfgf  , то взяв 01 gg  , gg 2  и ag 3 , получим, что 

   1
2

1
20

1
0

  agggag . Тогда, учитывая свойство функции   (см. 
утверждение 4 теоремы II.9), получим, что  }1),,(2min{)( 00 aggf   

   1,),(),(2min 0 aggg  mm gfag
2
1)(1),,(2

2
1min 







   , и значит, 

 mgfgf
2
1)()(0 0 .  

Итак, мы доказали что  mgfgf
2
1)()( 0 . 

Из произвольности элемента g  и произвольности числа   следует, что 
отображение ),(),(: интRGf    является непрерывным отображением в точке 

0g , а из произвольности точки 0g  следует, что отображение 
),(),(: интRGf    является непрерывным отображением.  

Так как, согласно условию теоремы, в пространстве  ,G  выполняется 
аксиома 1T , то  ,G  является вполне регулярным пространством. 
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Этим теорема полностью доказана. 

Теорема IV.5. Если пространство топологической группы )),(( G  
является локально компактным, вполне несвязным пространством (см. В. 32), 
то топологическая группа )),(( G  обладает базисом окрестностей единицы, 
который состоит из подгрупп. 

Доказательство. Так как топологическая группа )),(( G  является 
вполне несвязной, то в топологическом пространстве ),( G  связная 
компонента gC  любого элемента Gg   равна }{g . Тогда, последовательно 
применяя теоремы III.11, III.3 и В.23 следует, что в топологической группе 

)),(( G  выполняется аксиома 1T , и значит, она является отделимой 
топологической группой.  

Итак, топологическое пространство ),( G  является локально компактным, 
вполне несвязным, Хаусдорфовым пространством. 

 Пусть теперь U  - окрестность единицы в топологической группе 
)),(( G . Не нарушая общности рассуждений, можем считать, что U . 

Тогда, согласно теореме В.41, существует такое компактное множество B, что 
B  и UBe  . Так как B , то для каждого элемента Bg   имеется 

такая окрестность gV  единицы в топологической группе )),(( G , что 

BVg g  , и существует такая симметричная окрестность gU  единицы в 

топологической группе )),(( G , что gU  и ggg VUU  . 

Тогда BVgUggB
Bg

g
Bg

g
Bg



 }{ , и значит, 

Bg
gUgB


 . 

Итак, совокупность }|{ BgUg g   является открытым покрытием 
компактного множества B в топологическом пространстве ),( G , значит, 

существует такое конечное подмножество Bgg n },,{ 1  , что 
n

i
gi i

UgB
1

 . 

Тогда 
n

i
gi

UW
1

  будет симметричной окрестностью единицы в 

топологической группе )),(( G , причем 





 


WUgWB

n

i
gi i

1
 




))((
1

WUg
n

i
gi i  


)(

1
ii g

n

i
gi UUg  BVg

n

i
gi i





1
. 

Если теперь Ŵ  - подгруппа группы )(G , порожденная множеством W , то 

WW ˆ , и значит, Ŵ  является окрестностью единицы в топологической 
группе )),(( G .  
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Кроме того, так как WUUUW
n

i
g

n

i
g

n

i
g iii








 
11

11

1

1 )( , то 

,{ˆ
1 числоенатуральноkuuW k   }1 kiдляWui   будет 

подгруппой группы )(G .  
Поскольку BWBuB   для любого элемента Wu , то индукцией 

по числу k  легко доказывается, что   BuuB k  1  для любого элемента 

Wuu k
ˆ

1  , и значит, BWB  ˆ . 

Так как Be , то UBWBWeW  ˆˆˆ .  
Итак, мы доказали, что в любой окрестности U  единицы в топологической 

группе )),(( G  содержится такая окрестность Ŵ  единицы в топологической 
группе )),(( G , которая является подгруппой группы G , и значит, 
топологическая группа )),(( G  обладает базисом окрестностей единицы, 
который состоит из подгрупп. 

Этим теорема полностью доказана. 

Теорема IV.6. Если пространство топологической группы )),(( G  
является компактным, вполне несвязным пространством, то топологическая 
группа )),(( G  обладает базисом окрестностей единицы, который состоит из 
нормальных делителей. 

Доказательство. Согласно предыдущей теореме, топологическая группа 
)),(( G  обладает базисом окрестностей единицы, который состоит из 

подгрупп группы )(G .  
Так как (см. теорему III.14) всякое компактное множество топологической 

группы является предкомпактным множеством, то, согласно теореме III.17, 
топологическая группа )),(( G  обладает базисом окрестностей единицы, 
который состоит из нормальных делителей. 

Этим теорема полностью доказана. 
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V. МЕТОД ТОПОЛОГИЗАЦИИ ГРУПП 

Теорема V.1. Пусть на группе )(G  задана такая непустая совокупность   
подмножеств, что выполняются следующие условия: 

1. Ve  для любого множества V ; 
2. Для любых множеств 21,VV  существует такое множество 3V , 

что 213 VVV  . 
3. Для любого множества 1V  существует такое множество 2V , что 

122 VVV  . 
4. Для любого множества 1V  существует такое множество 2V , что 

1
1

2 VV  . 
5. Для любого множества 1V  и любого элемента Gg   существует 

такое множество 2V , что 1
1

2 VgVg   . 
Тогда на группе )(G  существует единственная топология   такая, что 

 ),(G  является топологической группой, а совокупность   будет базис 
окрестностей единицы в этой топологической группе. 

Доказательство.  Доказательство теоремы разобьем на следующие этапы: 
I. построение топологии   на множестве G ; 
II. проверка того факта, что совокупность   является базисом 

окрестностей единицы в топологическом пространстве ),( G . 
III. проверка того факта, что  ,G  является топологической группой. 
IV. проверка единственности групповой топологии  .  
Доказательство этапа I. Рассмотрим следующую совокупность 
 UVgVUgGU   ,  подмножеств множества G . 
Покажем, что для совокупности   выполняется аксиомы определения 

топологического пространства. 
Действительно, GØ  , кроме того, для любого элемента Øg , 

(поскольку таких элементов нет), то для них выполняются какие угодно 
условия, в том числе и требования, которые указаны в определении 
совокупности  , и значит, Ø . 

Кроме того, если Gg  , то из того, что Ø  следует, что существует 
множество V . Тогда GGgVg  , и значит, G . 

Выполнимость первого условия из определения В.1 доказано. 
Покажем, что для элементов из совокупности   выполняется второе 

условие из определения топологического пространства. 
В самом деле, если VU , , и VUg  , то Ug   и Vg  . Так как 
VU , , то существуют такие множества 21,VV , что UVg  1  и 
VVg  2 .  
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Так как согласно условию 2, существует такое множество 3V , что 

213 VVV  . Тогда,   VUVgVgVVgVg   21213 . Из 
произвольности элемента VUg   следует, что VU  , т.е. и второе 
условие из определения топологии выполнено. 

Покажем, что для  совокупности   выполняется и третья аксиома 
определения топологического пространства. 

Пусть    A . Так как  A , то GA  , для любого  , и 

значит, GA 




 . 

Если  теперь 





Ag , то существует 0  такое, что 
0

Ag . Тогда 

существует такое множества V , что 





 AAVg
0

, и значит, 




 

A . 

Таким образом, мы показали, что совокупность   является топологией на 
множестве G . 

Этим доказательство I этапа завершено. 
Доказательство этапа II.  
Покажем, что совокупность   является базисом окрестностей единицы в 

топологическом пространстве ),( G . 
Для каждого элемента Gg . рассмотрим совокупность 
  VVgg  и покажем, что совокупность g  является базисом 

окрестностей точки g  в топологическом пространстве  ,G . 
В самом деле, если gVg  , то рассмотрим множество 

 VgVxVGxU xx  чтотакое, . Покажем, что U  и 
VgUg  . 

Если Uh , то существует такое множество hV , что VgVh h  . 
Так как, согласно условию 3 существует такое множество 1V , что 

hVVV  11 , то VgVhVVh h  11 . 

Тогда   UVgVxVGxVh xx  чтотакое,1 , и значит, 
U . 
Так как VgVg  , то Ug , и поскольку xVe , для любого  элемента 
Ux , то VgVxx x  , и значит, VgU  . 
Следовательно, для любого множества V  множество Vg   будет 

окрестностью точки g  в топологическом пространстве  ,G . 
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Таким образом, выполнено первое условие определения базиса 
окрестностей точки g   в топологическом пространстве (см. В.5). 

Пусть теперь Gg  , и W  - произвольная окрестность элемента g  в 
топологическом пространстве ),( G . Тогда существует такое множество 

U , что WUg  . 
Так как Ug , то (см. определение совокупности  ) существует такое 

множество V , что UVg  . 
Так как gVg  , то выполняется и второе условие определения базиса 

окрестностей точки g  в топологическом пространстве. 
Итак, для любого Gg   совокупность g  является базисом окрестностей 

элемента g  в топологическом пространстве  ,G . В частности, если eg  , то 
     VVVVee . 

Итак, мы показали, что совокупность   является базисом окрестностей 
единицы в топологическом пространстве ),( G . 

Этим доказательство этапа II завершено. 
Доказательство этапа III.  
Проверим, что  ,G  является топологической группой, т.е., что в этом 

топологическом пространстве являются непрерывными операция умножения и 
операция взятия противоположного. 

Пусть Gba , , и W  – произвольная окрестность элемента ba   в 
топологическом пространстве  ,G . 

Так как совокупность }|{   VVbaba  является базисом 
окрестностей точки ba   в топологическом пространстве  ,G , то существует 
такое множество V , что WVba  . 

По условию 3 существует такое множество 1V , что VVV  11 , а по 

условию 5 существует такое множество 2V , что 12
1 VbVb  . Кроме 

того, согласно условию 2 существует такое множество 3V , что 

213 VVV  .  
Тогда множества 3Va   и 3Vb   будут окрестностями элементов a  и b , 

соответственно, в топологическом пространстве  ,G , причем, 

    33 VbVa  
33

1 VbVbba  
12

1 VbVbba  11 VVba  

WVba  . 
Таким образом, мы проверили, что операция умножения является 

непрерывной в топологическом пространстве  ,G . 
Проверим теперь непрерывность операции взятия обратного элемента в 

топологическом пространстве  ,G . 
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Пусть Ga , и W  - окрестность элемента 1a  в топологическом 
пространстве  ,G . Тогда существует такое множество V , что 

WVa 1 . 
Согласно условию 5, существует такое множество 1V , что 

VaVa  1
1  и, согласно условию 4, существует такое множество 2V , что 

1
1

2 VV  . Тогда      11
2

111
2

1
2 aVaaaVVa     1

1
1 aVaa  

WVa 1 . 
Так как множество 2Va   является окрестностью точки a  в топологическом 

пространстве  ,G , то непрерывность взятия обратного элемента тоже 
доказана. 

Итак, мы доказали, что  ),(G  является топологической группой. 
Этим доказательство этапа III завершено. 
Доказательство этапа IV. 
Проверим единственность топологии  .  
Пусть    – такая топология на группе )(G , что   ),(G   является 

топологической группа, а   является базисом окрестностей единицы в ней.  
Докажем, что   . 
Пусть  U . Тогда U   является окрестностью любой своей точки в 

топологической группе   ),(G . Если Ug  , то из того, что   ),(G  

является топологической группой, следует, что множество '1 UgW    будет 
окрестностью единицы в топологической группе   ),(G , и значит, 
существует такое множество V , что WV  . Тогда UWgVg  . Из 
произвольности элемента g  и определения совокупности   следует, что 

U , а из произвольности множества 'U  следует, что   . 
Пусть теперь U . Тогда, из определения совокупности   следует, что 

для любого элемента Ug  существует такое множество gV , что 

UVg g  . 
Так по допущению,   является базисом окрестностей единицы в 

топологической группе   ),(G , то Vg   будет окрестностью элемента g  в 
  ),(G , и значит, множество U  будет окрестностью любой своей точки в 
топологическом пространстве   ),(G . Тогда (см. В.6)  U .  

Из произвольности множества U  следует, что   , и значит,   . 
Этим теорема полностью доказана. 
Следствие V.2.  Пусть для абелевой  группы  G  задана такая непустая 

совокупность   подмножеств множества G , что выполняются следующие 
условия: 
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1. V0  для любого множества V ; 
2. для любых множеств 21,VV  существует такое множество 3V , 

что 213 VVV  ; 
3. для любого множества 1V  существует такое множество 2V , что 

122 VVV  ; 
4. для любого множества 1V  существует такое множество 2V ,, что 

12 VV  . 
Тогда на группе )(G  существует единственная топология   такая, что 

 ,G  является топологической группой, а совокупность   будет базисом  
окрестностей нуля в ней. 

В самом деле, аналог условия 5 из теоремы V.1 не требуется потому, что в 
абелевой группе оно выполняется всегда, если возьмем 12 VV  . 

Примеры V.3. 

Пример V.3.1. Пусть  G  - произвольная группа и N  - некоторый 
нормальный делитель в группе  G . Тогда совокупность  N  
удовлетворяет всем условиям  теоремы V.1, и значит, она задает на группе  G  
некоторую групповую топологию N , в которой  совокупность   является 
базисом окрестностей единицы. 

 В самом деле, выполнения условий 1 - 4 очевидны. 
Если 1V  и Gg  , то NV 1 . Возьмём NV 2 . Тогда }{2 NV   и 

1
11

2 VNgNggVg   , и значит, выполнено и условие 5. 

Пример V.3.2. Пусть  G  - произвольная группа и   e . Так как }{e  
является нормальным делителем в группе  G , то, согласно предыдущему 
примеру, совокупность   e  удовлетворяет всем условиям теоремы V.1, и 
значит, она является базисом окрестностей единицы для некоторой групповой 
топологии 0 . 

Покажем теперь, что топология 0 , определенная совокупностью 
}}{{e , совпадает с дискретной топологией. 

Пусть GA  и Aa  . Тогда, согласно теореме II.1, множество 
   eaa   является окрестностью точки a  в топологической группе 
 0),( G . Так как  a  содержит только элемент a , то  a  является 
окрестностью любой своей точки, и значит,   0a . Тогда   0




Aa
aA . Из 

произвольности множества A следует, что 0  является дискретной топологией. 
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Пример V.3.3. Пусть  G  - произвольная группа и  G . Так как G  
является нормальным делителем в группе  G , то согласно примеру V.3.1, 
совокупность  N  удовлетворяет условиям 1 - 5 теоремы V.1, и значит, 
она является базисом окрестностей единицы для некоторой групповой 
топологии.  

Покажем теперь, что топология 0 , определенная совокупностью  , 
совпадает с антидискретной топологией. 

Пусть 0 A . Если Aa  , то A  является окрестностью точки a . 

Тогда, согласно теореме II.2. Aa 1  будет окрестностью точки e  в 
топологической группе  0),( G .  

Так как   является базисом окрестностей e  в топологической группе 
)),(( 0G  и  G , то GAaG  1 , и значит, GAa 1 . Тогда 

GGaA  .  
Итак мы доказали, что всякое не пустое подмножество 0A  совпадает с 

множеством G , и значит,  G,0  , т.е. 0  является антидискретной 
топологией. 

Пример V.3.4. Пусть  R   - аддитивная группа действительных чисел и 

  числоенатуральноnnn   2,2 . Тогда совокупность   
удовлетворяет условиям 1- 4 следствия V.2, и значит, она задает на группе 
 R  некоторую групповую топологию 0 , в которой   является базисом 

окрестностей нуля.  
Эта топология совпадает с интервальной топологией инт . 
В самом деле, выполнение условия 1 очевидно. 
Если 21,VV , то существуют такие натуральные числа 21,nn , что 
 11 2,21

nnV   и  22 2,22
nnV  . Тогда     33 2,23

nnV , где 

 213 ,max nnn   и       213
112233 2,22,22,2 VVV nnnnnn    , и 

значит, условие 2 выполнено. 
Так как            nnnnnn   2,22,22,2 1111  для любого 

натурального числа n , то условие 3 выполняется. 
Так как    nnnn   2,22,2 , то и условие 4 выполняется. 
Покажем теперь, что топология 0 , определенная этим базисом, совпадает 

с интервальной топологией. 
Если 0 A  и Aa  , то (см. определение топологии 0  при 

доказательстве теоремы V.1) существует такое натуральное число an , что 

  Aaaa nn   2,2 , и значит,   Aa aa nn   2,2 . Тогда 
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     AaaA
Aa

nn

Aa

aa 





 2,2 , т.е.    инт

Aa

nn aaaA 


 2,2 . 

Итак мы доказали, что всякое не пустое подмножество 0A  является 
объединением некоторой совокупности интервалов, и значит, инт 0 . 

Пусть теперь RU   и  





 baU , . Если Ua  , то существует такой 

элемент 0 , что  
00

,  baa  , и значит, существует такое 

натуральное число an , что     Ubaa aa nn  
00

,2,2  .  
Тогда, из произвольности элемента a  следует, что (см.  определение 

топологии 0  при доказательстве теоремы  V.1) 0U , и, значит, 0 инт . 
Итак, мы показали, что 0 инт  

Пример V.3.5. Пусть  ,Q  - аддитивная группа рациональных чисел и p  
- некоторое простое число.  

Для каждого натурального числа n  рассмотрим множество 












 pнаделитсянеrичислацелыеrq
r

qpV
n

n , . Проверим, что 

совокупность  числонатуральноnVn   удовлетворяет условиям 1- 4 

следствия V.2, и значит, она задает на группе  Q  некоторую групповую 
топологию p , в которой   является базисом окрестностей нуля.  

Эта топология является отделимой и называется p -адической топологией. 
В самом деле, nV0  и nn VV   для любого Nn , и значит, 

совокупность   удовлетворяет условиям 1 и 4 следствия V.2. 
Так как mn VV  , если mn  , то совокупность   удовлетворяет и 

условию 2 теоремы V.2. 
Проверим теперь выполнение условия 3. В самом деле,  












 pнаделитсянеrичислацелыеrq
r

qpVV
n

nn ,  













 pнаделитсянеsичислацелыеst
s

tpn

,  
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 числацелыеtsrq
sr

trsqpn

,,, . Так как  p  является 

простым числом, то число sr   не делится на число p , и значит, 

 
n

n

Vчислацелыеtsrq
sr

trsqp













 ,,, . 

Из произвольности числа n  следует, что выполнено и условие 3. 
Проверим теперь, что топология p  является отделимой, т.е. выполнено 

условие 5 теоремы IV. 1. 

Допустим противное и пусть 
q
m

0  - такое рациональное число, что 







1n
nV

q
m

.  

Если n  - наибольшее из таких неотрицательных целых чисел, что число m 
делится на число np .  

Так как числители всех рациональных чисел из множества 















 pнаделитсянеsичислацелыеst
s

tpV
n

n ,
1

1  делятся на число 

1np , то 1 nV
q
m

. Получили противоречие.  

Значит, топология p  является отделимой. 

Пример  V.3.6.  Пусть )(C  - аддитивная группа комплексных чисел. Для 
каждого натурального числа n  рассмотрим множества 

}220{ nn
n rCirV    и }220{ nn

n rCirW    
Аналогично тому, как было проверено в примере V.3.4, проверяется, что 

каждая из совокупностей }{ числоенатуральноnVn   и 

}|{' числоенатуральноnWn   удовлетворяет всем условиям следствия 

V.2, и значит, они задают на группе  C  некоторые групповые топологии 0  и 

0' , в которых, совокупности   и ' , соответственно, будут базисами 
окрестностей нуля. 

Теорема V.4. Пусть  ,...,,)( 1
2

1
1

 ggeG  - некоторая нумерация счетной 
группы и   - отделимая групповая топология на группе )(G . Тогда на группе 
G  существует такая отделимая групповая топология 0 , что  0  и 



 76 

топологическая группа  0),( G  обладает счетным базисом окрестностей 
единицы, т.е. 0  является метризуемой топологией (см. IV.3). 

Доказательство. По индукции построим последовательность  ,..., 21 VV  
окрестностей iV  единицы в топологической группе  ),(G  следующим 
образом: 

В качестве 1V  возьмем произвольную симметричную окрестность единицы 

в топологической группе  ),(G , такую, что   1
111 , ggV   (ввиду 

отделимости топологии   такая окрестность существует). 
Согласно теореме II.4, в топологической группе  ),(G , существует такая 

симметричная окрестность 2V  единицы, что 122 VVV  ,     1
222 , ggV   и 

1
1

121 VgVg   . Так как 12 VV  , то },{ 1
12 

gggV  , и значит, 

},,,{ 1
22

1
12  ggggV g  

Допустим, что уже построены такие симметричные окрестности 
 nVVV ,...,, 21  единицы в топологической группе  ),(G , что выполнены 
следующие условия: 

    11
1 ,..., ii ggV   для любого натурального числа ni 1 ; 

 iii VVV   11  для любого натурального числа 10  ni ; 

1
1


  ijij VgVg  для любых натуральных чисел nij 1 . 

Существует такая симметричная окрестность 1nV  единицы в 

топологической группе  ),(G , что nnn VVV   11 ,     

 1
1
11, nnn Vgg   и 

1
1


  ijij VgVg  для любых натуральных чисел 11  nij . Тогда 

  




1

1
11

1
11 ,,,, nnn Vgggg  . 

Продолжая этот процесс, мы построим такую последовательность 
 ,..., 21 VV  симметричных окрестностей iV  единицы в топологической группе 
 ),(G , что выполнены следующие условия: 

ji VV   для любых натуральных чисел ij  ; 

iii VVV   11  для любого натурального числа 1i ; 

ii VV 1  для любого натурального числа 1i ; 

iikkikk VVgVg  


 1
1  и ikikk VgVg  

1  для любых натуральных 
чисел k  и i ; 

  




1

1
11

1
11 ,,,, kkk Vgggg   для любого натурального числа k . 
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Согласно теореме V.1 существует такая групповая топология 0 , что 
совокупность  ,..., 21 VV  является базисом окрестностей единицы в 
топологической группе  0),( G .  

Так как   1, iii ggV   для любого i1 , то  eV
i

i 





1
, и значит, 

согласно теореме IV.1, )),(( 0G  является отделимой топологической группой. 
Так как для любого натурального числа i1  множество iV  является 

окрестностью единицы и в топологической группе  ),(G , и любая групповая 
топология определяется единственным образом базисом окрестностей единицы, 
то  0 . 

Этим теорема полностью доказана. 

Замечание V.5. Построим теперь группу и такие групповые топологии 0  
и 0' , что  00 ,inf    (см. В.16 и В.17) не будет групповой топологией. 

Пусть  C  - аддитивная группа комплексных чисел, 0  и 0'  - групповые 
топологии, которые построены в примере V.3.6. 

Покажем, что  09 ,inf    не будет групповой топологией в группе 
)(C . 
Допустим противное, т.е., что  ),(C  является топологической группой. 

Рассмотрим множество  
 числоьноедействителrirrM  0 .  

 
Проверим, что множество MC \  является открытым множеством в 

каждой из топологических групп  0),( C  и  0),(  C .  
В самом деле, если MCiba \ , то ba   или 0 ba . 

R

R·i С\M 

a+b·i 
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Если ba  , то существует такое натуральное число n , что ban 2 . 

Тогда (см. пример V.3.5) nVab   и nWibia  , и значит, 
    MViba n   и     MWiba n  .  

Тогда   MCViba n \  и   MCWiba n \ . 
Так как (см. теорему II.1) множество   nViba   является окрестностью 

элемента iba   в топологической группе  0),( C  и множество 
  nWiba   является окрестностью элемента iba   в топологической 
группе  0),(  C , то MC \  будет окрестностью элемента iba   в каждой из 
топологических групп  0),( C  и  0),(  C . 

Если же 0 ba , то 0 iba  и так как MV 1  и MW 1 , 
то MCV \1   и MCW \1  . 

Так как nV  является окрестностью 0  в топологической группе  0),( C  и 

nW  является окрестностью 0  в топологической группе  0),(  C , то MC \  
будет окрестностью 0  в каждой из топологических групп   0),( C  и 
 0),(  C . 

Итак, мы доказали, что в каждой из топологических групп  0),( C  и 
 0),(  C  множество MC \  будет окрестностью любой своей точки, и значит, 
(см. В.6) 0\ MC  и 0\  MC . Тогда (см. В.17), 

 0000 ,inf'\   MC . 
Так как MC \0 , то MC \  является окрестностью точки 0 в 

топологическом пространстве   00 ,inf,  G . 
Согласно допущению,   00 ,inf),(  G  является топологической группой, 

и значит, существует такая окрестность U  нуля в топологической группе 
  00 ,inf),(  C , что MCUU \ .  

Так как   000 ,inf    и   000 ,inf   , то существует такое натуральное 
число m, что MCVm \  и MCWm \ . Тогда 

MCUUWVi mm
mm \22 11    и Mimm   11 22 . 

Получили противоречие. 
Следовательно, топология  00 ,inf    не является групповой топологией в 

группе )(C . 

Теорема V.6. Топологическая группа )),(( G  обладает конечным базисом 
},,{ 1 nVV   окрестностей единицы тогда и только тогда, когда существует такой 
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нормальный делитель N , что совокупность }{N  является базисом 
окрестностей единицы в топологической группе )),(( G . 

Доказательство. 
Необходимость. Если топологическая группа )),(( G  обладает конечным 

базисом },,{ 1 nVV   окрестностей единицы, то 
n

i
iVN

1
  является окрестностью 

единицы в топологической группе )),(( G .  
Тогда, из того, что iVN   для любого ni 1 , и },,{ 1 nVV   является 

базисом окрестностей единицы в топологической группе )),(( G , следует, что 
совокупность }{N  будет базисом окрестностей единицы в топологической 

группе )),(( G , а из утверждения 3 теоремы II.5 следует, что 
n

i
iVN

1
  будет 

нормальным делителем в группе )(G . 
Этим необходимость доказана. 

Достаточность. Пусть в топологической группе )),(( G  существует 
такой нормальный делитель N , что совокупность }{N  является базисом 
окрестностей единицы. Тогда топологическая группа обладает конечным 
базисом окрестностей единицы. 

Этим теорема полностью доказана. 
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VI. МЕТОД ПОСТРОЕНИЯ ОТДЕЛИМЫХ 
ГРУППОВЫХ ТОПОЛОГИЙ  

НА СЧЕТНОЙ ГРУППЕ. 
Начало исследований в этом направлении было заложено в работе [9] и в 

этой же работе был предложен метод задания отделимых групповых топологий 
на счетной группе.  

Обозначения VI.1. Пусть даны последовательности ,, 21 VV  и ,, 21 SS  
непустых симметричных подмножеств группы )(G .  

Для каждого натурального числа k  по индукции определим подмножество 
  GSSVVF kkk ,,;,, 11   следующим образом:  

    111
1

1111 ; VVSggVgSVF     и  

  11212111 ;,,;,, SSSVVFVFF kkkk    . 

Предложение VI.2. Для подмножеств  kkk SSVVF ,,;,, 11   группы )(G  
верны следующие утверждения: 

VI.2.1. Если 1Ve , то );( 111111 SVFVVV   и );( 111
1

1 SVFgVg    

для любого элемента 1Sg ; 
VI.2.2. Если k - натуральное число, и iS  и iV  являются конечными, 

симметричными множествами для любого натурального числа ki 1 , то и 
 kkk SSVVF ,,;,, 11   будет конечным симметричным множеством; 

VI.2.3.   }{,,};{,},{ 1 eSSeeF kk   для любого натурального числа k ; 

VI.2.4. Если k  - натуральное число и GSTVU iiii ,,,  - такие 
симметричные подмножества, что ii VU   и ii ST   для любого натурального 
числа ki 1 , то  kkk TTUUF ,,;,, 11   kkk SSVVF ,,;,, 11  ; 

VI.2.5. Если pk,  - натуральные числа, iVe  для любого натурального 

числа ki   и }{eV jk   для любого натурального числа pj 1 , то 
 kkk SSVVF ,,;,, 11    pkpkpk SSVVF  ,,;,, 11  ; 

VI.2.6. Если натуральное число 2k , то  kkk SSVVF ,,;,, 11   

  kkkkkkkkk SSVSVFVSSVVFVF ,,;),;(,,,,;,, 1112211   ; 

VI.2.7. Если k  - натуральное число и iVe  для любого натурального 
числа ki 1 , то  kkkt SSVVFV ,,;,, 11   для любого числа kt 1 ; 

VI.2.8. Если iVe  для любого натурального числа i1 , то 
  skssksk SSVVF ,,;,,1    sktskttsk SSVVF  ,,;,,1   для любых 

натуральных чисел tsk ,,  таких, что st  . 
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Доказательство. Утверждение  VI.2.1 легко следует из определения 
множества  111 , SVF . 

Утверждения VI.2.2, VI.2.3 и VI.2.4 легко доказываются индукцией по 
числу k , учитывая симметричность множеств iS  и iV  для любого натурального 
числа i  и определение множества  kkk SSVVF ,,;,, 11  . 

Утверждение VI.2.5 докажем индукцией по числу k . 
Если 1k , то, учитывая утверждение VI.2.3, получим, что 
  pp SSeeVF 1111 ,,};{,},{,    11211 );,,};{,},({ SSSeeFVF pp   

   111111 ;};{ SVFSeVF   для любого натурального числа p .  
Допустим, что требуемое равенство доказано для числа k  и всех 

натуральных чисел p . Тогда   pkkpk SSeeVVF 11111 ,,};{,},{,,,   

  1121211 );,,};{,},{,,,( SSSeeVVFVF pkkpk   

  1121211 );,,;,,( SSSVVFVF kkk   1211211 ,,,;,,,  kkk SSSVVVF  . 
Этим утверждение VI.2.5 доказано и для числа 1k , и значит, 

утверждение доказано для любого натурального числа k . 
 Утверждение VI.2.6 докажем индукцией по числу k . 
 Если 2k , то      12211121212 ;;,;, SSVFVFSSVVF    

       21222112122122111 ,;,;;;; SSVSVFVFSSVFSVFVF   . 
Допустим, что требуемое равенство доказано для числа 2k . Тогда 
  11111 ,,;,, kkk SSVVF    )),,,;,,(( 1121211 SSSVVFVF kkk   

 ),,;,,(( 121211  kkk SSVVFVF
 ));;),,(,),,,;,,()( 121111131312 SSVSVFVSSVVFVF kkkkkkkk 

  11111121211 ,,;),;(,,,,;,,  kkkkkkkkk SSVSVFVSSVVFVF  . 
Этим утверждение VI.2.6 доказано и для числа 1k , и значит, оно 

доказано для любого натурального числа 2 . 
 Доказательство утверждения VI.2.7 проведем индукцией по числу k . 
 Если 1k , то 1t . Тогда из утверждения VI.2.1 следует, что 

  1111 ; VSVF  . 
Допустим, что требуемое включение доказано для числа k  и всех чисел 

kt 1 , и пусть t  - такое натуральное число, что tk 1 .  
Если 1t , то, учитывая индуктивное допущение, получим, что 
  11111 ,,;,, kkk SSVVF     1121211 ;,,;,, SSSVVFVF kkk   

  ttt VVVSVVF   1111 ; . 
Если же 1t , то, последовательно применяя утверждения VI.2.4 и VI.2.3 и 
индуктивное допущение, получим, что   11111 ,,;,, kkk SSVVF   
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   1121211 ;,,;,, SSSVVFVF kkk   

   11211 ;,,};{,,}{ SSSeeFVF kk     1111 ; VSVF  . 
Этим утверждение VI.2.7  доказано. 
Доказательство утверждения VI.2.8 проведем индукцией по числу ts  . 
Если 0 ts , то st  , и тогда    skssksk SSVVF ,,;,,1   

 sktskttsk SSVVF  ,,;,,1   для любого натурального числа k .  
Допустим, что требуемое включение доказано для числа nts   и 

любого натурального числа k  и пусть 1 nts . Тогда, согласно  
индуктивному допущению и утверждению VI.2.7, имеем, что 

  kssksk SSVVF ,,;,,1    sksktsk SSVVF ,,;,, 221)1(   

  sksktsk SSVVFV ,,;,, 221)1(1 
   );,,;,,( 12211 SSSVVFVF sksktsk    

 sksktsk SSVVF  ,,;,, 111   для любых натуральных чисел ks, . 
Этим утверждение VI.2.8, доказано, и значит предложение VI.2 полностью 

доказано. 

Определение VI.3. Пусть )(G  - группа и x  - некоторая переменная. 
Выражение вида 121

21
 s

k
s

kk gxgxgxg s , где Ggi   для любого 
натурального чисел 11  si  и jk  - целое число для натурального числа 

sj 1 , назовем словом от переменной x  над группой )(G . 
Обозначим через )(xG  множество всех слов от переменной x  над группой 

)(G .  
Добавляя в записи элемента 121

21
 s

k
s

kk gxgxgxg s , если это 
необходимо единицу e , и считая, что ex 0 , то можем считать, что все числа 

}1,1{ ik . 

Замечание VI.4. Легко заметить, что множество )(xG  будет группой 
относительно операции умножения слов. 

Определение VI.5. Если )(xf  - некоторое слово от переменной x  над 
группой )(G , то выражение вида gxf )( , где Gg   называется уравнением 
над группой G . 

Определение VI.6. Элемент b  группы )(G  назовем корнем уравнения 
gxf )(  над группой )(G , если gbf )( . 

Обозначение VI.7. Пусть )(G  - счетная группа и  ,,, 1
2

1
1

 ggeG  - 

некоторая нумерация элементов группы )(G . 
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Для каждого натурального числа k  рассмотрим множество 
 11

2
1

1 ,,,  kk gggS  . 

Для каждой пары натуральных чисел ),( ji  определим подмножества ),( jiV  

и ),( jiS  группы )(G , и для каждой такой тройки натуральных чисел ),,( kji , 

что jk 1  определим множество   )(,, xkji  уравнений от переменной x  над 

группой )(G  следующим образом:  

}{),1( eV j  , jj SS ),1(  и  kkj Sccxx  )(),,1(  для любых 
натуральных чисел kj,  таких, что jk  . 

Допустим, что для натурального числа p  уже определены множества 

),( jiV , ),( jiS  для любого натурального числа pi  , и определено множество 

)(),,( xkji  для любых натуральных чисел ,i , kj,  таких, что pi   и jk  .  
Если 1p  - четное число, то возьмем: 

}{),1( eV jp   для любого натурального числа 1 pj ; 

},{ 1
),(),1(


  ggVV jpjp  , где g  - некоторый элемент из множества 


j

s
jsSG

1
),(\


 для любого натурального числа 1 pj ;  

)()( ),,(),,1( xx kjpkjp    для любых натуральных чисел jk  ; 







 


 

j

k
kjpjp xизуравнениянекоторогокореньgGgS

1
),,1(),1( )(  

для любого  натурального числа j .  
Если же 1p  - нечетное число, то возьмем: 

}{),1( eV jp   для любого натурального числа 1 pj ; 

  ),(11)1,()1,(1),1( ,,;,, jppjppjpjpjp VSSVVFV     для любого 
натурального числа 1 pj ; 

 jjjp Sggxx   )(),,1(  для любого натурального числа j  и 

   ;,,,,)()()( 1
),()1,1()1,1(),,1(


  xxVVVFxfgxfx jpjpkpkjkjp 

 kjk SgиSS  ,,1   для любых натуральных чисел jk  ;  

),(),1( jpjp SS   для любого натурального числа j . 
Итак, для каждой пары ),( ji  натуральных чисел мы определили 

подмножества ),( jiV  и ),( jiS  группы )(G  и для каждой такой тройки ),,( kji  
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натуральных чисел, что jk 1  мы определили множество )(),,( xkji  
уравнений над группой )(G . 

Предложение VI.8. Для  множеств  jiV , , ),( jiS  и  kji ,,  (определение см. в 
VI.7) верны следующие утверждения: 

VI.8.1. Если ji, - натуральные числа и ji  , то   }{, eV ji  ; 

VI.8.2. Если kji ,,  - такие натуральные числа, что ki  , то    jkji VV ,,  ; 

VI.8.3.  jiVe ,  и  jiV ,  является конечным симметричным множеством для 
любой пары ),( ji  натуральных чисел; 

VI.8.4. Если ),,( pji  - такая тройка натуральных чисел, что ij  , то 

     pjjpjijip SSVVF ,,;,, 1,1,      ijiijiji SSVVF ,,;,, 1,1,   ; 

VI.8.5.       jipjjpjijip VSSVVF ,11,1, ,,;,,    для любой троки 
),,( pji  натуральных чисел; 

VI.8.6. Если  ),,( pji  - такая тройка натуральных чисел, что jk  , то 

   kiji VV ,1,  ; 

VI.8.7.       111,,11,11 ,,,;,,,  pjpjjpjipjijip SSSVVVF  = 

     pjjpjijip SSVVF  ,,;,, 1,11,1   для любой тройки ),,( pji  
натуральных чисел; 

VI.8.8.  jij SS ,  для любой пары ),( ji  натуральных чисел; 

VI.8.9.   jij VS ,  для любой пары ),( ji  натуральных чисел; 

VI.8.10. Множество   )(,, xkji  является конечным и единица e  группы 

)(G  не является корнем любого уравнения из множества   )(,, xkji  для любой 
тройки ),,( kji  натуральных чисел; 

VI.8.11.     










jiti

j

t
VS ,,1

1
  для любой пары ),( ji  натуральных чисел. 

Доказательство. Верность утверждений VI.8.1 и VI.8.2 следует из 
построения множеств  jiV , , а верность утверждения VI.8.3 следует из 

построения множеств  jiV ,  и утверждения VI.2.2. 
Доказательство утверждения VI.8.4. 
Если jip  , то, согласно утверждениям VI.2.5 и VI.2.4,  
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     pjjpjijip SSVVF ,,;,, 1,1, 

         ijpjijiji SSeeVVF ,,;,,,,, 1,1, 

    ijiijiji SSVVF ,,;,, 1,1,   . 

Если же jip  , то (см. построение множеств  lkV ,  для kl  ) 

  }{, eV sii   для любого натурального числа s . Тогда, учитывая утверждение 
VI.2.5, получим, что  

     pjjpjijip SSVVF ,,;,, 1,1,   

         ijiijiji SSeeVVF ,,;,,,,, 1,1,       ijiijiji SSVVF ,,;,, 1,1,   . 
Этим утверждение VI.8.4 доказано. 
Доказательство утверждения VI.8.5. 
Если ij 1 , то   }{1, eV ji  . Тогда для любой такой тройки ),,( pji  

натуральных чисел, что ij 1  получим, что    }{,1 eV ji  

  pjjp SSeeF ,,};{,},{ 1      pjjpjijip SSVVF  ,,;,, 1,1,  . 
Пусть теперь ij 1 .  
Если 1i  - нечетное число, то для любой такой тройки ),,( pji  

натуральных чисел, что ij   получим, что (см. утверждение VI.8.4 и 

определение множеств  jiV , )      pjjpjijip SSVVF ,,;,, 1,1,   

        jiijiijiji VSSVVF ,1,1, ,,;,,   jiV ,1 . 
Если же 1i  - четное число, то i  будет нечетным числом. Тогда, 

последовательно применяя определение множества  jiV ,  для случая, когда i  
является нечетным числом, утверждение VI.2.6, утверждение VI.8.5 для случая, 
кода i  является нечетным числом (верность утверждения VI.8.5 для случая, 
кода i  является нечетным числом была доказана выше) и утверждение VI.8.2, 
получим  

     pjjpjijip SSVVF ,,;,, 1,1,   

       ,,,,;,, 1,22,211,1  piipjijipjip SSVVFVF 

       piipjipjpjipji SSVSVFV ,,;),;(, 1,1,211,1   

        jijipjjpjijip VVSSVVF ,1,1,11,1 ,,;,,   . 
 Этим утверждение VI.8.5 доказано. 
Доказательство утверждения VI.8.6. 
Пусть ),,( kji  - такая тройка натуральные числа, что jk  .  

Если jk  , то, согласно утверждению VI.8.2,      kijiji VVV ,1,1,   .  
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Пусть теперь jk  . Если ji  , то (см. построение множеств  jiV , ) 

   kiji VeV ,1, }{  . 
 Если же ji  , то ki  . Тогда, учитывая утверждения VI.2.7 и VI.8.5, 

получим, что         kiikiikijiji VSSVVFV ,11,1,, ,,;,,    . 
Этим утверждение VI.8.6 доказано. 
Доказательство утверждения VI.8.7 проведем индукцией по числу p . 
Если 1p , то, учитывая утверждение VI.8.5, получим, что 

     212,1,12 ,;, jjjiji SSVVF       122,11,11 ;; jjjiji SSVFVF   

  11,11 ;  jji SVF .  
Допустим, что требуемое равенство доказано для числа p . Тогда, 

учитывая индуктивное допущение, получим, что  

       2112,1,11,12 ,,,;,,, pjpjjpjipjijip SSSVVVF   

          1222,1,12,111,11 ;,,;,,, jpjjpjipjijipji SSSVVVFVF 

        1121,12,11,11 ;,,,;,, jpjpjjpjijipji SSSSVVFVF   

    111,11,11 ,,;,,  pjjpjijip SSVVF  . 
Этим утверждение VI.8.7 доказано. 
 Доказательство утверждения VI.8.8. 
Допустим противное, т.е. что  jij SS ,  и  jij SS ,  для некоторых 

натуральных чисел ji, , и пусть n  - наименьшее из этих чисел i . 

Так как (см. VI.7)   jj SS ,1  для любого  натурального числа j , то 1n . 

Кроме того, поскольку     jjiji SSS   ,1,  для любого натурального числа j  и 
нечетного числа i , то из минимальности числа n  следует, что n  является 
четным числом.  

Тогда 1n  будет нечетным числом, и значит,  

    )(,,1 xjjn   }{ jSggx   )(
1

,,1 x
j

k
kjn


 . 

Так как  jnS ,  является множеством всех корней уравнений из множества 

  )(
1

,,1 x
j

k
kjn


 , а множество jS  является множеством всех корней уравнений 

из множества   }{)(,,1 jjjn Sggxx   , то  jnj SS ,  уравнений. 
Получили противоречие с выбором числа  n . 
Этим утверждение VI.8.8 доказано. 
Доказательство утверждения VI.8.9. 
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Допустим противное, и пусть i  - наименьшее из таких натуральных чисел 
k , что   jkj VS ,  для некоторого натурального числа j . 

Если i  - четное число, то   }{, eV ji   или    jiji VV ,1,  , или 

    },{ 1
1,,


 ggVV jiji  , где g  - некоторый элемент из множества 

  










ti

j

t
SG ,1

1
\  . Из минимальности числа i  следует, что    jij VS ,1 . 

Так как jSe , то     },{ 1
1,,


 ggVV jiji   и  },{ 1ggS j  , и значит, 

   ti

j

t
jj SSSg ,1

1
,1 


  .  

Получили противоречие с выбором элемента g , и значит, i  не может быть 
четным числом. 

Следовательно, i  является нечетным числом. 
Так как   }{,1 eV j   и jSe  (см. определение множеств ),1( jV  и jS ), то 

1i . Тогда         jiijiijijiji VSSVVFV ,11,11,1, ,,;,,   . Из 

минимальности числа i  следует, что    jij VS ,1 , и значит, 

      ijiijijij SSVVFS ,,;,, 1,11,1  .  
Пусть теперь m - наименьшее из таких натуральных чисел k , для которых 

      kjkijijkj SSVVFS ,,;,, 1,11,1  , и пусть 

    mjmijijmj SSVVFSa ,,;,, 1,11,1   . Тогда mj  . 

Так как 1i  является четным числом, то (см. построение множеств  tsV ,  

для четных чисел s )   }{,1 eV mi   или    mimi VV ,2,1   , или 

     1
,2,1


  hVV mimi  , где  ti

m

t
Sh ,2

1



 . 

 Так как    }{,,};{,},{ 1 eSSSeeFS jmjjmj  , то из, 
утверждения VI.8.5, выбора числа i  и того, что 

         jijmjmitijmj VSSSVVFS ,11,2,2 ,,;,,   следует, что 

  }{,1 eV mi   и    mimi VV ,2,1   , и значит,      1,2,1 , 
  hhVV mimi  . 

Поскольку, согласно утверждению VI.8.7, 

       mjmimijijm SSVVVF ,,;,,, 1,21,11,1 

    111,11,11 ,,;,,  mjmijijm SSVVF  , то из минимальности числа m 
следует, что в записи элемента a , как элемента из множества 
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        mjmimijijmj SShhVVVFS ,,;,,,, 1
1

,21,11,1  


 , имеется 

элемент h .  
Тогда, ahf )(  для некоторого слова  

        mjmimijijm SSxxVVVFxf ,,;,,,,)( 1
1

,21,11,1  


 .  

Так как mj SSa  , то уравнение axf )(  принадлежит множеству 

  )(,,1 xmji . Поскольку 1i  является нечетным числом, то из определения 

множества  jpS ,1  для случая, когда 1p  является нечетным числом, следует, 

что    
m

t
timi SSh

1
,2,2


  . 

Получили противоречие с выбором элемента h . 
Этим утверждение VI.8.9 доказано.  
Доказательство утверждения VI.8.10. 
Из утверждения VI.2.2 и построения множеств   )(,, xkji  легко следует 

конечность множества   )(,, xkji  для любой тройки ),,( kji  натуральных 
чисел.  

Покажем теперь, что для любой тройки ),,( kji  натуральных чисел 
единица e  группы )(G  не является корнем любого уравнения из множества 

  )(,, xkji . 
Допустим противное, т.е. что для некоторой тройки ),,( kji  натуральных 

чисел единица e  является корнем некоторого уравнения  из множества 

  )(,, xkji , и пусть q  является наименьшим из чисел i , для которых единица 

является корнем некоторого уравнения из множества   )(,, xkji . 

Так как     )()( ,,1,, xx kjqkjq   для любой такой тройки ),,( kjq  
натуральных чисел, что q  является четным числом, то из минимальности числа 
q  следует, что q  является нечетным числом. 

Тогда (см. определение множеств   )(,,1 xkjp  для случая, когда 1p  

является нечетным числом) существуют такой элемент kSa  и такое слово 

          jkjqjqkqkj SSxxVVVFxf ,,;,,,,)( 1
1

,11,1,  


 , что aef )( . 
Последовательно применяя утверждения VI.8.7 и VI.8.5, получим, что 

          jkjqjqkqkj SSVVVFefa ,,;,,,)( 1,11,1,   

        kqjkjqkqkj VSSVVF ,1111,1, ,,;,,   , и значит,  kqk VSa ,1  . 
Получили противоречие с утверждением VI.8.9. 
Этим утверждение VI.8.10 доказано. 



 89 

Доказательство утверждения VI.8.11. 
Допустим противное, и пусть i  - наименьшее из таких натуральных чисел 

s , что     










jsts

j

t
VS ,,1

1
  для некоторого натурального числа j .  

Согласно утверждению VI.10, единица e  не является корнем любого 

уравнения из множества   )(,,1
1

xkti

j

k



 , и значит,  ti

j

t
Se ,1

1



 , и так как 

  }{, eV ji  , для чисел ij  , то ij  . 
 Рассмотрим сначала случай, когда i  - четное число. 
Так как ij  , то    jiji VV ,1,   или     },{ 1

,1,


 ggVV jiji  , где g  - 

некоторый элемент из множества   










ti

j

t
SG ,1

1
\  .  

Если    jiji VV ,1,  , то из минимальности числа i  и того, что 

   titi SS ,2,1    для нечетного числа 1i  и всех натуральных чисел t  следует, 
что этот случай невозможен.  

 Значит     },{ 1
,1,


 ggVV jiji  , где элемент   






 


ti

j

t
SGg ,1

1
\  . Из 

минимальности числа i  и того, что    titi SS ,2,1    для нечетного числа 1i  

следует, что     










jiji

j

t
VS ,1,1

1
     











jiji

j

t
VS ,1,2

1
 . Тогда 

  





 




},{ 1
,1

1
ggS ji

j

t
 , и значит,  ti

j

t
Sg ,1

1



 .  

Получили противоречие с выбором элемента g , и значит, i  не может быть 
четным числом. 

Следовательно, i  является нечетным числом. 
Так как   }{,1 eV j   и  jj SSe ,1 , то число 1i . Тогда 

        jiijiijijiji VSSVVFV ,11,11,1, ,,;,,   .  

Возможны следующие два случая:     










jiti

j

t
VS ,1,1

1
  или  

       










ijiijijiti

j

t
SSVVFS ,,;,, 1,11,1,1

1
 . 
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Если     










jiti

j

t
VS ,1,1

1
  и    jiti

j

t
VSa ,1,1

1









  , то  tiSa ,1  для 

некоторого числа jt  , и поскольку 1i  является четным числом, то a  

является корнем некоторого уравнения из множества   )(,,1 xkti , где jtk  .  

Так как     )()( ,,2,,1 xx ktikti    (см. построение множеств   )(,,1 xkti  
для случая, когда 1i  является четным числом), то существуют такое слово 

      tktitikikt SSxxVVVFxf ,,};,{,,,)( 1
1

,31,21,2  


  и такой элемент 

kSg  , что gaf )( . Тогда, учитывая то, что ),1(),1( tiji VVa   , и применяя 
утверждения VI.8.2 и VI.8.5, получим, что 

       


 tktitikikt SSaaVVVFafg ,,};,{,,,)( 1
1

,31,21,2   

         tktititikikt SSVVVVF ,,;,,, 1,1,31,21,2 

        kitktitikikt VSSVVVF ,1,11,11,1 ,,;,,,   .  

Тогда  kik VSg , . Получили противоречие с утверждением VI.8.9. 

Следовательно, случай     










jiti

j

t
VS ,1,1

1
  невозможен  

Значит,         










ijiijijiti

j

t
SSVVFS ,,;,, 1,11,1,1

1
 .  

 Пусть m - наименьшее из таких чисел k , для которых 

       










kjkijijkti

j

t
SSVVFS ,,;,, 1,11,1,1

1
 , и пусть 

      mjmijijmti

j

t
SSVVFSa ,,;,, 1,11,1,1

1
 








 .  

Поскольку 1i  является четным числом, то    mimi VV ,2,1    или 

     1,2,1 , 
  hhVV mimi  , где элемент  ti

m

t
Sh ,2

1



  (см. построение множеств 

 tsV ,  для четных чисел s ).  
Так как, согласно утверждению VI.8.7,  

       mjmimijijm SSVVVF ,,;,,, 1,21,11,1   

    111,11,11 ,,;,,,  mjmijijm SSVVF  , то из минимальности числа m 
следует, что в записи элемента a , как элемента из множества 

          mjmimijijmti

m

t
SShhVVVFS ,,;,,,, 1

1
,21,11,1,1

1
 











 , 
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имеется элемент h , и значит, ahf )(  для некоторого слова 

        mjmimijijm SSxxVVVFxf ,,;,,,,)( 1
1

,21,11,1  


 , что.  

Тогда уравнение axf )(  принадлежит множеству   )(,,1 xmji , и значит, 

(см. определение множества  jpS ,1  для случая, когда 1p  является четным 

числом)      
m

t
timimi SSSh

1
,2,2,1


  . 

Получили противоречие с выбором элемента h . 
Этим утверждение VI.8.11 доказано, и значит, теорема полностью 

доказана. 

Терема VI.9. Если  ,,, 1
2

1
1

 ggeG  - счетная группа, то совокупность 

 ,2,1jWj  подмножеств  





1
,

i
jij VW  (определение множеств ),( jiV  см. в 

VI.7) является базисом окрестностей единицы для некоторой групповой 
топологии '  на группе )(G , причем топологическая группа )'),(( G  будет 
отделимой. 

 Доказательство. Докажем вначале, что совокупность  ,2,1jWj  
удовлетворяет всем условиям теоремы V.1.  

Согласно утверждению VI.8.3,   jjj WVe  ,  для любого натурального 
числа j , т.е. условие 1 теоремы V.1 выполнено. 

Из утверждений VI.8.2 и VI.8.5 следует, что    1,,  jijk VV  для любых 

таких натуральных чисел kji ,, , что и ki  . Тогда   tsts WWW ,max  для 
любых натуральных чисел ts, , и значит, условие 2 теоремы V.1 выполнено. 

Последовательно применяя утверждения VI.8.6, VI.2.1 и VI.8.5 получим, 

что     






















 

1
1,

1
1,11

t
jt

i
jijj VVWW  

          









1},,max{

1,
1},,max{1,1,

1,
jti

ti
jtijtji

ti
VVVV   

  




1,
11},,max{1 ;

ti
jti SVF     j

k
jk

ti
jti WVV 








 

1
,

1,
,1},max{ , и значит, условие 3 

теоремы V.1 выполнено.  

Из утверждения VI.8.3 следует, что     












1

1
,

1 
i

jij VW     




1

1
,

i
jiV  

  j
i

ji WV 





1
, , и значит, условие 4 теоремы V.1 выполнено. 
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 Пусть теперь j  - произвольное натуральное число, и Gg . Если eg  , 

то jj WgWg  1 . 
 Если же eg  , то существует такое натуральное число k , что kSg  . 

Тогда, учитывая утверждение VI.8.5, получим, что  

  





 






1

1
, gVg

s
kis     






1

1
, gVg

s
kis   




1
,1 ;

s
kkis SVF  

  iki
s

kis WWV  




 1

1
1,1 , и значит, условие 5 теоремы V.1 выполнено. 

Итак, мы доказали, что совокупность   





 




 

1
, ,2,1

i
jij jVW  является 

базисом окрестностей единицы для некоторой групповой топологии '  в группе 
)(G . 
Для завершения доказательства теоремы осталось проверить, что в этой 

топологии  топологическая группа )'),(( G  является отделимой.  

Так как (см. утверждение VI.8.9)   jij VS ,  для любых натуральных 

чисел ji, , то 



)(

1
),(

i
jijjj VSWS , и значит, 














 






 

11 i
i

j
j SW  

  



 

1i
ii SW . 

Так как }{\
1

eGS
i

i 



 , то }{

1
eW

i
i 




 , и значит, }{

1
eW

i
i 




 . 

Тогда, согласно теореме IV.1, топологическая группа )'),(( G  является 
отделимой. 

Этим теорема полностью доказана. 

Теорема VI.10. Счетная группа )(G  допускает недискретную, групповую 
топологию  , в которой она является отделимой топологической группой тогда 
и только тогда, когда для любого конечного множества 

 mm axfaxfM  )(,,)( 11   уравнений над группой )(G  таких, что единица 
e  не является корнем любого из этих уравнений, в группе )(G  существует 
элемент ed  , который не является корнем любого из этих уравнений. 

Доказательство. Необходимость. Пусть счетная группа  ,, 1
1
 geG  

допускает такую недискретную, групповую топологию  , в которой )),(( G  
является отделимой топологической группой.  

Согласно теореме V.4 можем считать, что топологическая группа )),(( G  
обладает счетным базисом окрестностей единицы. 
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Пусть  mm bxfbxfM  )(,,)( 11   - такое конечное множество 
уравнений над группой )(G , что единица e  не является корнем любого из этих 
уравнений.  

Зафиксируем произвольное уравнение jj bxf )(  из множества M , и 

пусть 121
21)(  n

k
n

kk
j gxgxgxgxf n , где }1,1{ ik . Для каждого 

натурального числа 11  ni  положим ih = igg 1 . Тогда )(xf  

 121
21

n
k

n
kk gxgxgxg n     1

11
11

1


  nn
k

n
k hhxhhxh n , и 

значит, это уравнение jj bxf )(  перепишется в виде 

    jnn
k

n
k bhhxhhxh n  


1

11
11

1  . 

Так как  eheh ii  1  для любого ni 1  и единица e  не является корнем 

уравнения jj bxf )( , то 1 nj hb , и значит, ehb nj  

1
1 .  

Из отделимости топологической группы )),(( G  следует, что 
существует такая окрестность 0U  единицы в топологической группе )),(( G , 

что 0
1
1 Uhb nj  
 .  

Если  теперь 1U  - такая окрестность единицы в топологической группе 
)),(( G , что 0111 UUUU

лейсомнложитеn

     , то для каждого ni 1  найдется такая 

симметричная окрестность iV  единицы в топологической группе )),(( G , что 

1
1 UhVh iii   . Тогда 

n

i
iVV

`1
  будет окрестностью единицы  в 

топологической группе )),(( G .  
Так как }1,1{ik  для любого натурального числа ni 1 , то 

i
k

i
k VVV ii   для любого натурального числа ni 1 .  

Тогда      11
11

1
n

k
n

k hahhah n   11
111 nnn hVhhVh   

0111 UUUU
лейсомнложитеn

   , и значит,     1
1

11
11

1 


  njn
k

n
k hbhahhah n  для 

любого элемента Va  , т.е.     jnn
k

n
k bhhahhah n  


1

11
11

1   для 
любого элемента  Va  . 

 Итак, мы доказали, что для любого уравнения jj bxf )(  из множества 
M  существует такая окрестность jW  единицы в топологической группе 

)),(( G , что произвольный элемент jWa   не будет корнем этого уравнения.  
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Если теперь 
m

j
jWW

1
 , то W  будет окрестностью единицы в 

топологической группе )),(( G  и любой элемент из множества W  не будет 
корнем любого  уравнения из множества M . 

Так как   является недискретной топологией, то }{eW  , и значит, в 
группе )(G  имеется элемент ed  , который не является корнем любого 
уравнения из множества M . 

  Этим необходимость доказана. 
Достаточность. Пусть в группе )(G  для любого конечного множества 

 mm axfaxfM  )(,,)( 11   уравнений над группой )(G , для которого 
единица e  не является корнем любого  из этих уравнений, имеется элемент 

Gde  , который не является корнем любого из этих уравнений.  
Тогда искомую групповую топологию построим согласно теореме VI.9. 
Так как (см. утверждение  VI.8.10) для любых  натуральных чисел ji,  

множество   )(
1

,, x
j

k
kji


  является конечным множеством уравнений над 

группой )(G , и единица e  группы )(G  не является корнем любого уравнения 

из множества   )(
1

,, x
j

k
kji


 , то, согласно условию теоремы, в группе )(G  

имеется элемент   eg ji , , который не будет корнем любого уравнения из 

множества   )(
1

,, x
j

k
kji


 .  

Согласно построения множеств  jiS , для случая, когда i  является четным 

числом (см. VI.7,) элемент    ti

j

t
ji Sg ,

1
, 


 , и значит, при построении множеств 

 jiV ,  для случая, когда i  является четным числом и ij  , мы можем взять 

        1
,,,1, , 

 jijijiji ggVV  . Тогда каждое из множеств iW   будет отличным от 
множества }{e .  

Так как совокупность  числоенатуральноiWi |  является базисом 

окрестностей единицы в топологической группе  '),( G , то '  будет 
недискретной, групповой топологией, причем топологическая группа  '),( G  
обладает счетным базисом окрестностей единицы и является отделимой 
группой. 

Этим теорема полностью доказана. 
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Замечание VI.11.  При доказательстве необходимости в предыдущей 
теореме, мы доказали следующий результат: 

 Если   - такая недискретная, групповая топология в счетной группе )(G , 
что )),(( G  является отделимой топологической группой, то для любого 
конечного множества уравнений, для которого единица не является корнем 
любого из этих уравнений, существует окрестность W  единицы в 
топологической группе )),(( G , каждый элемент, которой не является корнем 
любого из этих уравнений. 

Теорема VI.12. Если  на счетной группе   ,,, 1
2

1
1

 ggeG  задана такая 
недискретная, групповая топология  , что топологическая группа )),(( G  
является отделимой и обладает счетным базисом окрестностей единицы, то 
топология   может быть получена методом, который указан в теореме VI.9.  

Доказательство. Для каждого натурального числа k  рассмотрим 
множество },,{ 11

1
 kk ggS   элементов группы )(G . 

Так как топологическая группа ),( G  обладает базисом окрестностей 
единицы, который состоит из симметричных множеств, то, из конечности 
множества kS  для любого натурального числа k , следует, что существует 
такой базис  ,, 21 VVB   окрестностей единицы в топологической группе 

)),(( G , который состоит из таких симметричных подмножеств iV , что 

iii VVV   1`1  и   iii VSggVg  


 1
1

1 |  для любого натурального числа i .  
Из отделимости топологической группы  )),(( G , конечности множеств 

kS  и того, что iSe  для любого натурального числа i  следует, что, не 
нарушая общности рассуждений, можем считать, что окрестности kV  выбраны 
таким образом, что kk VS   для любого натурального числа k . 

Так как любая групповая топология определяется единственным образом 
любым базисом окрестностей единицы, то для доказательства теоремы 
достаточно проверить, что при построении множеств ),( jiV  в VI.7, элементы g  

можно выбрать таким образом, чтобы ii VW   (определение множеств iW  см. в 
теореме VI.9) для любого натурального числа i .  

Доказательство этого проведем в пять этапов. 
I этап. Индукцией по натуральному числу k  докажем, что 

  ikiikiik VSSVVF  ,,;,, 11   для любого натурального числа i  

(определение множеств  kiikiik SSVVF  ,,;,, 11   см. в VI.1). 

Если 1k , то     iiiiiii VSggVgVVSVF  


 1
1

111111 ;   для 
любого натурального числа i . 
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Допустим, что требуемое включение доказано для натурального числа k  и 
любого натурального числа i . Тогда, учитывая индуктивное допущение, 
получим, что 

  11111 ,,;,, kiikiik SSVVF   

   1121211 ;,,;,, ikiikiiki SSSVVFVF     iii VSVF  111 ; . 

Итак, мы доказали, что   ikiikiik VSSVVF  ,,;,, 11   для любых 

натуральных чисел ki, . 
 II этап. При построении множеств  jiV ,1  в VI.7 для случая, когда 1i  

является четным числом и 1 ij , в качестве элемента g  будем брать 
элемент sg  (нумерацию элементов группы )(G  см. в формулировке теоремы), 

где     

















 jt

j

t
jijt SGVVgts ,

1
,1 \\min  .  

Покажем, что   j
i

jij VVW 





1
,  для любого натурального числа j . 

Индукцией по числу i  проверим, что   jji VV ,  для любого натурального 
числа j . 

Если 1i , то (см. VI.7)   jj VeV  }{,1  для любого натурального числа j . 

Допустим, что для натурального числа k  мы уже доказали, что   jjk VV ,  
для любого натурального числа j .  

Если 1k  - нечетное число, то   jjk VeV  }{,1  для 1 kj  и (см. этап I 
доказательства теоремы)  

        111,1,11,1 ,,;,, kjkkjkjkjk SSVVFV    
  jkjkjjk VSSVVF  ,,;,, 111   для любого 1 kj . 

Если же 1k  является четным числом, то   jjk VeV  }{,1  для 1 kj  
и (см. выше, начало доказательство этого этапа, выбор элемента g  при 

построении множества  jiV ,1  для случая, когда 1i  является четным числом и 

1 ij )       jjkjk VggVV  


1
,,1 ,  для любого натурального числа 

1 kj .  

Итак, мы доказали, что   jji VV ,  для всех натуральных чисел ji, .  

Тогда   j
i

jij VVW 





1
,  для любого j . 
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III этап. Докажем, что   








jt

i

t
j SV ,

1
  для любых натуральных чисел 

ji, . 

Допустим противное, т.е. что   








jt

k

t
j SV ,

1
  для некоторых 

натуральных чисел kj,  

Так как     jjjt
t

SSS 


,1,

1

1
 , и jj SV   для любого натурального 

числа j  (см. выбор базиса  ,, 21 VVB   окрестностей единицы), то 1k . 

Пусть i  - наименьшее из чисел k , для которых   





 


jt

k

t
j SV ,

1

1
 . 

Тогда, учитывая индуктивное допущение,   








jt

i

t
j SV ,

1
 , и значит, 

   jij SV ,1 .  

Если 1i  является нечетным числом, то (см.VI.7)    jiji SS ,,1  , и тогда 

    



















jt

i

t
jjt

i

t
j SVSV ,

1
,

1

1
  . Значит, 1i  не может быть 

нечетным числом. 
Если же 1i  является четным числом, то (см. VI.7) любой элемент из 

множества  jiS ,1  является корнем некоторого уравнения из множества 

  )(
1

,,1 x
j

k
kji


 . Если  jij SVa ,1   то существует такое натуральное число 

jn 1 , что элемент a  является корнем некоторого уравнения из множества 

  )(,,1 xnji , и значит, gaf )(  для некоторого слова 

         jnjijijininj SSxxVVVFxf ,,;,,,,)( 1
1

,,1,11,1  


  и некоторого 

элемента nSg  . 

Так как   tts VV ,  для любых натуральных чисел ts,  (это было доказано 
при доказательстве этапа II) и   ikiikiik VSSVVF  ,,;,, 11   для любых 

натуральных чисел ki,  (см. начало доказательства этапа II), то 

         


 jnjijininj SSaaVVVFg ,,;,,,, 1
1

,1,11,1   

  njnjnnj VSSVVF  ,,;,, 11  , и значит, nn SV  . 

Получили противоречие с выбором базиса  ,, 21 VVB   окрестностей 
единицы в топологической группе ),( G . 
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Значит   








jt

i

t
j SV ,

1
  для любых натуральных чисел ji, . 

IV этап. Проверим теперь, что  





1

,
i

jijj VWV  для любого натурального 

числа j . 

Допустим противное, т.е., что jj WV \  для некоторого натурального 

числа j , и пусть jj WVb \ .  

Тогда eb  , и значит, },{ 1 mm ggb  для некоторого натурального числа 
m  (нумерацию элементов группы )(G  см. в формулировке теоремы). 

Так как   








jt

i

t
j SV ,

1
  для любого натурального числа i , то, 

     








 jt

j

t
jij SGVV ,

1
,1 \\    jij VV ,1\  . 

Поскольку mi 21   является четным числом, и множество 
 121  imkk  содержит m  четных чисел, а на каждом четном шаге l  

мы присоединяли к множеству  jlV ,1  подмножество Ggg ss  },{ 1 , где 

       






 






 


 jijjt

j

t
jijt VVSGVVgts ,1,

1
,1 \\\min  , то при 

построении множества  jiV ,1  мы присоединили бы к множеству  jiV ,  элемент 

1 mgb , если он там еще не содержится, и значит,  





1
,

t
jtj VWb .  

Получили противоречие с выбором элемента b . 
Следовательно jj WV  , и значит, jj WV   для любого натурального числа 

j .  
Этим  теорема полностью доказана.  

Предложение  VI.13. Существует такая совокупность N~  мощности 
континуума подмножеств множества N  натуральных чисел, что для любых 
различных NBA ~,   подмножества BA \  и AB \  являются бесконечными. 

Доказательство. Разобьем множество P  всех простых чисел на два 
бесконечных подмножества 'P  и ''P . Тогда существует биекция ''': PP  . 

Если }''{'~ PAAP   и }''''''{''~ PAAP  , и ''~'~:~ PP   - такое 

отображение, что }')('\{')'(~ AppPA    для любого '~' PA . Тогда ~  
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является биекцией, причем )'(~)'(~ CA    тогда и только тогда, когда 
'' AC  . 

Для каждого множества '~' PA  рассмотрим множество натуральных чисел 
},)'(~'{)'( NkAAppAN k   , и пусть }'~')'({~ PAANN  . 

Покажем, что совокупность N~  является искомой. 
Так как ''' PP  , то )'()'( CNAN   для любых '~',' PCA   таких, что 

'' CA , и значит, совокупность N~  имеет мощность континуума. Кроме того, 
если NCA ~,   и CA , то существуют такие множества '~',' PCA  , что 

)'(ANA  и )'(CNC  , причем '' CA . 
Не нарушая общности рассуждений, можем считать, что '' CA . Тогда 

)'()'( AC   , и значит, существуют простые числа ''\1 CAp   и 

)'(\)'(2 ACp  . Тогда CANkpk \}{ 1   и ACNkpk \}{ 2  . 
Этим предложение полностью доказано. 

Терема VI.14. Если счетная группа )(G  допускает такую, недискретную, 
групповую топологию 0 , в которой топологическая группа )),(( 0G  обладает 
счетным базисом окрестностей единицы и является отделимой, то в группе 

)(G  имеется континуум  недискретных, попарно несравнимых между собой 
групповых топологий более сильных, чем 0 , причем в каждой из них  
топологическая группа обладает счетным базисом окрестностей единицы и 
является отделимой. 

Доказательство. Пусть  ,, 1
1
 geG  - некоторая нумерация элементов 

группы G  и  11
1 ,,  nn ggS   для любого натурального числа n . Тогда, 

согласно теореме VI.12, совокупность   





 






1
,

i
jij NjVW  является 

базисом окрестностей единицы в топологической группе ),( 0G , причем (см. 
конец  доказательства теоремы VI.12 и этап I теоремы VI.12) 

  ikiikiik WSSWWF  ,,;,, 11   для любых натуральных чисел ki,  и 

jj WS   для любого натурального числа j .  
Дальнейшее доказательство  проведем в несколько этапов. 
I этап. По индукции построим такую последовательность ,, 21 kk  

натуральных чисел, что iki   для всех натуральных чисел i , и такую 
последовательность ,, 21 hh  элементов из множества }{\ eG , что для любых 
натуральных чисел ki 1 . Имеет место 

ikii Whhe  },,{ 1  и ih  

  kkkiiiik SShhehheehhehheF ,,};,,{,},,,{,},,,{,},,,{ 1
11

11
1
11

1
11  
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Возьмем 11 k , а в качестве элемента 1h  возьмем произвольный элемент из 

множества }{\1 eW . 
Допустим, что уже определены такие натуральные числа nkkk ,,, 21  , что 
iki  , и такие элементы nhhh ,,, 21   из множества }{\ eG , что 

 
ikii Whhe 1,,  и для любого натурального числа ni 1  имеет место 

  nnniiiini SShhehheehhehheFh ,,};,,{,},,,{,},,,{,},,,{ 1
11

11
1
11

1
11  





  

и  11
1
11

1
111 ,,};,,{,},,,{ 





 nnnnn SShhehheFh  . Тогда для любого числа 

1 ni  рассмотрим множество     )(,1 xin  ,},,,{ 1
111 

 hheFn  

  11
111

11
1
11 ,,};,{},,,{,},,,{,},,,{,, 





 nnniiii SSxxhhehheehhe   слов от 

переменной x  над группой )(G  и множество 

  },{,)()()(' 1
,1

1
1





  iiin

n

i
n hhgxfgxfx   уравнений.  

 Так как, (см. утверждение VI.2.5) ,},,,({ 1
111 

 hheFn   

  




 ),,};{},,,{,},,,{,},,,{, 11

11
11

1
11 nnniiii SSehhehheehhe   

  nnniiiin SShhehheehhehheF ,,};,,{,},,,{,},,,{,},,,{ 1
11

11
1
11

1
11  





 , и 
согласно индуктивному допущению,  

  ,,,};,,{,},,,{,},,,{,},,,{ 1
11

11
1
11

1
11 nnniiiini SShhehheehhehheFh  





  

то },{)( 1 ii hhef  для любого натурального числа ni   и любого слова )(xf  
из множества   )(,1 xin . Значит, единица e  группы G  не является корнем 

любого уравнения из  множества )(' 1 xn . 
Итак, мы доказали, что )(' 1 xn  является конечным множеством уравнений 

над группой )(G  и единица e  не является корнем любого уравнения из этого 
множества. 

Так как, 0  является такой недискретной, групповой топологией, что 
)),(( G  является отделимой топологической группой, то согласно замечанию 

VI.11, в топологической группе )),(( G  имеется окрестность W  единицы, 
любой элемент, которой не является корнем любого  уравнения из множества 

)(' 1 xn .  

Из конечности множества  nnnn SShhehheF ,,};,,{,},,,{ 1
11

11    

следует существование такого натурального числа 11  nkn , что WW
nk 
1

 

и   }{,,};,,{,},,,{
11

11
11 eWSShhehheF

nknnnn 


  . 
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В качестве элемента 1nh , возьмем любой элемент из множества }{\
1

eW
nk 

.  
Покажем, что указанные условия выполняются уже для натуральных чисел 

121 ,,, nkkk  и элементов 121 ,,, nhhh   группы )(G . Так как }{\
11 eWh

nkn 
 , то 

 nnnnn SShhehheFh ,,};,,{,},,,{ 1
11

111  
  . Согласно индуктивному 

допущению, и утверждению VI.2.5,  ,},,,{ 1
11  hheFh ni  

   



 nnniiii SShhehheehhe ,,};,,{,},,,{,},,,{, 1

11
11

1
11 

   };{},,,{,},,,{,},,,{,,},,{ 11
11

1
11

1
111 ehhehheehhehheF nniiiin








 

11 ,, nSS  . 
Так как элемент 1nh  не является корнем любого уравнения из множества 

  },,{,')()()(' 1
,1

1
1





  jjjn

n

j
n hhgxfgxfx  , то 

  };,,{,},,,{,},,,{,},,,{ 1
11

1
11

1
11

1
111











 nniiiini hhehheehhehheFh   

11 ,, nSS  . 
Итак, мы построили такую последовательность ,, 21 kk  натуральных 

чисел и такую последовательность ,, 21 hh  элементов группы )(G , что iki  , 

ikii Whhe  },,{ 1  для любого натурального числа i  и 

  kkkiiiiki SShhehheehhehheFh ,,};,,{,},,,{,},,,{,},,,{ 1
11

11
1
11

1
11  





 д
ля любых натуральных чисел ki 1 . 

II этап. Построение групповой топологии )(A  для любого бесконечного 
подмножества A множества всех натуральных чисел. 

Для любого натурального числа i  рассмотрим множество }{, eU Ai  , если 

Ai  и множество },,{ 1
,

 iiAi hheU , если Ai . Кроме того, для любой пары 
),( ji  натуральных чисел рассмотрим множество 

  ),,;,,( 1,,1,, jiiAjiAijAji SSUUFU    и покажем, что для множеств   AjiU ,,  
выполняются следующие включения: 

1. Из утверждений VI.2.3 и VI.2.4 следует, что   AjiUe ,,  для любых 
натуральных чисел ji, . 

2. Из утверждения VI.2.5 следует, что     AnkAjk UU ,,,,   для любых 
натуральных чисел nj  . 

3. Из утверждения VI.2.8 следует, что     AjkAji UU ,,,,   для любых 
натуральных чисел ik  . 
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4. Из утверждения VI.2.2 следует, что множества   AjiU ,,  является 

симметричным множеством, т.е.      AjiAji UU ,,
1

,, 


 для любых натуральных 
чисел ji, . 

5. Индукцией по числу j  докажем, что       AjiAjiAji UUU ,,,,1,,1    и 

    AjiAji UgUg ,,
1

,,1  
  для любых натуральных чисел ji, , таких, что 1j  и 

любого элемента 1 iSg . 
В самом деле, если 2j , то, последовательно применяя определение 

множеств   AjiU ,, , утверждения VI.2.1, VI.2.4 и VI.2.6, получим, что 

      );();( 2,212,21,2,1,2,1 iAiiAiAiAi SUFSUFUU  

 ));;(( 12,211 iiAi SSUFF   ));;(( 12,21,11 iiAiAi SSUFUF   

  AiiiAiAi USSUUF ,2,21,2,12 ),;,(   и  

   





1
2,21

1
,2,1 );( gSUFggUg iAiAi  ));;(( 12,211 iiAi SSUFF  

 ));;(( 12,21,11 iiAiAi SSUFUF    AiiiAiAi USSUUF ,2,21,2,12 ),;,(   для 
любого натурального числа Ni . 

Допустим, что требуемое включение доказано для числа 2 nj  и любого 
натурального числа i . Тогда       AniiAnii UU ,1,1,1,1  

  ),,;,,(),,;,,( 12,1,212,1,2 niiAniAinniiAniAin SSUUFSSUUF    

 ));,,;,,(( 112,1,21 iniiAniAin SSSUUFF   

 ));,,;,,(( 112,1,2,11 iniiAniAinAi SSSUUFUF   

  AniniiAniAin USSUUF ,1,11,1,11 ),,;,,(    и 

   


1
,1,1 gUg Anii  


1

12,1,2 ),,;,,( gSSUUFg niiAniAin   

 ));,,;,,(( 112,1,21 iniiAniAin SSSUUFF   

 ));,,;,,(( 112,1,2,11 iniiAniAinAi SSSUUFUF     

  AniniiAniAin USSUUF ,1,11,1,11 ),,;,,(   . 

Итак, мы доказали, что       AjiAjiAji UUU ,,,,1,,1    и  

   jiji UgUg ,
1

,1  
  для любых натуральных чисел i  и 1j , и любого 

элемента 1 iSg . 
Аналогично доказательству теоремы VI.9, используя доказанные выше 

включения 1 – 5, доказывается, что совокупность  
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числоенатуральноiUAU

j
Ajii 

1
,.)(ˆ  является базисом 

окрестностей единицы для некоторой групповой топологии )(A  на группе 
)(G . 
Так как ikji WWU

i
),(  для любых натуральных чисел ji, , то ii WU   

для любого натурального числа i , и значит, )(0 A  . Тогда из отделимости 

топологической группы )),(( 0G  следует, что }{ˆ
11

eWU
i

i
i

i 







 , и значит, 

топологическая группа ))(),(( AG   тоже будет отделимой. 
III этап. Построение континуума групповых топологий, в которых 

топологическая группа будет отделимой. 
Для любого подмножества NA ~  (определение множества N~  см. в 

предложении VI.13) рассмотрим групповую топологию )(A , построенную во 
II этапе. 

Так как совокупность N~  имеет мощность континуума, то для завершения 
доказательства теоремы, осталось проверить, что для различных множеств 

NBA ~,   топологии )(A  и )(B  будут несравнимыми между собой.  
Допустим противное, и пусть, для определенности, )()( BA   . 
 Если An , то AnU ,

ˆ  является окрестностью единицы в топологической 

группе ))(,( AG  . Так как )()( BA   , то AnU ,
ˆ  будет окрестностью единицы в 

топологической группе ))(,( BG  , и значит, существует такое натуральное 

число Bk , что AnBk UU ,,
ˆˆ  .  

Из  бесконечности множества AB \  следует, что существует такое 
натуральное число ABs \ , что ks   и ns  . Тогда  

AnBkskBsBksks UUSSUUFh ,,1,,1
ˆˆ),,;,,(    . 

Согласно построению элементов ih  (см. I  этап этого доказательства), 
 };,,{},,,{},{},,,{,},,,{ 11

11
1
11

1
11










 tstsssssts hhehheehhehheFh   

tsSS ,,1   для любого натурального числа t . 
Так как As , то }{, eU As  . Тогда, учитывая, свойства элементов ih  

получим, что     AtntnnAtnAnts USSUUFh ,,1,,1 ,,;,,     для любого 

натурального числа Nt , и значит,   An
t

Atns UUh ,
1

,,
ˆ




 . 

 Получили противоречие. Следовательно, топологии )(A  и )(B  
являются несравнимыми между собой. 

Этим теорема полностью доказана. 
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 Терема VI.15. Пусть счетная группа G  допускает некоторую, 
недискретную, групповую топологию 0 , в которой топологическая группа 

)),(( 0G  обладает счетным базисом окрестностей единицы и топологическая 
группа )),(( 0G  является отделимой группой. Тогда в группе G  имеется 
континуум недискретных, групповых топологий более сильных, чем 0 , причем 
верны следующие утверждения: 

1. В каждой из этих топологий  топологическая группа обладает 
счетным базисом окрестностей единицы и является отделимой; 
2. Любые две из этих топологий сравнимы между собой. 
Доказательство. Пусть P  - множество всех простых натуральных чисел, 

Q  - множество всех рациональных чисел и R  - множество всех положительных 
действительных чисел. Тогда существует биекция PQ : . 

 Для каждого положительного действительного числа r  рассмотрим 
бесконечное множество }),({ qrQqqAr    простых чисел и  пусть 

)( rA  -  групповая топология на  группе G , построенная при доказательстве II 
этапа теоремы VI.14.  

 Покажем, что совокупность })({ RrAr   групповых топологий является 
искомой. 

 Так как множество  числонатуральноiAU ri )(ˆ  является базисом 
окрестностей единицы для групповой топологи )( rA , то топологическая 
группа ))(,( rAG   обладает счетным базисом окрестностей единицы.  

Покажем, что для любых различных действительных чисел Rrr ',  
топология )( rA  и )( 'rA  являются различными и сравнимыми между собой. 

В самом деле, если 'rr  , то '\ rr AA  является бесконечным множеством. 
Тогда, аналогично, как при доказательстве III этапа теоремы VI.14, 
доказывается, что )()( 'rr AA   , и значит, совокупность })({ RrAr   
имеет мощность континуума. 

 Для завершения доказательства теоремы осталось проверить, что любые 
две топологии из совокупности })({ RrAr   сравнимы между собой. 

Пусть Rrr ', , и допустим, для определенности, что 'rr  . Так как 
 }',({' qrQqqAr  rAqrQqq  },({ , то (см. определение 

множеств AjiU ),,(  при доказательстве II этапа теоремы VI.14), 
rr AjiAji UU ),,(),,( '

  

для любых Nji , . Тогда 
rr AnAn UU ,,

ˆˆ
'
  для любого натурального числа n . 

Так как каждая из совокупностей }{
', числоенатуральноnU

rAn   и 

}{ , числоенатуральноnU
rAn   являются базисами окрестностей единицы в 
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топологических группах ))(,( 'rAG   и ))(,( rAG  , соответственно, и любая 
групповая топология определяется базисом окрестностей единицы, то 

)()( 'rr AA   . 
 Этим теорема полностью доказана.  
Предложение  VI.16. Пусть  )(G  - коммутативная группа и 0)( gxf   - 

такое уравнение над группой G , что единица не является его корнем. Если для 
любого натурального числа n  множество  egGgG n

n   является 
конечным, то в группе G  имеется только конечное число корней уравнения 

0)( gxf  . 

Доказательство. Пусть Gba ,  и каждый из этих двух элементов  
является корнем  уравнения 0)( gxf  . Если 11

1)(  m
k

m
k gxgxgxf m , то 

из коммутативности группы )(G  следует, что  
 110

1
m

k
m

k gagagg m  mkk
mm agggg 
   1)( 121  и 

 110
1

m
k

m
k gbgbgg m mkk

mm bgggg 
   1)( 121  для любых 

элементов Gba , .  
Тогда, если элементы Gba ,  являются корнями уравнения 0)( gxf  , то 

 


mkk
mm agggg  1)( 121  mkk

mm bgggg 
   1)( 121 , и значит, 

  1)( 11 mm kkkk bae   mkkba  1)( 1 , т.е. 
mkkGba 

  1

1 . Так как 
множество 

mkkG 1
 является конечным, то множество корней уравнения 

0)( gxf   будет конечным. 
Этим предложение полностью доказано. 
Терема  VI.17. Всякая бесконечная коммутативная группа )(G  допускает 

такую недискретную, отделимую, групповую топологию  , что топологическая 
группа )),(( G  обладает счетным базисом окрестностей единицы и является 
отделимой топологической группой. 

Доказательство.  Выберем некоторую счетную подгруппу )(' G  группы 
)(G . 

Если для любого натурального числа n  множество  egGgG n
n  ''  

является конечным, то согласно предложению VI.16, для любого такого 
конечного множества M  уравнений над группой )(' G , что единица не 
является корнем любого уравнения из множества M  в группе )(' G , имеется 
элемент eg  , который не будет корнем любого уравнения из множества M .  
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Тогда по теореме VI.10, группа 'G  допускает такую недискретную, 

групповую топологию ' , что топологическая группа )','( G  обладает 
счетным базисом окрестностей единицы и является отделимой. 

 Если теперь   - некоторый базис окрестностей единицы в топологической 
группе )'),('( G , то  , как совокупность подмножеств группы )(' G , 
удовлетворяет условиям 1 – 4 замечания II.8.  

Тогда  , как совокупность подмножеств группы )(G  удовлетворяет 
условиям 1 – 4 следствия V.2, и значит,   является базисом окрестностей 
единицы для некоторой групповой топологии   уже в группе )(G , причем 
топологическая группа ),( G  обладает счетным базисом окрестностей единицы 
и является отделимо. 

Пусть теперь для некоторого натурального числа n  группа )(G  содержит 

бесконечное множество таких элементов g , что eg n  . Тогда в группе )(G  
имеется такая счетная подгруппа )(' G , что eg n   для любого элемента 

'Gg . Согласно теореме Б.20, группа )(' G  является прямой суммой 

счетного множества },,{ 21 AA  конечных, циклических  подгрупп.  
Для каждого натурального числа n  рассмотрим множество 

})(|)('{ niдляegGgU in   . 

Легко заметить, что совокупность },2,1{ kU k  подмножеств kU  
группы G  удовлетворяет условиям 1 – 4 следствия V.2, и значит она, является 
базисом окрестностей единицы для некоторой групповой топологии   в группе 

)(G , причем топологическая группа ),( G  обладает счетным базисом 
окрестностей единицы и является отделимой. 

Этим теорема полностью доказана. 
Замечание VI.18.  В работе [10] указан пример счетной группы, которая не 

допускает недискретных, отделимых, групповых топологий. 
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VII. ПОДГРУППЫ ТОПОЛОГИЧЕСКИХ ГРУПП 

Теорема VII.1. Пусть  ),(G  - топологическая группа и A - подгруппа 
группы  G . Тогда   ,GA  тоже будет подгруппой группы  G .  

Доказательство. Пусть   ,, GAba   и V  - произвольная окрестность 

элемента ba   в топологической группе  ),(G . Существуют такие 
окрестности aV  и bV  элементов a  и b , в топологической группе  ),(G , 
соответственно, что VVV ba  .  

Так как   ,, GAba  , то AVa   и AVb  . Если AVc a   и 
AVd b  , то VVVdc ba   и AAAdc  , и значит, VA . Из 

произвольности V  следует, что   ,GAba  . 

Пусть теперь   ,GAa   и V  - произвольная окрестность элемента 1a  в 

топологической группе  ),(G . Существует такая окрестность aV  элемента a  

в топологической группе  ),(G , что VVa 1 .  

Так как   ,GAa  , то AVa  . Если AVc a  , то VVc a   11  и 

AAc   11 , и значит, VA . Из произвольности окрестности V  
следует, что   ,

1
GAa  . 

Итак, мы показали, что   ,GA  является подгруппой группы  G . 
Этим теорема полностью доказана. 

Теорема VII.2. Если  ),(G  - отделимая топологическая группа и A - 
коммутативная подгруппа группы  G , то   ,GA  тоже будет коммутативной 
подгруппой группы  G .  

Доказательство.  Согласно предыдущей теореме,   ,GA  является 

подгруппой группы  G .  
Докажем, что   ,GA  является коммутативной подгруппой.  

Допустим противное, и пусть   ,, GAba   - такие элементы, что 

abba  . Так  ),(G  является отделимой топологической группой, то (см. 
теорему IV.1) в топологической группе  ),(G  существуют такие окрестности 
V  и U  элементов ba   и ab  , соответственно, что UV  . 

Из непрерывности операции умножения следует, что существуют такие 
окрестности aV  и aU  элемента a  и окрестности  bV  и bU  элемента b  в 
топологической группе  ),(G , что VVV ba   и UUU ab  . 
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Так как   ,, GAba  , то AUV aa  )(  и AUV bb  )( . Если 

AUVa aa  )(1   и AUVb bb  )(1  , то из коммутативности группы A 
следует, что 1111 abba  . Кроме того VVVba ba  11  и 

UUUabba ab  1111 , и значит, UV  .  
Получили противоречие с выбором окрестностей V  и U . 
Этим теорема полностью доказана. 

Теорема VII.3. Если  ),(G  - топологическая группа, и A - нормальный 
делитель группы  G , то и   ,GA  тоже будет нормальным делителем группы 
 G . 

Доказательство. Согласно предыдущей теореме   ,GA  является 

подгруппой группы  G . 
Для завершения доказательства утверждения 1 осталось только проверить, 

что       ,
1

, GG AgAg    для любого элемента Gg  . 

Итак, пусть Gg   и   ,GAa  . Если V  произвольная окрестность 

элемента 1 gag  в топологической группе  ),(G , то существуют такие 

окрестности 1,, gag VVV  элементов 1,, gag , соответственно, что 

VVVV
gag  1 .  

Так как   ,GAa  , то AVa  , и пусть AVb a  . Тогда 

VVVVgbg
gag  


1

1  и AgAggbg   11 , и значит,  

AV  .  
Из произвольности окрестности V  элемента 1 gag  следует, что 

  ,
1

GAgag   , а из произвольности элемента a  следует, что 

      ,
1

, GG AgAg    для любого элемента Gg  . 
Этим теорема полностью доказана. 

Теорема VII.4. Пусть  ),(G  - топологическая группа и )(A  - подгруппа 
группы  G . Тогда  AA ),(  (определение топологии A|  см. В.11) тоже 
будет топологической группой. 

Топологическая группа  AA ),(  называется подгруппой топологической 
группы. 



 109 

Доказательство. Пусть Aba ,  и V  - окрестность элемента ba   в 
топологическом пространстве  AA, . Тогда существует такая окрестность U  

элемента ba   в топологической группе  ),(G , что UAV  . 
Так как  ),(G  является топологической группой, то существуют такие 

окрестности aU  и bU  элементов a  и b , соответственно, в топологической 
группе  ),(G , что UUU ba  . Тогда AUV aa   и AUV bb   будут 
окрестностями элементов a  и b , соответственно, в топологическом 
пространстве  AA, , причём     AUAUVV baba   

   )( AAUU ba   VAU  . 
Из произвольности окрестности V  следует, что операция умножения в 

топологическом пространстве  AA,  является непрерывной. 

Аналогично, если Aa   и V  - окрестность элемента 1a  в 
топологическом пространстве  AA, , то AUV   для некоторой 

окрестности U  элемента 1a  в топологической группе  ),(G .  
Так как  ),(G  является топологической группой, то существует такая 

окрестность aU  элемента a  в топологической группе  ),(G , что UU a 1 . 
Тогда AUV aa   будет окрестностью элемента a  в топологическом 

пространстве  AA, , причём     11 AUV aa    11 AU a   VAU  . 
Из произвольности окрестности V  следует, что и операция взятия 

обратного в топологическом пространстве  AA,  является непрерывной, и 

значит,  AA ),(  является топологической группой. 
Этим теорема полностью доказана.  

Теорема VII.5. Пусть  ),(G  - топологическая группа, A - подгруппа в 
группе )(G  и GB  . Если B является предкомпактным множеством в 
топологической группе  ),(G  (определение предкомпактности множества 
см. III.12), то AB  будет предкомпактным множеством в топологической 
группе  AA ),( . 

Доказательство. Согласно замечанию III.13 множество AB  будет 
предкомпактным в топологической группе  ),(G . 

Пусть теперь U  произвольная окрестность единицы в топологической 
группе  AA ),(  и V  такая окрестность единицы в топологической группе 

 ),(G , что VAU  . Так как AB  является предкомпактным 
множеством в топологической группе  ),(G , то согласно утверждению 5 
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теоремы III.13, существует такое конечное подмножество ABAS   , что 
VSAB   и SVAB  . 

Если теперь, ABb  , то vsb  , где Ss  и Vv . Тогда 
  bsv 1   AABA  1 , и значит, UAVv   , т.е. USvsb  . 

Аналогично, svb  ' , где Ss   и Vv  . Тогда    1' sbv  

  AAAB  1 , и значит, UAVv   . Тогда SUsvb  . 
Из произвольности элемента ABb   следует, что USAB   и 

SUAB  , а из произвольности окрестности U  в топологической группе 
 AA ),(  следует, что множество AB  является предкомпактным в 

топологической группе  AA ),( . 
Этим теорема полностью доказана. 
Из определения III.12 и предыдущей теоремы следует: 

Следствие VII.6. Если топологическая группа  ),(G  является 
предкомпактной, то для любой подгруппы )(A  группы )(G . топологическая 
группа  AA ),(  тоже будет предкомпактной  

Теорема VII.7. Если  Z  - центр группы )(G  (см. Б.5) и   - такая 
групповая топология на группе )(G , что )),(( G  является отделимой 
топологической группой, то Z  является замкнутым нормальным делителем в 
топологической группе )),(( G . 

Доказательство. Согласно Б.6, Z  является нормальным делителем в 
группе )(G . 

Осталось проверить, что Z  является замкнутым множеством в 
топологической группе )),(( G . 

Допустим противное, т.е. что Z  не является замкнутым множеством в 
топологической группе )),(( G . Тогда (см. В.9) ZZ G ),(][  .  

Если ZZb G \][ ),(  , то существует такой элемент Gg  , что 
bggb  . Так как )),(( G  является отделимой топологической группой, то 

в топологической группе )),(( G  существуют такие окрестности V  и U  
элементов gb   и bg  , соответственно, что UV  . 

Так как в топологической группе )),(( G  операция умножения является 
непрерывной, то существуют такие окрестности 1W  и 2W  элемента b , что 

VgW 1  и UWg  2 . Тогда 21 WW   будет окрестностью элемента b  в 
топологической группе )),(( G , и поскольку ),(][ GZb , то 

ZWW  )( 21 .  
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Если ZWWc  )( 21 , то cggc  . Тогда VgWgc  1  и 
UWgcggc  2 , и значит, UV  .  

Получили противоречие с выбором окрестностей V  и U . 
Этим теорема полностью доказана. 

Теорема VII.8. Если )(A  - плотная (см.В.10) подгруппа в топологической 
группе )),(( G  и U  - окрестность единицы в топологической группе 
 AA ),( , то   .GU  будет окрестностью единицы в топологической группе 

)),(( G . 

Доказательство. Согласно (теореме В.12) существует такая окрестность V  
единицы в топологической группе )),(( G , что AVU  .  

Если 1V  - такая окрестность единицы в топологической группе )),(( G , 
что VVV  11 , то покажем, что   .1 GUV  . 

В самом деле, пусть 1Vx  и W  - произвольная окрестность элемента x  в 
топологической группе )),(( G . Тогда xV 1  будет окрестностью элемента x  в 
топологической группе )),(( G , и значит, WxV )( 1   будет окрестностью 
элемента x  в топологической группе )),(( G . 

Так как )(A  является плотной подгруппой в топологической группе 
)),(( G , то    GA G , , и значит,    AWxV )( 1 . 

 Если   AWxVc )( 1  , то VVVxVc  111 , и Ac . Тогда 
UAVc   . Так как Wc , то UW  .  

Из произвольности окрестности W  следует, что   .GUx , а из 

произвольности элемента x  следует, что   .1 GUV  , и значит,   .GU  будет 
окрестностью единицы в топологической группе )),(( G . 

Этим теорема полностью доказана. 
Теорема VII.9. Если A - плотная подгруппа в топологической группе 

)),(( G  и топологическая группа  AA ),(  обладает базисом окрестностей 
единицы, который состоит из подгрупп (из нормальных делителей), то и 
топологическая группа  ),(G  обладает базисом окрестностей единицы, 
который состоит из подгрупп (из нормальных делителей). 

Доказательство. Пусть   - базис окрестностей единицы в 
топологической группе  AA ),( , который состоит из подгрупп (нормальных 
делителей). Тогда согласно теоремам VII.1 и VII.3   ,GV  является подгруппой 
(нормальным делителем) для любого подмножества V . 
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Если     VV G ,
ˆ , то согласно предыдущей теореме ̂  состоит из 

окрестностей единицы в топологической группе  ),(G , причём каждая из 
этих окрестностей является подгруппой (нормальным делителем) в группе 

)(G . 
Кроме того, если U  - произвольная окрестность единицы в 

топологической группе )),(( G , и 1U  - такая окрестность единицы в 
топологической группе )),(( G , что UUU  11 , то из утверждения 1 
теоремы II.5. следует, что    UU G ,1 .  

Так как   - базис окрестностей единицы в топологической группе 
 AA ),( , то существует такое множество V , что AUV 1 . Тогда 

    ˆ
,GV  и       UUV GG   ,1, . 

Из произвольности окрестности U  следует, что ̂  является базисом 
окрестностей единицы в топологической группе )),(( G , который состоит из 
подгрупп (нормальных делителей) в группе )(G . 

Этим теорема полностью доказана. 

Теорема VII.10. Если пространство топологической группы )),(( G  
является связным пространством (см. В.26) и U  - окрестность единицы в 
топологической группе )),(( G , то группа )(G  порождается множеством U  
(см. Б.7). 

Доказательство. Если )(ˆ U  - подгруппа, порожденная множеством U , то 

UU ˆ , и значит, Û  является окрестностью единицы в топологической группе 
)),(( G . Тогда, согласно теореме III.8, Û  будет открытой подгруппой, а 

согласно теореме III.9, Û  будет замкнутой подгруппой, и значит, Û  является 
открыто-замкнутым подмножество в связном пространстве ),( G . Так как 

Û , то GU ˆ . 
Этим теорема полностью доказана. 

Теорема VII.11. Если в связной топологической группе )),(( G  задан 
такой нормальный делитель N , что )|),(( NN   является дискретной 
подгруппой, то N  содержится в центре группы )(G . 

Доказательство. Если Na  , то из дискретности группы )|),(( NN   
следует, что существует такая окрестность V  элемента a  в топологической 
группе )),(( G , что }{aNV  .  
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Так как eaea  1 , то существует такая окрестность U  единицы e  в 
топологической группе )),(( G , что VUaU 1 . Тогда Vuau 1  для 
любого элемента Uu .  

Так как N  является нормальным делителем в группе )(G , то 

Nuau 1  для любого элемента Uu , и  значит, }{1 aVNuau   . 
Тогда auau 1 , и значит auua   для любого элемента Uu . 

Согласно теореме II.4, существует такая симметричная окрестность W  
единицы e  в топологической группе )),(( G , что UW  .  

Если теперь, Gg  , то (см. теорему VII.10) из связности топологической 
группы )),(( G  следует, что существуют такие элементы UWuu n ,,1  , 
что guu n 1 . Тогда  auuag n1     nn uauu 11 . 

gauua n  1  

Из произвольности элементов Gg   и Na   следует, что N  содержится 
в центре группы )(G . 

Этим теорема полностью доказана. 

Теорема VII.12. Если )),(( G  - топологическая группа, и N  - 
нормальный делитель группы )(G , то в группе )(G  существует такая 
групповая топология  '  (см. В.15), что N  является открытым нормальным 
делителем в топологической группе )'),(( G  и NN |'|   . 

Доказательство. Если   - множество всех окрестностей единицы e  в 
топологической группе )),(( G , то совокупность }|{'  VNV   
подмножеств группы )(G  удовлетворяет всем условиям теоремы V.1.  

В самом деле, легко заметить, что для этой совокупность выполняются 
условия 1 – 4 теоремы V.1. 

Пусть теперь g  - произвольный элемент из группы )(G , и 'NV  . 
Тогда для элемента g  и окрестности V  единицы в топологической группе 

)),(( G  существует такая окрестность U  единицы в топологической группе 

)),(( G , что VgUg  1 . Так как N  является нормальным делителем в 

группе )(G , то NgNg  1 , и значит,  1)( gUNg   

VNgUgN    )( 1  
Итак, мы проверили, что совокупность '  удовлетворяет  всем условиям 

теоремы V.1, и значит, на группе )(G  существует, такая групповая топология 
' , что совокупность '  является базисом окрестностей единицы в 

топологической группе )'),(( G . 
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Так как NNU   для любого множества U , то множество N  
является окрестностью единицы в топологической группе )'),(( G , и, 
согласно теореме III.8, N  является открытым нормальным делителем в 
топологической группе )'),(( G . 

Проверим теперь, что  ' .  
Так как UNU  , то любая окрестность единицы в топологической 

группе )),(( G  будет окрестностью единицы и в топологической группе 
)'),(( G . Поскольку любая групповая топология единственным образом 

определяется любым базисом окрестностей единицы, то  ' . 
Для завершения доказательства теоремы осталось проверить, что 

NN |'|   . 
Легко заметить, что совокупность }|{'  VNV   является базисом 

окрестностей единицы в топологической группе )|),(( NN  , а совокупность 
}''|'{ VNV  является базисом окрестностей единицы в топологической 

группе )|'),(( NN  . Так как NUNNU  )( , то 
}''|'{}|{  UNUUNU  , и поскольку групповая топология 

единственным образом определяется любым базисом окрестностей единицы, то 
NN |'|   . 

Этим теорема полностью доказана. 

Теорема VII.13. Если )(A  - подгруппа коммутативной группы )(G , то 
для любой групповой топологии  , заданной на группе )(A , существует такая 
групповая топология ̂  на группе )(G , что A является открытой подгруппой в 
топологической группе )ˆ),(( G  и  A|ˆ . 

Доказательство. Если   - множество всех окрестностей единицы в 
топологической группе )),(( A , то совокупность   удовлетворяет условиям 1 
– 4 замечания II.8. Тогда, совокупность , рассмотренная как совокупность 
подмножеств группы )(G , удовлетворяет всем условиям следствия V.2, и 
значит, на группе )(G  существует такая групповая топология ̂ , что   
является базисом окрестностей единицы в топологической группе )ˆ),(( G . 

Как и при доказательстве теоремы VII.12, доказывается, что )(A  является 
открытой подгруппой в топологической группе )ˆ),(( G . 

Так как  }|{ VAV   и эта совокупность является базисом 
окрестностей единицы в топологической группе )|),(( AA  , то, как и при 
доказательстве теоремы VII.12, доказывается, что  A|ˆ . 

Этим теорема полностью доказана. 
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VIII. ГОМОМОРФИЗМЫ И ФАКТОРГРУППА 

ТОПОЛОГИЧЕСКОЙ ГРУППЫ. 

Определение VIII.1. Пусть  ,G  и   ,G  - топологические группы, и 
    GGf :  - групповой гомоморфизм (см. Б.8). Тогда гомоморфизм 
       ,,: GGf  называется: 

VIII.1.1. Непрерывным гомоморфизмом, если отображение 
     ,,: GGf  является непрерывным отображением топологических 

пространств. 
VIII.1.2. Открытым гомоморфизмом, если отображение 
     ,,: GGf  является открытым отображением топологических 

пространств. 
VIII.1.3. Топологическим гомоморфизмом, если отображение 
     ,,: GGf  является открытым и непрерывным отображением 

топологических пространств. 
VIII.1.4. Непрерывным изоморфизмом, если отображение     GGf :  

является изоморфизмом (см. Б.8) и отображение      ,,: GGf  является 
непрерывным отображением топологических пространств. 

VIII.1.5. Открытым изоморфизмом, если отображение     GGf :  
является изоморфизмом и отображение      ,,: GGf  является 
открытым отображением топологических пространств. 

VIII.1.6. Топологическим изоморфизмом, если отображение 
    GGf :  является изоморфизмом и отображение      ,,: GGf  

является непрерывным и открытым отображением топологических 
пространств, т.е.      ,,: GGf  является гомеоморфизмом. 

Замечание VIII.2. Так как изоморфные алгебраические системы (группы, 
кольца, тела и т.д.) обладают одинаковыми алгебраическими свойствами, то в 
алгебре алгебраические системы изучаются с точностью до изоморфизма. 

Аналогично, так как гомеоморфные пространства обладают одинаковыми 
топологическими свойствами, то в общей топологии топологические 
пространства изучаются с точностью до гомеоморфности. 

В топологической алгебре топологические группы, топологические кольца 
и т.д. изучаются с точностью до топологического изоморфизма, так как 
топологические группы, которые являются топологически изоморфными, 
обладают одинаковыми как топологическими, так и алгебраическими 
свойствами.  

В топологической алгебре такие топологические группы иногда 
отождествляются. 
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Теорема VIII.3. Пусть  ),(G  и   ),('G  - топологические группы, и 

    ': GGf  - некоторый групповой гомоморфизм. Тогда верны 
следующие утверждения: 

1. для непрерывности гомоморфизма      ),('),(: GGf  
необходимо и достаточно его непрерывность в точке e ; 

2. для открытости гомоморфизма      ),('),(: GGf  необходимо и 

достаточно, чтобы  Vf  было окрестностью единицы e  в 
топологической группе   ),('G  для любой окрестности V  единицы 

e  в топологической группе  ),(G . 

Доказательство. 
Доказательство утверждения 1. 
Так как непрерывное отображение является непрерывным в любой точке, 

то      ,',: GGf  будет непрерывным отображением и в точке e . 
Этим необходимость доказана. 
Пусть теперь, гомоморфизм      ),('),(: GGf  будет непрерывным 

в точке e , и g  - произвольный элемент из группы )(G . 
Покажем, что отображение      ,',: GGf  будет непрерывным и в 

точке g . 
Если V  - произвольная окрестность точки  gf  в топологической группе 

  ),('G , то, согласно теореме II.2,    Vgf 1  будет окрестностью 

единицы e  в топологической группе   ),('G . 

Так как   eef   и гомоморфизм      ),('),(: GGf  является 
непрерывным в точке e , то существует такая окрестность V  единицы e  в 
топологической группе  ),(G , что      VgfVf  1 . 

Тогда, согласно теореме II.1, Vg   будет окрестностью точки g  в 
топологической группе  ),(G , причём       VfgfVgf  

     VVeVgfgf  1 . 
Из произвольности окрестности V  элемента  gf  в топологической 

группе  ),(G  следует, что гомоморфизм      ),(),(: GGf  является 
непрерывным в точке g , а из произвольности элемента g  следует, что 
гомоморфизм      ),(),(: GGf  является непрерывным. 

Этим утверждение 1 доказано. 
Доказательство утверждения 2.  
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Пусть V  - произвольная окрестность единицы e  в топологической группе 
 ),(G  и U  - такое открытое множество в топологической группе  ),(G , 
что VUe  . Так как отображение      ,',: GGGf  является 

открытым отображением, то    Uf , причём      VfUfefe  , и 
значит,  Vf  является окрестностью единицы e  в топологической группе 
  ),('G . 

Этим необходимость доказана. 
Пусть теперь, V . Если V , то       fVf . 
Если же V , то V  является окрестностью любой своей точки b . 

Согласно теореме II.2, Vb 1  будет окрестностью единицы e  в 
топологической группе  ),(G , и значит,  Vbf 1  будет окрестностью 
единицы e  в топологической группе   ),('G  для любого элемента Vb .  

Тогда, согласно теореме II.1,    Vbfbf  1  будет окрестностью 
элемента  bf  в топологической группе   ),('G  для любого элемента 

Vb . Так как отображение     ': GGf  является гомоморфизмом, то 

     Vbfbf 1     VfVbbf  1  для любого элемента Vb . 
Итак, мы доказали, что  Vf  является окрестностью элемента  bf  в 

топологической группе   ),('G , и значит,  Vf  является окрестностью 

любого элемента из множества  Vf  в топологической группе   ),('G . 

Тогда (см. В.6)    Vf . 
Этим утверждение 2 доказано, и значит, теорема полностью доказана. 

Теорема VIII.4. Пусть  G  и  Ĝ  - группы и GGf ˆ:   - групповой 

гомоморфизм. Если ̂  - некоторая групповая топология в группе )(ˆ G  и   - 
прообраз топологии ̂  относительно отображения f  (см. В. 25), то   является 
групповой топологией в группе )(G . 

Доказательство. Если Gba ,  и V  - окрестность элемента ba   в 
топологическом пространстве  ,G , то существует такое множество W , 

что VWba  , и значит,  WfW ˆ1  для некоторого ̂ˆ W . 

Тогда            WWffWfbafbfaf ˆˆ1   . Так как ̂ˆ W , то 

Ŵ  является окрестностью элемента    bfaf  , и поскольку  ̂),(ˆ G  является 

топологической группой, то существуют такие окрестности  afÛ  и  bfÛ  

элементов  af  и  bf , соответственно, в топологической группе  ̂),(ˆ G , 
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что     WUU bfaf
ˆˆˆ  , и существуют такие   ̂ˆ afV   и   ̂ˆ bfV , что 

     afaf UVaf ˆˆ   и      bfbf UVbf ˆˆ  . 

Тогда     
afa VfV ˆ1  и     

bfb VfV ˆ1 , причём 

     afVfaffa ˆ11    и      bfVfbffb ˆ11   . Так как aV  и 

bV , то множества aV  и bV  будут окрестностями точек a  и b , 
соответственно, в топологическом пространстве  ,G , причём 

 ba VV            
bfafbfaf VVfVfVf ˆˆˆˆ 111

       VWWfUUf bfaf   ˆˆˆ 11 . 
Из произвольности элементов a  и b , и произвольности окрестности V  

элемента ba   в топологическом пространстве  ,G  следует, что в 
топологическом пространстве  ,G  операция умножения является 
непрерывной. 

Если теперь Ga   и V  - окрестность элемента 1a  в топологическом 
пространстве  ,G , то существует такое W , что VWa 1 . Тогда 

 WfW ˆ1  для некоторого ̂ˆ W . 

Так как        WWffWfaf ˆˆ11    и ̂ˆ W , то Ŵ  является 

окрестностью элемента      11   afaf , и поскольку  ̂),(ˆ G  является 

топологической группой, то существует такая окрестность  afÛ  элемента 

 af , что    WU af
ˆˆ 1




, и существует такое множество   ̂ˆ afV , что 

     afaf UVaf ˆˆ  . 

Тогда     
afa VfV ˆ1 , причём      afVfaffa ˆ11   . Так как 

aV , то aV  будет окрестностью точки a  в топологическом пространстве 

 ,G , причём       
 111 ˆ

afa VfV        
 1111 ˆˆ

afaf UfVf  

  VWWf  ˆ1 . 
Из произвольности элемента a  и произвольности окрестности V  

элемента 1a  в топологическом пространстве  ,G  следует, что операция 
взятия обратного элемента является непрерывной, и значит,  ),(G  является 
топологической группой. 

Теорема VIII.5. Пусть  G  и  Ĝ  - группы и )(ˆ)(:  GGf  - групповой 

гомоморфизм. Если ̂  - групповая топология в группе )(ˆ G  и    - прообраз 
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топологии ̂  относительно гомоморфизма f , то верны следующие 
утверждения: 

1. гомоморфизм     ˆ),(ˆ),(:  GGf  является непрерывным; 

2. если GGf ˆ:   является сюръективным отображением, то 

    ˆ),(ˆ),(:  GGf  будет непрерывным и открытым гомоморфизмом; 

3. если GGf ˆ:   является сюръективным отображением, и Â является 

предкомпактным множеством в топологической группе )ˆ),(ˆ( G , то )ˆ(1 Af   
будет предкомпактным множеством в топологической группе )),(( G . 

Доказательство. Если Ga   и V̂  - окрестность элемента  af  в 

топологическом пространстве  ̂,Ĝ , то существует такое множество ̂ˆ U , 

что   VUaf ˆˆ  . Тогда     UfU ˆ1 , причём     affa 1  

  UUf  ˆ1 . 
Так как U , то U  будет окрестностью точки a  в топологическом 

пространстве  ,G , причём      VUUffUf ˆˆˆ1   . 
Из произвольности элемента a  и произвольности окрестности V̂  следует, 

что отображение     ˆ,ˆ,: GGf   является непрерывным. 
Этим утверждение 1) доказано. 
Пусть теперь U . Тогда  UfU ˆ1  для некоторого ̂ˆ U . Так как 

GGf ˆ:   является сюръективным отображением, то (см. А.8) 

     ̂ˆˆ1   UUffUf . 
Из произвольности множества U  следует открытость отображения 

    ˆ,ˆ,: GGf  . 

Так как непрерывность отображения     ˆ,ˆ,: GGf   было доказано 
выше, то утверждение 2 доказано. 

Пусть теперь Â - предкомпактное множество в топологической группе 
)ˆ),(ˆ( G , и V  - произвольная окрестность единицы в топологической группе 
)),(( G  то существует такое множество U , что VUe  . Тогда 

)ˆ(1 UfU   для некоторого ̂ˆ U . 

Так как UUffUfefe ˆ))ˆ(()()(ˆ 1   , то Û  будет окрестностью 

единицы в топологической группе )ˆ),(ˆ( G .  
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Тогда, из предкомпактности множества Â в топологической группе 
)ˆ),(ˆ( G  следует, что существует такое конечное подмножество GS ˆˆ  , что 

USA ˆˆˆ   и SUA ˆˆˆ  . 

Для каждого элемента Ss ˆˆ  выберем  такой элемент Gs , что ssf ˆ)(   

(это возможно ввиду сюръективности отображения     ˆ,ˆ,: GGf  ), и 
пусть S  - множество всех выбранных элементов. 

Тогда из утверждения 1 теоремы Б.12 следует, что 
VSUSUfSUSfAfAffA   )ˆ()ˆˆ()ˆ())(( 1111  и 

SVSUSUfSUfAfAffA   )ˆ()ˆˆ()ˆ())(( 1111 . 
Из конечности множества S  и произвольности окрестности V  следует 

предкомпактность множества A в топологической группе ),( G . 
Этим теорема полностью доказана. 

Теорема VIII.6. Пусть  ),(G  - топологическая группа, N  - нормальный 
делитель в группе  G , и NGG /  - факторгруппа группы  G  по 
нормальному делителю N  (см. Б.10). Если NGGf /:   - канонический 
гомоморфизм (см. Б.11) и   - множество всех окрестностей единицы в 
топологической группе  ),(G , то совокупность    UUf , 
удовлетворяет условиям теоремы V.1, и значит, является базисом окрестностей 
единицы e  для некоторой групповой топологии   на группе )(G . 

Доказательство. Так как    Ufefe   для любого U , то для 
совокупности  выполняется условие 1 теоремы V.1. 

Если 1U  и 2U , то существуют такие множества 21,UU , что 

 11 UfU   и  22 UfU  . Так как      2121 UfUfUUf    и 
21 UU  , то для совокупности   выполняется условие 2 теоремы V.1 

Пусть теперь 1U  и 1U  - такое подмножество, что  11 UfU  . 
Так как  ),(G  является топологической группой и   - множество всех 
окрестностей единицы в топологической группе  ),(G , то существует такое 

множество 2U , что 122 UUU  . Тогда    22 UfU  и  22 UU  

    22 UfUf     1122 UUfUUf  , и значит, для совокупности   
выполняется и условие 3 теоремы V.1. 

Пусть теперь 1U  и 1U  - такое множество из совокупности  , что 

 11 UfU  . Так как   является множеством всех окрестностей единицы в 
топологической группе  ),(G , то существует такое 2U , что 1

1
2 UU  . 
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Тогда    22 UfU  и      1
2

1
2 UfU      11

1
2 UUfUf  , и значит, 

для совокупности   выполняется и условие 4 теоремы V.1. 
Пусть теперь 1U  и Gg  . Тогда существуют такое множество 

1U  и такой элемент Gg  , что  11 UfU   и  gfg  . 
Так как  ),(G  - топологическая группа и   - множество всех 

окрестностей единицы в топологической группе  ),(G , то существует такая 

окрестность 2U , что 1
1

2 UgUg   . Тогда    22 UfU  и 

         1
2

1
2 gfUfgfgUg     11

1
2 UUfgUgf   , и значит, 

для совокупности   выполняется условие 5 теоремы V.1. 
Итак, мы доказали, что совокупность   является базисом окрестностей 

единицы для некоторой групповой топологии   в группе )(G . 

Определение VIII.7. Пусть N  - нормальный делитель в топологической 
группе  ),(G , и NGG /)()(   - факторгруппа группы  G  по 
нормальному делителю N  (см. Б.10). Если NGGf /)()(:   - канонический 
гомоморфизм (см. Б.11), и   - топология, определенная согласно теореме 
VIII.6, то топологическая группа )),(( G  называется  факторгруппой 
топологической группы  ),(G  по нормальному делителю N , и ее будем 
обозначить   NG /),(  . 

Теорема VIII.8. Пусть  ),(G  - топологическая группа, N  - нормальный 
делитель в группе  G , и   NG /),(   - факторгруппа  топологической группы 
 ),(G   по нормальному делителю N . Тогда верны следующие утверждения: 

1. канонический гомоморфизм NGGf /)),(()),((:    является 
непрерывным и открытым гоморфизмом; 

2. если   - базис окрестностей единицы в топологической группе 
)),(( G , то })({  VVf  является базисом окрестностей единицы в 

топологической группе NG /)),((  ; 
3. если топологическая группа )),(( G  обладает базисом окрестностей 

единицы, который состоит из подгрупп (нормальных делителей), то и 
топологическая группа NG /)),((   обладает базисом окрестностей единицы, 
который состоит из подгрупп (нормальных делителей). 

4. если топологическая группа )),(( G  является локально-компактной 
группой, то и топологическая группа NG /)),((   будет локально-компактной 
группой. 
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Доказательство. Пусть Gg  и U  - произвольная окрестность элемента 
)(gfg   в топологической группе   NG /),(  . 

Так как   NG /),(   является топологической группой, то по теореме II.2, 

  Ug 1  будет окрестностью единицы в топологической группе   NG /),(  , 
и значит, существует такая окрестность V  единицы в топологической группе 
 ),(G , что UgVf  1)()(  (см. теорему VIII.6). Тогда (см. теорему II.1) 

Vg   будет окрестностью элемента g  в топологической группе  ),(G , 

причем    )()( VfgfVgf  UUgg  1)( . 
Из произвольности элемента g  и окрестности U  следует непрерывность 

гомоморфизма NGGf /)),(()),((:   . 
Пусть теперь U . 
Если U , то )(Uf . 
Если же U  и Ug  , то U  является окрестностью элемента g  в 

топологической группе  ),(G , и значит, Ug 1  будет окрестностью 
единицы в топологической группе  ),(G . Тогда  (см. теорему VIII.6) 
 Ugf 1  будет окрестностью единицы в  топологической группе 

  NG /),(  . 
Тогда множество  Ugfgf  1)(  будет окрестностью элемента )(gf  в 

  NG /),(  , причем     )(())()( 11 UfUfgfgfUgfgf   . 
Итак, мы доказали, что для любого элемента Ug   множество )(Uf  

является окрестностью элемента )(gf  в топологической группе   NG /),(  .  
Так как })({)( UggfUf  , то )(Uf  является окрестностью любого 

своего элемента, и значит, )(Uf . 
Этим утверждение 1 доказано. 
Пусть теперь   - базис окрестностей единицы в топологической группе 

)),(( G . Тогда )(Vf  будет окрестностью единицы в топологической   группе 
  NG /),(   для любого множества V . 

Кроме того, если U  - окрестность единицы в топологической группе 
  NG /),(  , то )(UfU   для окрестности )(1 UfU   единицы в 
топологической группы )),(( G . 

Так как   является базисом окрестностей единицы в )),(( G , то 

существует такое множество V , что UV  . Тогда )(Vf  и 

UVf )( , и значит,   является базисом окрестностей единицы в 
топологической группе   NG /),(  . 
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Этим утверждение 2 доказано. 
Пусть теперь топологическая группа )),(( G  обладает базисом   

окрестностей единицы, который состоит из подгрупп (нормальных  делителей). 
Так как при сюръективном гомоморфизме гомоморфный образ подгруппы 

(нормального делителя) является подгруппой (нормальным делителем), то из 
предыдущего утверждения  следует верность утверждения 3. 

Если теперь V  - компактная окрестность единицы в топологической 
группе )),(( G , то  Vf  будет компактным множеством, как непрерывный 
образ компактного множества и является окрестностью единицы в 
топологической группе   NG /),(  .  

Итак, мы доказали, что в топологической группе   NG /),(   единица 
обладает компактной окрестностью. 

Так как  Vfg   является окрестностью элемента g  в топологической 
группе   NG /),(   и  Vfg  , как непрерывный образ компактного 
множества является компактным множеством, то в топологической группе 
  NG /),(   всякий элемент обладает компактной окрестностью, т.е. 
топологическая группа   NG /),(   является локально-компактной. 

Этим утверждение 4 доказано, и значит, теорема полностью доказана. 

Теорема VIII.9. Если  ),(G  - топологическая группа, и N  - 
нормальный делитель в группе  G , то факторгруппа   NG /),(   
топологической группы  ),(G  по нормальному делителю N  является 
отделимой тогда и только тогда, когда N  является замкнутым нормальным 
делителем в топологической группе  ),(G . 

Доказательство. Пусть N  является замкнутым нормальным делителем в 
топологической группе  ),(G . Если   - множество всех окрестностей 
единицы в топологической группе  ),(G , то, согласно утверждению 1 
теоремы II.5,    




V
G VNNN , . 

Так как NVNNVNVff  ))((1  для любого множества V , 

то согласно предложению А.8,  








 

VV
VNfVNf . Тогда 

    Nfe  



V

VNf        
 


V V

VfeVfNf   
V

Vf . 

Так как   VVf  является базисом окрестностей единицы в  

топологической группе   NG /),(  , то, согласно утверждению 5 теоремы IV.1, 
топологическая группа   NG /),(   будет отделимой. 
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Пусть теперь топологическая группа   NG /),(   является отделимой 
топологической группой, т.е. топологическое пространство   NG /),(   
является 1T  - пространством. Тогда, согласно теореме В.23, всякое 
одноэлементное множество в нём является замкнутым. В частности,  e  будет 
замкнутым множеством. 

Так как канонический гомоморфизм NGGf /)),(()),((:    является 

непрерывным отображением, то   efN 1  будет замкнутым множеством, 
как прообраз замкнутого множества при непрерывном отображении. 

Этим теорема полностью доказана. 

Теорема VIII.10. Пусть )),(( G  и )'),('( G  - топологические группы,  

N  - нормальный делитель группы )(G  и )(')(:  GGf  - такой групповой 

гомоморфизм, что })({ egfGgN  . Если NGG /:   - 
канонический гомоморфизм и )('/)(:  GNG  - такой гомоморфизм, что 

    ggf   для любого Gg  , то верны следующие утверждения: 
1. Гомоморфизм      ),('/),(: GNG  является непрерывным 

тогда и только тогда, когда      ),('),(: GGf  является непрерывным 
гомоморфизмом. 

2. Гомоморфизм      ),('/),(: GNG  является открытым тогда и 

только тогда, когда      ),('),(: GGf  является открытым 
гомоморфизмом. 

3. Гомоморфизм      ),('/),(: GNG  является топологическим 

тогда и только тогда, когда      ),('),(: GGf  является топологическим 
гомоморфизмом. 

Доказательство. Пусть гомоморфизм      ),('/),(: GNG  

является непрерывным, и пусть Gg  . Если U   - произвольная окрестность 
элемента  gf  в топологической группы )'),('( G , то из непрерывности 

гомоморфизма      ),('/),(: GNG  и того, что     ggf   

следует, что существует такая окрестность V  элемента  g  в топологической 

группе   NG /),(  , что   UV  .  
Из непрерывности гомоморфизма     NGG /),(),(:    следует, что 
 V1  будет окрестностью элемента g  в топологической группе )),(( G , 

причём          UVVVf    11 . 
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Из произвольности элемента g  и произвольности окрестности U   следует, 
что гомоморфизм      ),('),(: GGf  является непрерывным. 

Пусть теперь гомоморфизм      ),('),(: GGf  будет непрерывным, 

и пусть NGg / , и U   - произвольная окрестность элемента  g  в 
топологической группе )'),('( G . Если Gg   такой элемент, что   gg  , 

то из непрерывности гомоморфизма      ),('),(: GGf  и из того, что 

    ggf   следует, что  Uf 1  будет окрестностью элемента g  в 
топологической группе )),(( G , и значит, существует такое множество 

W , что  UfWg  1 . 
Так как гомоморфизм     NGG /),(),(:    является открытым, то 

множество  W  будет открытым множеством в топологической группе 
  NG /),(  , и. так как    Wgg   , то  W  будет окрестностью 
элемента g  в топологической группе   NG /),(  , причём, 

        UUffWfW  1 . 
Из произвольности элемента g  и окрестности U   следует, что 

гомоморфизм      ),('/),(: GNG  является непрерывным. 
Этим утверждение 1. доказано. 
Пусть гомоморфизм      ),('/),(: GNG  является открытым, и 

пусть U . Так как канонический гомоморфизм     NGG /),(),(:    
является открытым гомоморфизмом, то множество  U  будет открытым 
множеством в топологической группе   NG /),(  . Тогда 
       UUf . 

Из произвольности множества U  следует, что гомоморфизм 
     ),('),(: GGf  является открытым. 

Если теперь гомоморфизм      ),('),(: GGf  является открытым, и 

U  - открытое множество в топологической группе   NG /),(  , то из 
непрерывности канонического гомоморфизма     NGG /),(),(:    

следует, что      UU 1 . 
Так как отображение NGG /:   является сюръективным, то 
   UU 1 . Тогда           UfUfUU   11  , и поскольку 

гомоморфизм      ),('),(: GGf  является открытым, то 

      UfU . 
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Из произвольности множества U  следует, что гомоморфизм 
     ),('/),(: GNG  является открытым. 
Этим утверждение 2 доказано. 
Утверждение 3 является следствием утверждений 1 и 2, и значит, теорема 

полностью доказана. 

Следствие VIII.11. Пусть )),(( G  и )'),('( G  - топологические группы. 

Если      ),('),(: GGf  - сюръективный, топологический, групповой 

гомоморфизм и })({ker egfGgN f  , то топологические группы 
NG /)),((   и )'),('( G  являются топологически изоморфными. 

В самом деле, если NGG /)()(:   - канонический гомоморфизм, 
то существует такой изоморфизм )('/)(:  GNG , что     ggf   
для любого Gg   (см. Б.13). Тогда, согласно предыдущей теореме, 

     ),('/),(: GNG  является топологическим изоморфизмом. 

Теорема VIII.12. Пусть )),(( G  - топологическая группа, N  и A - такие 
нормальные делители в группе  G , что AN  , и     NGG /),(),(:    
- канонический гомоморфизм. Тогда топологические группы   AG /),(   и 
    )(//),( ANG   будут топологически изоморфными. 

Доказательство. Согласно теореме VIII.8, канонические гомоморфизмы 
      )(//),(/),(: ANGNG    и     NGG /),(),(:    будут 

топологическими гомоморфизмами. 
 Если    )(//)()(:ˆ ANGG    является таким отображением, что 

    gg  ˆ  для любого Gg  , то    )(//)()(:ˆ ANGG    является 
топологическим гомоморфизмом, как суперпозиция топологических 
гомоморфизмов. 

Если e  - единица в группе    )(//)( ANG  , то 
   egGgA   , и    NANGG ///)()(:ˆ   является 

сюрьективным гомоморфизмом. Тогда, согласно следствию VIII.11, 
топологические группы   AG /),(   и     )(//),( ANG   являются 
топологически изоморфными группами. 

Этим теорема полностью доказана. 
Теорема VIII.13. Пусть в топологической группе )),(( G  заданы 

нормальный делитель N  и подмножество B. Если NGGf /)()(:   - 
канонический гомоморфизм, то множество )(Bf  будет замкнутым в 
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топологической группе NG /)),((   тогда и только тогда, когда BN   является 
замкнутым множеством в топологической группе )),(( G . 

Доказательство. Если B - такое множество в топологической группе 
)),(( G , что BN   является замкнутым множеством в топологической группе 
)),(( G , то  )(\ BNGU  и UUN  . Согласно утверждению 1 

теоремы VIII.8, )(Uf  будет открытым множеством в топологической группе 
NG /)),((  . 

Так как    BBNBff 1  и    UUNUff 1 , то 

       UBUffBff  11 , и значит,     UfBf  . 

Кроме того,      BfBfff 1  и      UfUfff 1 , причём, 
        NGGfUBfUfBf /  . Тогда      UfNGBf \/ , и 

значит,  Bf  является замкнутым множеством в топологической группе 
NG /)),((  . 

Пусть теперь B - такое подмножество в топологической группе )),(( G , 
что )(Bf  является замкнутым подмножеством в топологической группе 

NG /)),((  . 
Так как гомоморфизм NGGf /)),(()),((:    является непрерывным 

гомоморфизмом, то ))((1 Bff   будет замкнутым множеством в 

топологической группе )),(( G , и значит, ))((1 BffBN   является 
замкнутым множеством в топологической группе )),(( G . 

Этим теорема полностью доказана. 
Следствие VIII.14. Если N  является компактным нормальным делителем 

в топологической группе )),(( G , то канонический гомоморфизм 
NGGf /)),(()),((:    является замкнутым отображением (см. В.24). 

В самом деле, если B - замкнутое множество в топологической группе 
)),(( G , то, по теореме III.6, множество BN   является замкнутым 

множеством в топологической группе )),(( G . Тогда, согласно предыдущей 
теореме, множество  Bf  будет замкнутым множеством в топологической 
группе NG /)),((  . 

Из произвольности множества B следует, что отображение 
NGGf /)),(()),((:    является замкнутым отображением. 

Замечание VIII.15. Построим пример топологической группы  ),(G , 
нормального делителя N  в группе )(G  и замкнутого множества A, который 
покажет, что требование в следствии VIII.14, чтобы N  был компактным 
нормальным делителем, являются существенными. 
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Пусть   ., интR   - аддитивная группа действительных чисел с 
интервальной топологией .инт . Рассмотрим подгруппу )(Z  целых чисел и 

множество 






  ...,3,21 k

k
kA . 

Так как )(R  является коммутативной группой, то Z  будет нормальным 
делителем в группе )(R . 

В примере III.5 было показано, что A является замкнутым множеством в 
топологической группе )),(( интR  , а множество AZ   не является 
замкнутым множеством в топологической группе )),(( интR  . 

Тогда, если ZRRf /)()(:   - канонический гомоморфизм, то, 
согласно теореме VIII.13, множество )(Af  не будет замкнутым множеством в 
топологической группе ZR инт /)),((  . 

Теорема VIII.16. Пусть: 
- )),(( G  - топологическая группа; 
- N  - нормальный делитель в группе )(G ; 
- )(B  - подгруппа группы )(G ; 
- NGNG /)),((),/)((   , и NGGf /)()(:   - канонический 

гомоморфизм. 
Если )(BfB   и BNBB  )/()(:   - естественный изоморфизм (см. 

Б.15), то верны следующие утверждения: 
1. изоморфизм )|),(()/()|),((: BB BNBB     является 
непрерывным; 
2. если BN  , то )|),(()/()|),((: BB BNBB     является 

топологическим изоморфизмом; 
3. если )(B  - замкнутая подгруппа в )),(( G  и, N  - компактный 
нормальный делитель, то )|),(()/()|),((: BB BNBB     является 
топологическим изоморфизмом. 
4. если   - некоторый базис окрестностей единицы в топологической 

группе )),(( G  и 



V

VN , то изоморфизм 

)|),(()/()|),((: BB BNBB     является топологическим 
изоморфизмом. 

Доказательство. Если )/()()(: NBBB   - канонический 
гомоморфизм, то ))(()( bbf   для любого элемента Bb .  
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Тогда, согласно теореме VIII.8, гомоморфизм     NGGf /),(),(:    
будет непрерывным гомоморфизмом, и значит, гомоморфизм 

   ))|,((),(: )(BfBB BfBf  )|,( BB   тоже будет непрерывным 
гомоморфизмом, как сужение непрерывного отображения. 

Если e  - единица группы NG /)( , то   egfBgNB  . Тогда 
из утверждения 1 теоремы VIII.10 следует, что 

)|,()/()|,(: BB BNBB    будет непрерывным изоморфизм. 
Этим утверждение 1 доказано. 
Если теперь BN  , то NNB  , и значит, BNBNBB  /)/(  . 

Тогда Bf |  и канонический гомоморфизм BNB /:  будет 
тождественным отображением. 

Покажем, что изоморфизм )|),((/)|),((: BB BNB    является 
открытым. 

Так как ))(()()( bbbf    для любого элемента Bb , то согласно 
утверждению 2 теоремы VIII.10, достаточно доказать, что гомоморфизм 

)|),(()|),((:| BBB BBf    является открытым отображением. 
Если BU | , то VBU   для некоторого множества V . Тогда, 

согласно утверждению 1 теоремы VIII.8, множество )(Vf , причем 
BVfBfVfBVf  )()()()(  . 

Кроме того, если BVfg )(  то существуют такие элементы Gg   и 
Vg 1 , что )()( 1gfggf  . Так как BN  , то  NBNgg1  

BBB  , и значит, BVg 1 . Тогда )()( 1 BVfgfg  . 
Из произвольности элемента g  следует, что )()( BVfBVf   , и 

значит, )()()( UfBVfBVf   . Так как BVf )( , то )(Uf . 
Поскольку )()(| UfUf B  , то )(| Uf B .  
Из произвольности множества U  следует, что   )),((|),(:|   BBf BB  

является открытым гомоморфизмом, и значит, )|,(/)|,(: BB BNB    
будет открытым изоморфизм.  

Тогда, согласно утверждению 1, )|),((/)|),((: BB BNB    будет 

непрерывным изоморфизмом, и значит, )|),((/)|),((: BB BNB    будет 
топологическим изоморфизмом. 

Этим утверждение 2 доказано. 
Пусть теперь )(B  является замкнутой подгруппой в топологической 

группе )),(( G , и N  является компактным нормальным делителем. Так как, 
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согласно утверждению 1, )|),(()/()|),((: BB BBNB     является 
непрерывным изоморфизмом, то достаточно показать, что изоморфизм 

)|),((/)|),((: BB BNB    является открытым отображением.  

Поскольку )(\)()\( UBUB    для любого подмножества 
)/( BNBU  , то достаточно доказать, что отображение 

)|),((/)|),((: BB BNB    является замкнутым отображением. 
Итак, пусть F  будет замкнутым множеством в топологической группе 

NB B /)|),((  . Тогда, из непрерывности канонического гомоморфизма 

)/()()(: NBBB   следует, что )(1 FF   является замкнутым 
множеством в топологической группе )|),(( BB  , а из замкнутости подгруппы 

B в топологической группе )),(( G  следует, что множество )(1 FF   
будет замкнутым множеством в топологической группе )),(( G . 

Тогда, согласно следствию VIII.14, )(Ff  будет замкнутым множеством в 
топологической группе NG /)),((  , и значит, )(Ff  будет замкнутым 
множеством в топологической группе )|),(( BB  . Кроме того, так как 

)())(()( 1 FFfFf    , то )(F  будет замкнутым множеством в 
топологической группе )|),(( BB  . 

Из произвольности множества F  следует, что изоморфизм 
)|),((/)|),((: BB BNB    является замкнутым отображением. 

Этим утверждение 3 доказано. 
Пусть теперь 




V
VN . Так как, согласно утверждению 1, изоморфизм 

)|),((/)|),((: BB BNB    является непрерывным, то осталось 
проверить, что он является и открытым, а согласно утверждению 2 теоремы 
VIII.10, достаточно проверить, что гомоморфизм 

)|),(()|),((:| BBB BBf    является открытым гомоморфизмом. 
Итак, пусть U  - произвольная окрестность единицы в топологической 

группе )|),(( BB  , и пусть V  - такая окрестность единицы в топологической 
группе )),(( G , что VBU  . Если 1V  - такая окрестность единицы в 
топологической группе )),(( G , что VVV  11 , то  11 VVV  

))(( 1
1

1 VffVN  . 
Тогда, из предложения А.8 следует, что  )()( BVfUf   

)()()()))((( 111
1 VfBVfBfVffBf   . Так как )( 1Vf  является 

окрестностью единицы в топологической группе NG /)),((  , то )( 1VfB   
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будет окрестностью единицы в топологической группе )|),(( BB  , и значит, 
множество )(Uf  будет окрестностью единицы в топологической группе 

)|),(( BB  . 
Тогда из произвольности окрестности U  и утверждения 2 теоремы VIII.3 

следует, что гомоморфизм )|),(()|),((:| BBB BBf    будет открытым 
гомоморфизмом. 

Этим доказано утверждение 4, и значит, теорема полностью доказана. 
Замечание VIII.17. Позже (см. теорему IX.9) будет показано, что в общем 

случае изоморфизм )|,)(()/()|),((: BB BNBB     другими свойствами 
кроме непрерывности не обладает. 

Теорема VIII.18. Если в топологической группе  ),(G , существует 
такой нормальный делитель N  группы )(G , который является связным 
множеством в топологической группе   ),(G  и   NG /),(   является связной 
группой, то и топологическая группа  ),(G  будет связной группой. 

Доказательство. Допустим противное, т.е., что  топологическая группа 
 ,G  не является связной группой и пусть U  - такое открыто-замкнутое 
множество в топологической группе  ,G , что U  и GU  . 

Покажем вначале, что UUN  . В самом деле, для любого элемента 
Ug   множество )(NRgN g , как непрерывный образ (см. теорему I.3) 

связанного множества, будет связным множеством в топологической группе 
 ),(G  и UgNgeg  . Так как U  является открыто-замкнутым 
множеством, то (см. теорему В. 31) UgN  . Из произвольности элемента g  
следует, что UUN  , и значит, UUN  . 

Тогда, согласно утверждению 1 теоремы VIII.8 и теоремы VIII.13, 
множество  Uf  будет открыто-замкнутым множеством в топологической 
группе   NG /),(  . 

Так как топологическая группа   NG /),(   является связной группой и 
  Uf , то   NGUf / . Тогда 

     GNGfUffUNU   /11 . Получили противоречие с выбором 
множества U . 

Этим теорема полностью доказана. 
Теорема VIII.19. Если C  - связная компонента единицы в топологической 

группе  ),(G , то топологическая группа   CG /),(   является вполне 
несвязной группой. 

Доказательство. Допустим противное, т.е. что топологическая группа 
  CG /),(  не является вполне несвязной группой. Тогда в топологической 
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группе   CG /),(   имеется связное множество, которое содержит больше чем 
один элемент. 

Если C  - связная компонента единицы e  в топологической группе 
  CG /),(  , то из теоремы III.11 следует, что  eC  , и значит, 

 CfDC 1 , где CGGf /)()(:   - канонический гомоморфизм. 
Так как, согласно утверждению 2 теоремы VIII.16, топологические группы 

CD D /)|),((   и )|),(( CC   являются топологически изоморфными, то 

топологическая группа CD D /)|),((   будет связной. 
Тогда, согласно предыдущей теореме, топологическая группа )|),(( DD   

является связной, и значит, D  будет связным множеством в топологической 
группе  ,G , причем DC  . 

Получили противоречие с тем, что C  является связной компонентой 
единицы в  топологической группе  ),(G . 

Этим теорема полностью доказана. 
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IX. ПРОИЗВЕДЕНИЕ ТОПОЛОГИЧЕСКИХ ГРУПП 

Теорема IX.1. Пусть дана некоторая совокупность }|)),({(  G  

топологических групп, 





 )()(ˆ GG  - прямое произведение совокупности 

}|)({  G  групп (см. Б.17) и ̂  - топология произведения 


  ),(G  

совокупности }|),{( G  топологических пространств (см. В.42). Тогда 
верны следующие утверждения: 

1. )ˆ),(ˆ( G  является топологической группой (эту группу будем 
обозначать ),)(( 


 


G ) 

2. проекция ),(),)((:
000 


  GG 


 является сюръективным, 

топологическим (см. VIII.1) гомоморфизмом для каждого элемента 0 . 

Доказательство. Согласно Б.16, )(ˆ G  является группой и для каждого 
0  проекция ),(),)((:

000 


  GG 


 является сюръективным, 

групповым гомоморфизмом. Так как ))((
0
G  является топологической группой 

и 
0̂

  является прообразом топологии 
0

  относительно гомоморфизма 

)),((),)((:
000 


  


GG , то, согласно теореме VIII.4, 

0̂
  будет 

групповой топологией на группе )(ˆ G  для каждого элемента 0 . Тогда, 
согласно теореме I.6, }|ˆsup{ˆ     будет групповой топологией на 

группе )(ˆ G  причем, (см. В.43), ),(),(:
000 


  GG 


 будет открытым 

и непрерывным отображением.  
Этим теорема полностью доказана.  

Теорема IX.2. Пусть дана некоторая совокупность }|)),({(  G  

топологических групп, и 





 )()(ˆ GG  - прямое произведение совокупности 

}|)({  G  групп (см. Б.16). Если ̂  - прообраз топологии   
относительно гомоморфизма )()(: 





 GG  и   - множество всех 

окрестностей единицы в топологической группе )ˆ),(ˆ( G  то совокупность   

всех множеств вида 


Û , где  Û  является базисом окрестностей 

единицы для некоторой групповой топологии ~ на группе )(ˆ G , причем для 
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каждого 0  проекция ),()~,ˆ(:
000   GG   будет сюръективным, 

топологическим (см. VIII.1) гомоморфизмом. 

Доказательство. Если ê  - единица в группе )(ˆ G , то Ue ˆˆ  для любого 

 . Тогда 





Ue ˆˆ , и значит, совокупность   удовлетворяет условию 1 

теоремы V.1. 

Если 


Û   и 


V̂  , то 


















 








 VUVU ˆˆ)ˆ(   и 

 


 )ˆ( VU  , и значит, совокупность   удовлетворяет условию 2 

теоремы V.1. 
Если 


Û  , то для каждого   существует такое множество 

 V̂ , что  UVV ˆˆˆ  . Тогда  


V̂   и 

  





























 UVVVV ˆˆˆˆˆ , и значит, совокупность   

удовлетворяет условию 3 теоремы V.1. 
Аналогично, если 


Û  , то для каждого   существует такое 

множество  V̂ , что    UV ˆˆ 1



. Тогда 


V̂   и 

  























 UVV ˆˆˆ 1
1

, и значит, совокупность   удовлетворяет 

условию 4 теоремы V.1. 
Если теперь 


Û   и Gg ˆˆ  , то для каждого   существует такое 

множество  V̂ , что  UgVg ˆˆˆˆ 1   . Тогда 


V̂   и 

  























 UgVggVg ˆˆˆˆˆˆˆ 11 , и значит, совокупность   

удовлетворяет и условию 5 теоремы V.1. 
Итак, мы доказали, что совокупность   удовлетворяет всем условиям 

теоремы V.1, и значит, она задает на группе )(ˆ G  некоторую групповую 
топологию ~ , являясь базисом окрестностей единицы. 
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Для завершения доказательства теоремы осталось проверить, что проекция 
)),(()~),(ˆ(:

000    GG  является сюръективным, топологическим 

гомоморфизмом для любого элемента 0 . 

Если ̂  - топология прямого произведения топологических пространств, то, 
согласно теореме IX.1, проекция ),()ˆ,ˆ(:

000   GG   является 

сюръективным, топологическим гомоморфизмом для любого 0 .  

Так как любая окрестность единицы топологической группы )ˆ),(ˆ( G  

является окрестностью единицы топологической группы )~),(ˆ( G , то из 

непрерывности гомоморфизма )),(()ˆ),(ˆ(:
000    GG  следует 

непрерывность гомоморфизма )),(()~),(ˆ(:
000    GG  для любого 

элемента 0 . 

Пусть теперь 




UU ˆ~
. Тогда )ˆ(

0  UU   будет окрестностью 

единицы в топологической группе )),((  G  для любого элемента  . 

Если 
00  Ug   и Gg ˆˆ   - такой элемент, что 

00
)ˆ(  gg   и  eg )ˆ(  для 

любого 0  , то   UUgg ˆ)())ˆ((ˆ 11    для любого элемента 

 , и значит, UUg ~ˆˆ 




 . Так как )~()ˆ(
000

Ugg    , то, из 

произвольности элемента 
00  Ug  , следует, что )~(

00
UU   , и значит, 

)~(
0

U  будет окрестностью единицы в топологической группе )),((
00  G  для 

любого элемента 0 . 

Тогда, согласно теореме VIII.3, )),(()~),(ˆ(:
000    GG  является 

открытым гомоморфизмом. 
Этим теорема полностью доказана. 
Определения IX.3: 
1. групповую топологию ̂ , указанную в теореме IX.1, будем называть 

топологией прямого произведения совокупности }|)),({(  G  

топологических групп, а топологическую группу )ˆ,ˆ( G  будем называть 
прямым произведением совокупности }|)),({(  G  топологических 
групп. 

2. групповую топологию ~ , указанную в предыдущей теореме, будем 
называть кирпичной топологией в прямом произведении совокупности 

}|)),({(  G  топологических групп.  
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Теорема IX.4. Пусть дана совокупность }|),{( G  топологических 

групп, 





 )()(ˆ GG  - прямое произведение совокупности }|)({  G  

групп. Если 





 )()(~ GG  - прямая сумма совокупности }|)({  G  

групп (см. Б.18), то верны следующие утверждения:  
1. если ̂  - топология прямого произведения на группе Ĝ , то группа )(~ G  

является плотным подмножеством (см. В.10) в топологической группе 
 )ˆ),(ˆ( G  ),)(( 


 


G ; 

2.. если ~  - кирпичная топология в прямом произведении 





 )()(ˆ GG , 

то группа )(~ G  является замкнутым множеством в топологической группе 

 )~),(ˆ( G  ),)(( 


 


G . 

Доказательство. Пусть ),)((ˆ 


 


 Gg  и Û  - произвольная 

окрестность элемента ĝ  в топологической группе )ˆ),(ˆ( G . Так как 
}|ˆsup{ˆ    , то, согласно утверждению 2 теоремы В.17, существует 

конечное множество }ˆ,,ˆ{
1 n    топологий на группе )(ˆ G  и такие 

окрестности 
n

UU 
ˆ,,ˆ

1
  элемента ĝ  в топологических пространствах 

)ˆ),(ˆ(,),ˆ),(ˆ(
1 n

GG     , соответственно, что 
n

i
i

UU
1

ˆˆ


  .  

Для каждого числа ni 1  существует такое открытое множество 

ii
V  ̂ˆ  , что 

ii
UVg 
ˆˆˆ  . 

Из определения топологий ̂  (см. В.42 и В.25) следует, что )(ˆ 1
iii

VV    , 

где 
ii

V    для каждого числа ni 1 . 

Рассмотрим такой элемент Gg ˆ'ˆ  , что )ˆ()'ˆ( gg     если 
},,{ 1 n   и  eg )'ˆ(  если },,{ 1 n  . Тогда 





 )('ˆ Gg , и так 

как 
iiiiiiii

VVVgg     ))(()ˆ()ˆ()'ˆ( 1  для любого числа 

ni 1 , то 
iiii

UVVg  ˆˆ)('ˆ 1    для любого числа ni 1 , и значит, 

UUg
n

i
i

ˆˆ'ˆ
1



  . 
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Итак, мы доказали, что UGg ˆ))(('ˆ 





 , и значит, 


UG ˆ))(( 


 . 

Из произвольности окрестности Û   следует, что 
)ˆ,ˆ(

)(ˆ



G

Gg 



  


, а из 

произвольности элемента ĝ  следует, что 
)ˆ,ˆ(

)(ˆ



G

GG 



  


. 

Этим утверждение 1 доказано. 
Докажем теперь утверждение 2. Допустим противное, т.е. что )(~ G  не 

является замкнутым нормальным делителем в топологической группе )~),(ˆ( G . 

Тогда )~,ˆ(])([)(~



 GGG 


 . Если )(~\])([ˆ

)~,ˆ(  


GGg G 


 , то множество 

})ˆ(|{  egA   является бесконечным.  
Так как для каждого элемента A  топологические группы )),((  G  

является отделимой, то в топологической группе )),((  G  имеется такая 

окрестность V  единицы, что  Vg 1))ˆ(( .  

Возьмем  GV   для любого элемента A . Тогда 





 )(~ 1 VV  

будет окрестностью единицы в топологической группе )~),(ˆ( G , причем 

 eh )ˆ(  для любого элемента gVh ˆ~ˆ   и любого элемента A .  

Так как для любого элемента Gg ~~  множество })(|{  eg   

является конечным, а множество A является бесконечным, то  gVG ˆ~~  .  

С другой стороны, поскольку gV ˆ~   является окрестностью элемента ĝ  в 

топологической группе )~),(ˆ( G , и )~,ˆ(]
~[ˆ

GGg  , то  gVG ˆ~~  . 

Получили противоречие. 
Этим утверждение 2 доказано, и значит, теорема полностью доказана. 

Теорема IX.5.  Пусть ),)(()ˆ),(ˆ( 


  


 GG  - прямое произведение 

семейства }|),{( G  топологических групп. Если   и 

})ˆ(|ˆˆ{ˆ    дляegGgG , то топологические группы )),((  G  и 

)|ˆ),(ˆ( ˆ


 GG   являются топологически изоморфными. 

Доказательство. Согласно теореме IX.1, )),(()ˆ),(ˆ(:    GG  
является непрерывным гомоморфизмом. Тогда (см. В.30) и отображение 
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)),(()|ˆ),(ˆ(:| ˆˆ  


 GG GG  будет непрерывным отображением как 

сужение непрерывного отображения. 
Легко заметить, что )()(ˆ:| ˆ   

 GGG  является групповым 

изоморфизмом. 
Для завершения доказательства теоремы осталось проверить, что 

)),(()|ˆ),(ˆ(:| ˆˆ  


 GG GG  является открытым отображением. 

Согласно теореме VIII.3, достаточно проверить, что )(| ˆ VG  будет 

окрестностью единицы в топологической группе )),((  G  для любой 

окрестности V  единицы в топологической группе )|ˆ),(ˆ( ˆ


 GG  . 

Итак, пусть V  - окрестность единицы в топологической группе 
)|ˆ),(ˆ( ˆ


 GG  . Тогда GVV ˆˆ   для некоторой окрестности V̂  единицы в 

топологической группе )ˆ),(ˆ( G .  
Из определения топологии ̂  следует, что существует такое конечное 

подмножество },,{ 1 n   и существуют такие открытые множества 

n
UU 
ˆ,,ˆ

1
  в топологических пространствах )ˆ),(ˆ(,),ˆ),(ˆ(

1 n
GG     , 

соответственно, что VUe
n

i
i

ˆˆˆ
1



  .  

Из определения топологий ̂  (см. В.42) следует, что существуют такие 

множества 
iiU  , что )(ˆ 1

iii
UU     для любого натурального числа 

ni 1 , и значит, VGVGUe
n

i
i












ˆˆˆˆˆ
1

 . 

Так как ),()ˆ,ˆ(:   GG   является открытым отображением, то 

  


)ˆ(
1


n

i
i

UU .  

Покажем, что )(|)( ˆ VVU G   . 

В самом деле, если  Ug  , то рассмотрим такой элемент Gg ˆˆ  , что 

 gg )ˆ(  если    и  eg )ˆ(  если   .  

Так как  Ugg
i

)ˆ(  если  i  и )ˆ()ˆ( Veg
iii     если 

 i , то 
i

Ug 
ˆˆ   для любого числа ni 1 , и значит VUg

i

n

i

ˆˆˆ
1




 .  
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Кроме того, поскольку  eg )ˆ(  если   , то Gg ˆˆ  , и значит, 

VVGg  ˆˆˆ  . Так как  gg )ˆ( , то из произвольности элемента g  
следует, что )(|)( ˆ VVU G   , а из произвольности окрестности V  

следует, что )),(()|ˆ),(ˆ(:| ˆˆ  


 GG GG  является открытым 

отображением. 
Этим теорема полностью доказана. 

Теорема IX.6.  Пусть дано семейство }|),{( G  топологических 

групп, 





 )()(ˆ GG  - прямое произведение и 





 )(~ GG  - прямая сумма 

семейства }|)({  G   групп. Если ̂  и ~  - топологии прямого 
произведения и кирпичная топология в прямом произведении, соответственно, 
то следующие утверждения эквивалентны: 

1.   топологическая группа )ˆ),(ˆ( G  является связной; 
2. каждая топологическая группа из семейства }|),{( G  является 

связной; 
3.  топологическая группа )|~,~( ~GG   является связной; 

4. топологическая группа )|ˆ,~( ~GG   является связной. 

Доказательство. Доказательство проведем по схеме .14321   
Итак, пусть топологическая группа )ˆ),(ˆ( G  является связной. Так как для 

любого элемента   отображение ),()ˆ,ˆ(:   GG   является 
непрерывным, сюръективным отображением, то, согласно теореме В.30, для 
каждого элемента   топологическая группа )),((  G  будет связной, и 
значит .21  

Пусть теперь, для каждого элемента    топологическая группа 
)),((  G  является связной. Тогда, согласно теореме IX.5, каждое из множеств 

})ˆ(|ˆˆ{ˆ    дляegGgG  будет связным множеством в 

топологической группе )ˆ),(ˆ( G , и значит, топологическая группа 

)|ˆ),(ˆ( ˆ


 GG   будет связной группой.  

Легко заметить, что 


 GG ˆˆ |~|ˆ   для любого элемента  . Тогда 

топологическая группа )|~,ˆ( ˆ


 GG  будет связной группой, и так как GG ~ˆ   
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для любого элемента  , то каждое из множеств Ĝ  будет связным 

множество в топологической группе )|~,~( ~GG   и содержит единицу ê .  

Тогда, если C~  - связная компонента единицы ê  в топологической группе 
)|~,~( ~GG  , то CG ~ˆ   для любого элемента  . Легко заметить, что группа 

)(~ G  порождается (см. Б.7) множеством 


Ĝ .  

Так как (см. теорему III.11) C~  является подгруппой группы )(~ G , то 

GC ~~  , и значит, топологическая группа )|~,~( ~GG   является связной. 
Следовательно, 32  . 
Пусть теперь )|~,~( ~GG   является связной группой. Так как  ˆ~  , то 

GG ~~ |ˆ|~   . Тогда тождественное отображение топологической группы )|~,~( ~GG   

на топологическую группу )|ˆ,~( ~GG   будет непрерывным, и значит, (см. 

утверждение 2 теоремы В.30) топологическая группа )|ˆ,~( ~GG   будет связной.  
Следовательно, 43 . 
Пусть теперь топологическая группа )|ˆ,~( ~GG   является связной. Тогда G~  

будет связным множеством в топологической группе )ˆ),(ˆ( G .  
Согласно утверждению 1 теоремы IX.4, множество G~  будет плотным в 

топологической группе )ˆ),(ˆ( G , и значит, GG G
ˆ]~[ )ˆ,ˆ( 


. Тогда из теоремы В.29 

следует, что )ˆ),(ˆ( G  будет связной группой. 
Следовательно, 14  . 
Этим теорема полностью доказана. 

Теорема IX.7. Если ),)(()ˆ),(ˆ( 


  


 GG  - прямое произведение 

семейства }|)),({(  G  топологических групп, то подмножество GA ˆˆ   

является предкомпактным в топологической группе )ˆ),(ˆ( G  тогда и только 

тогда, когда для любого элемента   множество )ˆ(A  будет 
предкомпактным в топологической группе )),((  G . 

Доказательство. Необходимость. Если подмножество GA ˆˆ   является 

предкомпактным в топологической группе )ˆ),(ˆ( G , то  из теоремы IX.1 и 
утверждения 6 теоремы III.13 следует, что для любого   множество 

)ˆ(A  будет предкомпактным в топологической группе )),((  G . 
Этим необходимость доказана. 
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Достаточность. Пусть для любого элемента   множество )ˆ(A  
является предкомпактным в топологической группе )),((  G . Тогда, 
согласно утверждению 3 теоремы VIII.5, для любого элемента   
множество ))ˆ((1 A    будет предкомпактным в топологической группе 

)ˆ),(ˆ( G  (определение топологии ̂  см. в В.42). Так как ))ˆ((ˆ 1 AA    , то 

множество Â будет предкомпактным в топологической группе )ˆ),(ˆ( G . для 

любого элемента  . Тогда, согласно теореме III.15, множество Â будет 
предкомпактным в топологической группе )ˆ),(ˆ( G , ибо }|ˆsup{ˆ    . 

Этим теорема полностью доказана. 

Следствие IX.8. Прямое произведение ),)(()ˆ),(ˆ( 


  


 GG  семейства 

}|)),({(  G  топологических групп является предкомпактной группой 
тогда и только тогда, когда для любого элемента   топологическая группа 

)),((  G  является предкомпактной группой. 

Теорема IX.9. Если )),(( 11 G  и )),(( 22 G  - топологические группы и 
)),(()),((: 2211   GGf  - непрерывный групповой изоморфизм, то в 

прямом произведении )),(()),(()ˆ),(ˆ( 2221   GGG  топологических групп 

)),(( 11 G  и )),(( 22 G , существует такая подгруппа )|ˆ),(~( ~GG   и существует 

такой топологический групповой изоморфизм )),(()|ˆ),(~(:~
11~   GGf G , что 

)|(~
~2 Gff   (см. А.6). 

Доказательство. Если }|ˆ))(,{(~
1GgGgfgG  , то легко заметить, 

что )(~ G  является подгруппой группы )(ˆ G , причем отображение 

)()(~:~
1  GGf , переводящее элемент Ggfg ~))(,(   в элемент 1Gg  , 

является групповым изоморфизмом, причем )|(~
~2 Gff  . 

Согласно теореме V.4, )|ˆ),(~( ~GG   является топологической группой. 

Проверим, что )),(()|ˆ),(~(:~
11~   GGf G  является топологическим 

изоморфизмом. 
Если U~  - окрестность единицы в топологической группе ))|ˆ),(~( ~GG  , то 

существуют такие окрестности U  и V  единицы в топологических группах  
)),(( 11 G  и )),(( 22 G , соответственно, что ))()((~~ 1

2
1

1 VUGU    . Так 
как )),(()),((: 2211   GGf  является непрерывным изоморфизмом, то 
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существует такая окрестность 1U  единицы в топологической группе )),(( 11 G , 
что VUf )( 1 . Тогда 1UU   будет окрестностью единицы в топологической 
группе )),(( 11 G .  

Если теперь, 1UUg  , то Vgfgfg  )()))(,((2 , и значит, 

)())(,( 1
2 Vgfg  . Кроме того,  )))(,((')))(,((1 gfgfggfg   

UUUgf ()())(( 1111    ), и значит, )())(,( 1
1 Ugfg  .  

Тогда UVUGgfg ~))()((~))(,( 1
2

1
1     , и значит, 

)~(~)))(,((~ Ufgfgfg  .  
Из произвольности элемента g  следует, что )~(~

1 UfUU  , и значит, 

)~(~ Uf  будет окрестностью единицы в топологической группе ),( 11 G . Тогда, 

согласно теореме .VIII.3, изоморфизм )),(()|ˆ),(~(:~
11~   GGf G  будет 

открытым изоморфизмом. 
Если теперь 2U  - окрестностью единицы в топологической группе ),( 11 G , 

то )( 2
1

1 U  будет окрестностью единицы в топологической группе )ˆ,ˆ( G . 

Тогда )(~
2

1
1 UG   будет окрестностью единицы в топологической группе 

)~,~( G , причем для любого элемента )(~))(,( 2
1

1 UGgfg    имеем, что 

22
1

11 ))(()))(,((~ UUggfgf   . 

 Из произвольности элемента )(~))(,( 2
1

1 UGgfg    следует, что 

22
1

1 ))(~(~ UUGf  . Тогда, согласно теореме VIII.2, изоморфизм 

)),(()|ˆ),(~(:~
11~   GGf G  будет непрерывным изоморфизмом. 

Этим теорема полностью доказана. 

Теорема IX.10. Пусть }|{   - некоторое множество групповых 
топологий на группе )(G  и для любого элемента   рассмотрим 
топологическую группу. )),(()),((    GG . Если в прямом произведении 

),)(()ˆ),(ˆ( 


  


 GG  семейства }|)),({(  G  топологических групп 

для каждого элемента Gg   рассмотрим такой элемент gĥ , что ghg )ˆ(  

для любого  , то множество }|ˆ{~ GghG g   является подгруппой 

группы )(ˆ G , причем топологические группы )|ˆ),(~( ~GG   и 
})|sup{),((   G  являются топологически изоморфными. 
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Доказательство. Если каждому элементу Gg   поставим в соответствии  

элемент Ghg
~ˆ   (обозначение элемента gĥ  см. в формулировке теоремы), то 

определим отображение GG ~:  .  

Легко заметить, что )(~)(:  GG  является групповым изоморфизмом. 

Проверим, что )|ˆ),(~(})|sup{),((: ~GGG     является 
открытым изоморфизмом. 

Если U  - окрестность единицы в топологической группе 
})|sup{),((   G , то (см. утверждение 2 теоремы В.17) существует 

конечное подмножество }|{},,{
1

   n
  групповых топологий и 

существуют такие окрестности nUU ,,1   единицы в топологических группах 

)),((,),),((
1 n

GG     , соответственно, что 
n

j
jUU

1
 . Тогда 


n

j
jUU

j
1

1 )(ˆ


   будет окрестностью единицы в топологической группе )ˆ,ˆ( G , 

и значит, GU ~ˆ   будет окрестностью единицы в топологической группе 
)|ˆ),(~( ~GG  . 

 Если теперь GUg ~ˆˆ  , то ghg ˆˆ   для некоторого элемента Gg  . Так 

как jUg
j

)ˆ(  для любого nj 1  и ghg g  )ˆ()ˆ(    для любого 

 , то 
n

j
jUg

1
 . Кроме того, ghg g ˆˆ)(  , и значит, ).(ˆ Ug   Из 

произвольности элемента ĝ  следует, что GUU ~ˆ)(  . Тогда (см. теорему 

VIII.3) )|ˆ),(~(})|sup{),((: ~GGG     будет открытым 
изоморфизмом  

Для завершения доказательства теоремы осталось проверить, что 
)|ˆ),(~(})|sup{),((: ~GGG     является непрерывным 

изоморфизмом. 
Если U~  - окрестность единицы в топологической группе )|ˆ),(~( ~GG  , то 

существует конечное множество },,{ 1 n  , и существуют такие 
окрестности nUU ,,1   единицы в топологических группах 

)),((,),),((
11 nn

GG     , соответственно, что 
n

j
jUU

j
1

1 )(~


  .  
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Тогда nUU ,,1   будут окрестностями единицы в топологических группах 

)),((,),),((
1 n

GG     , соответственно, и значит, 
n

j
jUU

1
  будет 

окрестностью единицы в топологической группе })|sup{),((   G . Если 

теперь Ug  , то jg Ugh
j

)ˆ(  для любого nj 1 , и значит, 

UUhg
n

j
jg j

~)(ˆ)(
1

1 


  . Из произвольности элемента Ug   следует, что 

UU ~)(  . Тогда, согласно теореме VIII.2, будет непрерывным изоморфизм 

)|ˆ),(~(})|sup{),((: ~GGG      
Этим теорема полностью доказана. 

Теорема IX.11. Пусть топологическая группа )ˆ),(ˆ( G  является прямым 
произведением семейства }|)),({(  G  топологических групп, )),(( G  
- некоторая топологическая группа, и для каждого   задан некоторый 
групповой гомоморфизм )()(:   GGf . Если 





 )()(: GG  - 

гомоморфизм, указанный в Б.22, то )ˆ,)(()),((: 





 GG  будет 

непрерывным гомоморфизмом тогда и только тогда, когда для каждого 
элемента   гомоморфизм )),(()),((:    GGf  будет непрерывным 
гомоморфизмом. 

Доказательство. Пусть для каждого элемента   гомоморфизм 
)),(()),((:    GGf  является непрерывным, и Û  - окрестность единицы 

в топологической группе )ˆ),(ˆ( G . Тогда существует конечное множество 
},,{ 1 n  , и существуют такие окрестности nUU ,,1   единицы в 

топологических группах )),((,),),((
11 nn

GG     , соответственно, что 


n

j
jUU

j
1

1 )(ˆ


  .  

Так как для каждого   гомоморфизм )),(()),((:    GGf  
является непрерывным, то существуют такие окрестности nVV ,,1   единицы в 
топологической группе )),(( G , что jj UVf

j
)(  для любого nj 1 . 

Тогда 
n

j
jVV

1
  будет окрестностью единицы в топологической группе 

)),(( G .  
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Если теперь Ug  , то jUgfg
jj

 )())((    для любого nj 1 , и 

значит, UUg
n

j
jj

ˆ)()(
1

1 


  . Из произвольности элемента Vg   следует, 

что UV ˆ)(  . Тогда, согласно утверждению 1 теоремы VIII.3, гомоморфизм 
)ˆ,)(()),((: 





 GG  будет непрерывным  

Пусть теперь гомоморфизм )ˆ,)(()),((: 





 GG  является 

непрерывным и  . Так как ))(()( ggf     для любого элемента 

Gg  , то   f , и поскольку (см. теорему IX.1) гомоморфизм 
),()ˆ,)((: 


  GG 


 является непрерывным гомоморфизмом, то 

  f  будет непрерывным гомоморфизмом, как суперпозиция 
непрерывных гомоморфизмов. 

Этим теорема полностью доказана. 

Определение IX.12. Если в топологической группе )),(( G  задана такая 
совокупность }|{ A  нормальных делителей, что }{eA 





 , то 

говорим, что топологическая группа )),(( G  является подпрямым 
произведением семейства }|/)),({(   AG  топологических групп. 

Теорема IX.13. Пусть топологическая группа )),(( G  является 
подпрямым произведением семейства }|/)),({(   AG  топологических 
групп  AG /)),((   и  AGGf /)()(:   - канонический гомоморфизм для 
каждого  . Если 


 AGG /)()(: 


  - отображение, указанное в Б.21, 

то 


 AGG /)()),((: 


  будет инъективным непрерывным групповым 

гомоморфизмом. 
Доказательство. Так как в этом случае гомоморфизм 




 AGG /)()(: 


  совпадает с гомоморфизмом, который указан в Б.22, то, 

согласно теореме IX.11, гомоморфизм 


 AGG /)),(()),((: 


  будет 

непрерывным. Кроме того, в формулировке теореме Б.21 утверждалась 
инъективность гомоморфизма 


 AGG /)()(: 


 . 

Этим теорема полностью доказана. 
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X. ПОЛНЫЕ ТОПОЛОГИЧЕСКИЕ ГРУППЫ И 
ИХ СВОЙСТВА. 

Определение X.1. Если )),(( G  - топологическая группа и   - фильтр на 
множестве G  (см. А.21), то   называется фильтром Коши в топологической 
группе )),(( G , если для любой окрестности V  единицы в топологической 
группе )),(( G  существует такое множество F , что VFF  1 . 

Теорема X.2. Пусть даны топологические группы )),(( G  и )'),('( G , и 

)'),('()),((:   GG  - непрерывный гомоморфизм. Если   является 
базисом фильтра Коши в топологической группе )),(( G , то совокупность 

}|)({ FF  будет базисом некоторого фильтра Коши '  в топологической 
группе )'),('( G . 

Доказательство. Легко заметить, что совокупность }|)({ FF  
подмножеств группы )(' G  удовлетворяет условиям теоремы А.25, и значит, 
она является базисом некоторого фильтра '  во множестве 'G . 

Если теперь 'V  - произвольная окрестность единицы в топологической 
группе )'),('( G , то )'(1 VV   будет окрестностью единицы в 

топологической группе )),(( G , и значит, существует такое множество 

F , что VFF  1 . Тогда ')()()()( 11 VVFFFF    . 
Из произвольности окрестности 'V  следует, что '  является фильтром 

Коши в топологической группе )'),('( G . 
Этим теорема полностью доказана. 

Теорема X.3. Пусть для групп )(G  и )(' G  дан  сюръективный групповой 

гомоморфизм )(')(:  GG . Если '  - групповая топология на группе 

)(' G  и   - прообраз топологии '  относительно гомоморфизма   (см. VIII.4), 

то для любого фильтра '  Коши в топологической группе )'),('( G , 

совокупность }''|)'({ 1  FF  будет базисом некоторого фильтра Коши в 
топологической группе )),(( G . 

Доказательство. Из сюръективности отображения ': GG   легко 

следует, что совокупность }''|)'({ 1  FF  подмножеств группы )(G  
удовлетворяет условиям теоремы А.25, и значит, она является базисом 
некоторого фильтра   во множестве G . 

Покажем, что   является фильтром Коши в топологической группе 
)),(( G . 
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Если V  - окрестность единицы в топологической группе )),(( G , и U  - 

такое множество, что U  и VUe  , то )'(1 UU   для некоторого 
множества 'U .  

Так как ')()(' UUee   , то 'U  является окрестностью единицы в 
топологической группе )'),('( G , и поскольку '  является фильтром Коши в 

топологической группе )'),('( G , то ')'(' 1 UFF    для некоторого 
множества '' F .  

Тогда VUUFFFF   )'())'('())'(()'( 111111  . 
Из произвольности окрестности V  следует, что   является фильтром 

Коши в топологической группе )),(( G . 
Этим теорема полностью доказана. 

Теорема X.4. Если )),(( G  - топологическая группа  и совокупность   
является базисом некоторого фильтра   во множестве G , то следующие 
утверждения эквивалентны: 

1. фильтр   является фильтром Коши в топологической группе )),(( G ; 
2. для любой окрестности V  единицы в топологической группе )),(( G  

существует такое множество F , что VFF  1 ; 
3. для любой окрестности V  единицы в топологической группе )),(( G  

существуют такое множество F , и такой элемент Gg   что gVF  . 

Доказательство. Пусть   является фильтром Коши в топологической 
группе )),(( G  и V  - любая окрестность единицы в топологической группе 

)),(( G . Тогда существуют такое множество F̂ , что VFF  1ˆˆ . Так как 

  является базисом фильтра  , то FF ˆ  для некоторого множества F . 
Тогда VFFFF   11 ˆˆ , и значит, из утверждения 1 следует утверждение 
2. 

Пусть теперь будет верным утверждение 2. Если V  - окрестность единицы 
в топологической группе )),(( G , то существует такое множество F  из 
совокупности  , что VFF  1 . Выберем некоторый элемент g  из 

множества F . Тогда VFFgF   11 , и значит, gVF  . 
Следовательно, из утверждения 2 следует утверждение 3. 
Пусть теперь будет верным утверждение 3. Если V  - окрестность единицы 

в топологической группе )),(( G , то существует такая окрестность U  
единицы в топологической группе )),(( G , что VUU  1 . Согласно 
утверждению 3, существуют множество F  и элемент Gg  , такие что 

gUF  . Тогда   1111 )()( UggUgUgUFF  
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VUU  1 . Так как  , то F , и значит, из утверждения 3 следует 
утверждение 1. 

Этим теорема полностью доказана. 
Теорема X.5. Если совокупность   является базисом некоторого фильтра 

Коши в топологической группе )),(( G , и 



F
GF ),(][   то верны 

следующие утверждения: 
1. 




F
GFa ),(][  , тогда и только тогда, когда для любой окрестности V  

единицы в топологической группе )),(( G  существует такое множество 
F , что aVF  ; 
2 совокупность }|{ 11   FF  тоже будет базисом некоторого 

фильтра Коши в топологической группе )),(( G . 

Доказательство.  
Пусть 




F
GFa ),(][   и V  - произвольная окрестность единицы в 

топологической группе )),(( G . Существует такая окрестность 1V  единицы в 

топологической группе )),(( G , что VVV  1
11 . Согласно утверждению 2 

теоремы X.4, существует такое множество 0F , что 1
1

00 VFF   . Согласно 

теореме II.5, 01),(0 ][ FVFa G   , и значит, 1
1

1
0

1
01

1 )(   VFFVa . Тогда 

VVVVFFaF   1
11

1
1

1
00

1
0 , и значит, aVF 0 .  

Из произвольности окрестности V  следует, что необходимость доказана. 
Пусть теперь, для любой окрестности V  единицы в топологической группе 

)),(( G  существует такое множество 0F , что aVF 0 . 
Если теперь F  и U  - произвольная окрестность элемента a  в 

топологической группе )),(( G , то 1 aUV  будет окрестностью единицы в 
топологической группе )),(( G , и значит, существует такое множество 

0F , что UaVF 0 . Так как   является базисом  некоторого фильтра, 
то UFFF   0 . Из произвольности окрестности U  следует, что 

),(][ GFa  , а из произвольности множества F  следует, что 



F

GFa ),(][  . 

Этим утверждение 1 доказано. 
Перейдем теперь к доказательству утверждения 2 теоремы. 
Легко заметить (см. А.25), что совокупность }|{ 11   FF  

подмножеств группы )(G  является базисом некоторого фильтра во множестве 
G . 
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Пусть U  - произвольная окрестность единицы в топологической группе 
)),(( G , выберем некоторый элемент a  из множества 




F
GF ),(][  .  

Существует такая окрестность V  единицы в топологической группе 
)),(( G , что UaVa   11 , и, как было отмечено выше (см. утверждение 

1), существует такое множество 0F , что aVF 0 .  

Так как 11111111
0 )(   aUaaVaVaaVF , то (см. 

теорему X.4) из произвольности окрестности U  следует, что совокупность 
}|{ 11   FF  будет базисом некоторого фильтра Коши в 

топологической группе )),(( G . 
Этим теорема полностью доказана. 

Теорема X.6. Пусть на группе )(G  задана  совокупность }|{   
групповых топологий и }|sup{    . Если   - некоторый фильтр на 
множестве G , то   является фильтром Коши в топологической группе 

)),(( G  тогда и только тогда, когда   является фильтром Коши в 
топологической группе )),(( G  для любого элемента  . 

Доказательство. Пусть   является фильтром Коши в топологической 
группе )),(( G . Если   и V  - окрестность единицы в топологической 
группе )),(( G , то V  будет окрестностью единицы и в топологической 
группе )),(( G , и значит, существует такое множество F , что 

VFF  1 .  
Из произвольности окрестности V  единицы в топологической группе 

)),(( G  следует, что   является фильтром Коши в топологической группе 
)),(( G . 

Пусть теперь для каждого   фильтр   будет фильтром Коши в 
топологической группе )),(( G  и V  - произвольная окрестность единицы в 
топологической группе )),(( G .  

Так как }|sup{    , то, согласно теореме В.17, существует 
конечное множество }|{},,{

1
   n

  топологий и такие  

окрестности единицы в топологических группах )),((,),),((
1 n

GG     , 

соответственно, что 
n

j
jUV

1
 . Поскольку   является фильтром Коши в 

каждой из топологических групп )),((,),),((
1 n

GG     , то для каждого 

натурального числа nj 1  существует такое множество jF , что 
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jjj UFF  1 . Тогда 



n

j
jFF

1
 и  



 1

11

1 )()( 
n

j
j

n

j
j FFFF  

VUFF
n

j
jj

n

j
j 








1

1

1
)( . 

Из произвольности окрестности V  следует, что   является фильтром 
Коши в топологической группе )),(( G . 

Этим теорема полностью доказана.  

Теорема X.7. Пусть топологическая группа )ˆ),(ˆ( G  является прямым 
произведением совокупности }|)),({(  G  топологических групп (см. 

IX.1). Если совокупность Ŝ  подмножеств множества Ĝ  является базисом 
фильтра ̂  во множестве Ĝ , то фильтр ̂  будет фильтром Коши в 
топологической группе )ˆ),(ˆ( G  тогда и только тогда, когда для каждого 

  совокупность }ˆˆ|)ˆ({ SFFS     будет базисом некоторого фильтра 
Коши в топологической группе )),((  G . 

Доказательство. Пусть ̂  является фильтром Коши в топологической 
группе )ˆ),(ˆ( G . Так как (см. IX.1) для каждого   проекция 

)),(()ˆ),(ˆ(:    GG  является непрерывным гомоморфизмом, то, 

согласно теореме X.2, совокупность }ˆˆ|)ˆ({ SFFS     подмножеств 
группы )(G  будет базисом некоторого фильтра Коши в топологической 
группе )),((  G . 

Этим необходимость доказана. 
Пусть теперь для каждого   совокупность }ˆˆ|)ˆ({ SFFS     

подмножеств группы )(G  является базисом некоторого фильтра Коши в 
топологической группе )),((  G . Так как (см. IX.1) для каждого элемента 

  проекция )),(()ˆ),(ˆ(:    GG  является сюръективным 
гомоморфизмом, то, согласно теореме X.3, совокупность 

}ˆˆ|))ˆ(({ˆ 1 SFFS  
   подмножеств группы )(ˆ G  будет базисом 

некоторого фильтра ̂  Коши в топологической группе )ˆ),(ˆ( G  

(определение топологии ̂  см. в В.42). Поскольку ))ˆ((ˆ 1 FF     для 

любого SF ˆˆ  , то совокупность Ŝ  будет базисом некоторого фильтра Коши в 
топологической группе )ˆ),(ˆ( G . 
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Итак, мы доказали, что совокупность Ŝ  является базисом некоторого 
фильтра Коши в топологической группе )ˆ),(ˆ( G  для любого  . Так как 

(см. В.42) }|sup{ˆ    , то, согласно теореме X.6, совокупность Ŝ  будет 

базисом некоторого фильтром Коши в топологической группе )ˆ),(ˆ( G . 
Этим теорема полностью доказана. 

Определение X.8. Топологическая группа )),(( G  называется полной 
топологической группой, если 




F
GF ),(][   для любой совокупности  , 

которая является базисом некоторого фильтра Коши в топологической группе 
)),(( G .  

Теорема X.9. Если топологическая группа )),(( G  является локально 
компактной группой (см. В.40), то топологическая группа )),(( G  будет 
полной. 

Доказательство. Допустим противное, т.е. что топологическая группа 
)),(( G  не является полной. Тогда существует такой фильтр Коши  , что 





F
GF ),(][  . 

Так как топологическая группа )),(( G  является локально компактной 
группой, то единица группы )(G  обладает компактной окрестностью U . 
Согласно теореме X.4, существуют множество 0F  и элемент Gg   такие, 
что gUF 0 . 

Легко заметить, что совокупность }|{ 0  FFF   подмножеств 
множества gU   удовлетворяет условиям теоремы А.25, и значит, она является 
базисом некоторого фильтра во множестве gU  . 

Так как (см. теорему I.3) отображение )),(()),((:   GGRg  является 
непрерывным, то (см. теорему В.38) множество gUA   будет компактным, и 
значит, )|,( AA  является компактным топологическим пространством. Тогда 
(см. теорему В.39)  




F
A A

FF )|,(0 ][  . Так как 

 

F
A A

FF )|,(0 ][   

 
F

GFF ),(0 ][  , то 

 

F
G

F
G FFF ),(0),( ][][  . 

Получили противоречие с выбором фильтра  . 
Этим теорема полностью доказана. 

Теорема X.10. Если в топологической группе )),(( G  пересечение всех 
окрестностей единицы является окрестностью единицы, то топологическая 
группа )),(( G  является полной.  
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Доказательство. Если множество V , равное пересечению всех 
окрестностей единицы в топологической группе )),(( G , является 
окрестностью единицы, то V|  является антидискретной топологией на 
множестве V , и значит, топологическое пространство )|,( VV   является 
компактным. Тогда топологическая группа )),(( G  будет локально 
компактной группой, и согласно предыдущей теореме, топологическая группа 

)),(( G  является полной. 
Этим теорема полностью доказана. 

Теорема X.11. Если в топологической группе )),(( G  имеется такая 
открытая подгруппа )(A , что топологическая группа )|),(( AA   является 
полной группой, то топологическая группа )),(( G  является полной.  

Доказательство. Если   - фильтр Коши в топологической группе 
)),(( G , то, согласно утверждению 3 теоремы X.4, существуют такое 

множество 0F  и такой элемент Gg 0 , что AgF  1
00 . Тогда легко 

проверить, что совокупность }|){( 1
0   FAgF   подмножеств 

множества A удовлетворяет всем условиям теоремы А.25, и значит, она 
является базисом некоторого фильтра '  на множестве A. 

Тогда,   11
0

1
0 ))(())(( AgFAgF    AgFgF ))()(( 11

0
1

0  

AFFAFggF  )()( 11
0

1
0

   для любого множества F , и 
значит, фильтр '  будет фильтром Коши в топологической группе )|),(( AA  . 

Так как топологическая группа )|),(( AA   является полной группой, то 





F

A A
gF )|,(

1
0 ][  . Тогда, из теоремы III.3, следует, что 




F
GF ),(][   








 
F

G
F

G ggFggF 0),(
1

00),(
1

0 )][()]([  


 
F

G ggF 0),(
1

0 )][(  .  

Из произвольности фильтра   следует полнота топологической группы 
)),(( G . 

Этим теорема полностью доказана. 

Теорема X.12. Если в полной топологической группе ),( G  множество 
M  является предкомпактным множеством, то множество ),(][ GMA  будет 
компактным множеством. 

Доказательство. Допустим противное, т.е. что множество ),(][ GMA  не 

является компактным. Тогда топологическое пространство )|,( AA  не будет 
компактным пространством, и значит (см. теорему В.39), существует такой 
фильтр   на множестве A, что 




F
A A

F )|,(][  .  
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Согласно теореме А.26, на множестве A существует такой ультрафильтр 
 , что  . Если теперь V  - произвольная окрестность единицы в 
топологической группе )),(( G , то из предкомпактности множества 

),(][ GMA  (см. утверждение 3 теоремы III.13) следует, что существует такое 
конечное множество GS  , что 

Sg
gVSVA


 . Так как A , то из 

теоремы А.23 следует, что  0gV . 
Легко заметить, что совокупность   подмножеств группы )(G  

удовлетворяет условиям теоремы А.25, и значит, она является базисом 
некоторого фильтра ~  на множестве G .  

Так как для каждой окрестности V  единицы в топологической группе 
)),(( G  существует такой элемент Gg  , что  ~gV , то согласно 

теореме X.4, ~  является фильтром Коши в топологической группе )),(( G , и 

значит, 



~ ),(][
F

GF  . Тогда, поскольку  ~ , то 





~
),(),( ][][

F
G

F
G FF  .  

Так как множество A является замкнутым в топологической группе 
)),(( G , то ),()|,( ][][  GA FF

A
 , и значит, 




F
A A

F )|,(][  . 

Получили противоречие с выбором фильтра  . 
Этим теорема полностью доказана. 

Следствие X.13. Если полная топологическая группа ),( G  является 
предкомпактной группой, то топологическая группа ),( G  будет компактной 
группой. 

Теорема X.14. Замкнутая подгруппа полной топологической группы 
)),(( G  является полной топологической группой. 

Доказательство. Пусть топологическая группа )),(( G  является полной 
группой и )(A  - замкнутая подгруппа в )),(( G . Если   - фильтр Коши в 
топологической группе )|),(( AA  , то совокупность   подмножеств группы 

)(G  удовлетворяет условиям теоремы А.25, и значит, она является базисом 
некоторого фильтра ~  на множестве G . 

 Из того, что   является фильтром Коши в топологической группе 
)|),(( AA  , следует, что ~  будет фильтром Коши в топологической группе 

)),(( G , и значит, 



F

G
F

G FF ),(~ ),( ][][  . 
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Так как )(A  является замкнутым множеством в топологическом 
пространстве ),( G , то ),()|,( ][][  GA FF

A
 , и значит, 




F
A A

F )|,(][  . 

Из произвольности фильтра   следует, что топологическая группа 
)|),(( AA   является полной группой. 

Этим теорема полностью доказана. 

Теорема X.15. Если топологическая группа )),(( G  является отделимой 
топологической группой, и )(A  - такая подгруппа в группе )(G , что 
топологическая группа )|),(( AA   является полной группой, то )(A  будет 
замкнутой подгруппой в топологической группе )),(( G  

Доказательство. Допустим противное, т.е. что )(A  не является замкнутой 
подгруппой в топологической группе )),(( G . Тогда AA G ),(][  , и пусть 

AAg G \][ ),(  .  
Так как g  является точкой прикосновения к множеству A, то 

 )( gVA  для любой окрестности V  единицы в топологической группе 
)),(( G .  

Если   - множество всех окрестностей единицы в топологической группе 
)),(( G , то совокупность }|)({  VgVA  подмножеств множества 

A удовлетворяет условиям теоремы А.25, и значит, она является базисом 
некоторого фильтра   во множестве A. 

Покажем, что фильтр   является фильтром Коши в топологической 
группе )|),(( AA  . 

Если U  - окрестность единицы в топологической группе )|),(( AA  , то 
AVU 0  для некоторой окрестности 0V . Существует такая окрестность 

1V , что 0
1

11 VVV   . Тогда  )( 1 gVA  и 

  )))((())(( 1
11 gVAgVA    )()( 1

11
1

1
1

1 VVAVggVA   
UVA 0 .  

Из произвольности окрестности U  следует, что фильтр   является 
фильтром Коши в топологической группе )|),(( AA   и так как )|),(( AA   
является полной группой, то 


)|,(][

AA
V

gVA  .  

Пусть AgVAb
AA

V



)|,(][  . Тогда поскольку Ag  , то gb  . Так 

как топологическая группа )),(( G  является отделимой, (см. теоремы IV.1 и 
II.1) то существует такая окрестность 2V , что  bVgV 22  , и значит, 

),(2 ][ GgVb  .  
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Тогда 


)|,(][
AA

V
gVAb   ),(2)|,(2 ][][  GA gVgVA

A
 , то 

получили противоречие с ранее доказанным, что ),(2 ][ GgVb  . 
Этим теорема полностью доказана. 

Теорема X.16. Пусть )(')(:  GGf  - сюръективный, групповой 

гомоморфизм. Если '  - групповая топология на группе )(' G  и   - прообраз 

топологии '  относительно гомоморфизма )(')(:  GGf , то 
топологическая группа )),(( G  является полной тогда и только тогда, когда 
топологическая группа )'),('( G  является полной. 

Доказательство.  
Необходимость. Пусть топологическая группа )),(( G  является полной, и 

'  - фильтр Коши в топологической группе )'),('( G .  

Согласно теореме X.3, совокупность }''|)'({ 1   FFf  будет 
базисом некоторого фильтра Коши в топологической группе )),(( G . Так как 

топологическая группа )),(( G  является полной, то 



''

),(
1 )]'([

F
GFf  . 

Тогда (см. А.8 и В.21) 










''

),(
1 )]'([

F
GFff  



 ))]'(([
''

),(
1

F
GFff   


''

)','(
1 ))]'(([



 
F

GFff  
''

)','(]'[
F

GF  .  

Из произвольности фильтра '  следует полнота топологической группы 
)'),('( G . 

Этим необходимость доказана. 

Достаточность. Пусть теперь топологическая группа )'),('( G  является 

полной, и   - фильтр Коши в топологической группе )),(( G .  
Так как гомоморфизм )'),('()),((:   GGf  является непрерывном, 

то, согласно теореме X.2, совокупность }|)({'  FFf  будет базисом 
некоторого фильтра Коши в топологической группе )'),('( G , и поскольку 

топологическая группа )'),('( G  является полной, то 



F
GFf )','()]([  . 

Если 



F

GFfg )','()](['  , то из того, что гомоморфизм )(')(:  GGf  

является сюръективным отображением, следует, что существует элемент 
)'(1 gfg    

Покажем, что ),(][ GFg   для любого множества F .  
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Пусть V  - произвольная окрестность элемента g  в топологической группе 
)),(( G . Не нарушая общности рассуждений, можем считать, что V . 

Тогда существует такое множество '' V , что '' Vg   и )'(1 VfV  . 
Так как )','()]([' GFfg  , то )(' FfV . Тогда из предложения А.8 

следует, что  )(')( FfVFVf  , и значит FV    
Из произвольности окрестности V  следует, что ),(][ GFg  , а из 

произвольности множества F  следует, что 



F
GF ),(][  , и значит, 

топологическая группа )),(( G  является полной. 
Этим достаточность доказана, и значит, теорема полностью доказана. 

Теорема X.17. Пусть дано семейство }|),{( G  топологических 

групп, 





 )()(ˆ GG  - прямое произведение и 





 )(~ GG  - прямая сумма 

этого семейства }|)({  G  групп. Если ̂  и ~  - топологии прямого 

произведения и кирпичная топология в прямом произведении 





 )()(ˆ GG , 

соответственно, то следующие утверждения эквивалентны: 
1.   топологическая группа )ˆ),(ˆ( G  является полной; 
2. каждая топологическая группа из семейства }|),{( G  является 

полной; 
3. топологическая группа )~),(ˆ( G  является полной; 
4. топологическая группа )|~,~( ~GG   является полной.  

Доказательство. Доказательство проведем по схеме 14321   
Пусть топологическая группа )),(()ˆ),(ˆ( 


  


GG  является полной 

группой и 0 . Если 
0

  - фильтр Коши в топологической группе 

)),((
00  G  и })ˆ(|ˆˆ{ˆ

00
   дляegGgG , то согласно теореме 

IX.5, топологические группы )|ˆ),(ˆ(
00 ˆ


 GG   и )),((
00  G  являются 

топологически изоморфными группами, причем отображение 
)),(()|ˆ),(ˆ(:|

000000 ˆˆ  


 GG GG  будет топологическим изоморфизмом.  

Тогда совокупность }|)()|{(ˆ
0000

1
ˆ  

   FFG  будет фильтром 

Коши в топологической группе )|ˆ),(ˆ(
00 ˆ


 GG  , и поскольку )|ˆ),(ˆ(
00 ˆ


 GG   

является подгруппой топологической группы )ˆ),(ˆ( G , то совокупность 
0

ˆ
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будет базисом некоторого фильтра Коши в топологической группе )ˆ),(ˆ( G . 

Так как топологическая группа )ˆ),(ˆ( G  является полной группой, то 




)ˆ,ˆ(

1
ˆ )]()|([

00
0

 


 GG
F

F . Тогда, из непрерывности гомоморфизма 

)),(()ˆ),(ˆ(:
000    GG  и утверждения 4 теоремы В.21 следует, что 









 


)ˆ,ˆ(

1
ˆ )]()|([

00
0

0  


 GG
F

F 


))]()|(([ )ˆ,ˆ(

1
ˆ

00
0

0  


 GG
F

F  

),(),(
1

ˆ 00
0

00000
0

][))]()|(([







  G
F

GG
F

FF 





 . 

Из произвольности фильтра   следует полнота топологической группы 
)),((

00  G . 
Этим доказано, что 21 . 
Пусть теперь для каждого элемента   топологическая группа 

)),((  G  является полной группой, и пусть ̂  - фильтр Коши в 

топологической группе )ˆ),(ˆ( G . Тогда, поскольку для каждого   

гомоморфизм )),(()ˆ),(ˆ(:    GG  является непрерывным, то 

совокупность }ˆ|)({  FF   будет базисом некоторого фильтра Коши 
в топологической группе )),((  G . Так как топологическая группа 

)),((  G , является полной группой, то 



ˆ
),()]([

F
GF

  . 

Для каждого элемента   выберем некоторый элемент 





ˆ

),()]([
F

GFg
   . Тогда существует такой элемент Gg ˆˆ  , что 

 gg )ˆ(  для любого элемента  . 

Для полноты топологической группы )ˆ),(ˆ( G , согласно утверждению 1 
теоремы X.5, достаточно проверит, что для любой окрестности V̂  единицы в 
топологической группе )ˆ),(ˆ( G , существует такое множество  ˆ

0F , что 

gVF ˆˆ
0  . 

Итак, если V̂  - произвольная окрестность единицы в топологической 
группе )ˆ),(ˆ( G , то существует такое конечное подмножество },,{ 1 n  , 
и существуют такие окрестности nUU ,,1   единицы в топологических группах 

)),((,),),((
11 nn

GG     , соответственно, что VU j

n

j
j

ˆ)(
1

1 


  . 
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Так как 



ˆ

),()]([
F

GFg
    для любого элемента  , то, согласно 

утверждению 1 теоремы X.5, существуют такие подмножества  ˆ,,1 nFF  , 
что 

jj
gUF jj  )(  для любого числа nj 1 .  

Так как ̂  является фильтром, то 


ˆ
1

0 
n

j
jFF . Тогда 

gVgUgUFF j

n

j
j

n

j
j

n

j
jjj

ˆˆˆ)()(
1

1

1

1

1
0 



















   . 

Этим доказана полнота топологической группы )ˆ),(ˆ( G , и значит, 12  . 
Итак, мы доказали, что 21 . 
Пусть теперь верно утверждение 2, т.е., что для каждого элемента   

топологическая группа ),(  G  является полной, и пусть ̂  - фильтр Коши в 

топологической группе )~),(ˆ( G .  
Тогда, поскольку для каждого   (см. теорему IX.2) гомоморфизм 

)),(()~),(ˆ(:    GG  является непрерывным, то совокупность 

}ˆ|)({  FF   будет базисом некоторого фильтра Коши в 
топологической группе )),((  G . Так как топологическая группа )),((  G , 
является полной группой, то 




ˆ
),()]([

F
GF

  . 

Для каждого элемента   выберем некоторый элемент 





ˆ

),()]([
F

GFg
   . Тогда существует такой элемент Gg ˆˆ  , что 

 gg )ˆ(  для любого элемента  . 
Согласно утверждению 1 теоремы X.5, для полноты топологической 

группы )~),(ˆ( G , достаточно проверит, что для любой окрестности 0
~V  

единицы в топологической группе )~),(ˆ( G , существует такое множество 

 ˆ
0F , что gVF ˆ~

00  . 

Итак, пусть 0
~V  - окрестность единицы в топологической группе )~),(ˆ( G . 

Тогда, не нарушая общности рассуждений, можем считать, что 






 )(~ 1
0 UV , где для каждого   множество U  является 

окрестностью единицы в топологической группе )),((  G .  
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Для каждого   существует такая окрестность W  единицы в 
топологической группе )),((  G , что  UWW   и существует (см  

утверждение 1 теоремы X.5) такое множество  ˆ
F , что  gWF )( . 

Так как ̂  является фильтром Коши в топологической группе )~),(ˆ( G  и 







 )(~ 1
1 WV  является окрестностью единицы в топологической группе 

)~),(ˆ( G , то существует такое множество  ˆ
0F , что 1

1
00

~VFF   . Тогда 

    1
0

1
0 )ˆ()()ˆ( gFgF    

      1
0

1
00 )ˆ()())(()( gFFFFF     

    11
00 )ˆ()())(()( gFFF  

  11
00

11
00 ))ˆ(()())ˆ(()()( ggWFFgFFF    

  UWWggUVggWFF   1
1

11
00 )())ˆ(()(  для 

любого  . 
Так как 






 )(~ 1
0 UV , то 0

1
0

~ˆ VgF   .  

Итак, мы доказали, что топологическая группа является полной группой, и 
значит, мы доказали, что 32  . 

Пусть теперь топологическая группа )~),(ˆ( G  является полной группой. 

Так как, согласно утверждению 2 теореме IX.4, группа )(~ G  является замкнутой 

подгруппой в топологической группе )~),(ˆ( G , то из теоремы X.14 следует, что 
и топологическая группа )~),(~( G  будет полной группой. 

Этим мы доказали, что 43 . 
Пусть топологическая группа )~),(~( G  является полной группой и 0 . 

Если 
0

  - фильтр Коши в топологической группе )),((
00  G  и 

})ˆ(|ˆˆ{ˆ
00

   дляegGgG , то согласно теореме IX.4, 

топологические группы )|ˆ,ˆ(
00 ˆ


 GG  и )),((
00  G  являются топологически 

изоморфными группами, причем )),(()|ˆ),(ˆ(:|
000000 ˆˆ  


 GG GG  является 

топологическим изоморфизмом.  
Так как 

00
ˆˆ |~|ˆ


 GG  и )(~)(ˆ
0

 GG , то топологические группы 

)|~),(ˆ(
00 ˆ


 GG   и )),((
00  G  будут топологически изоморфными, и значит, 

совокупность }|)()|{(ˆ
0000

1
~  

   FFG  будет фильтром Коши в 
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топологической группе )|~),(ˆ(
00 ˆ


 GG  , и поскольку )|~),(ˆ(
00 ˆ


 GG   является 

подгруппой топологической группы )~),(~( G , то совокупность 
0

ˆ
  будет 

базисом некоторого фильтра Коши в топологической группе )~),(~( G .  

Так как топологическая группа )~),(~( G  является полной группой, то 




)ˆ,ˆ(

1
ˆ )]()|([

00
0

 


 GG
F

F . Тогда, из непрерывности гомоморфизма 

),()~,~(:
000   GG   и утверждения 4 теоремы В.21 следует, что 









 






))]()|(([)]()|([ )~,~(

1
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1
ˆ

00
0
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0  
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  G
F

GG
F
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 . 

Из произвольности фильтра   следует полнота топологической группы 
)),((

00  G . 
Этим доказано, что 14  , и значит, теорема полностью доказана. 

Определение X.18. Пусть ),(   является направленностью (см. А.19), и 
)),(( G  - топологическая группа. Тогда: 

- любое множество вида }|{ g  элементов группы )(G  называется 
последовательностью; 

- элемент Gg   называется пределом последовательности }|{ g  в 
топологической группе )),(( G , если для любой окрестности V  единицы в 
топологической группе )),(( G  существует такой элемент 0 , что 

1
1 Vgg  

  для любого элемента   такого, что  0  (в этом случае 
будем писать 


gg lim


 ); 

 - последовательность }|{ g  элементов группы )(G   называется 
последовательностью Коши в топологической группе )),(( G , если для любой 
окрестности V  единицы в топологической группе )),(( G  существует такой 

элемент 0 , что Vgg  1
0  для любого элемента   такого, что 

 0 . 

Теорема X.19. Пусть ),(   - поднаправленность направленности ),(   
(см. А.19,). Если }|{ g  - последовательность Коши в топологической 
группе )),(( G , и Gg  , то верны следующие утверждения: 
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1. для любой окрестности V  единицы в топологической группе )),(( G  
существует такой элемент 0 , что Vgg  1

  для любых  ,  
таких, что  0  и  0 . 

2. 


gg lim


  тогда и только тогда, когда 


gg lim


 ; 

3. если 


gg lim


 , то последовательность }|{ 1  g  является 

последовательностью Коши в топологической группе )),(( G  и 
11 lim 



  


gg . 

Доказательство. Если V  - окрестность единицы в топологической группе 
)),(( G , то существует такая окрестность единицы в топологической группе 

)),(( G , что VVV  1
11 , и поскольку }|{ g  является 

последовательностью Коши в топологической группе )),(( G , то существует 

такой элемент 0 , что 1
1
0

Vgg  
  для любого   такого, что 0  .  

Тогда для любых  ,  таких, что  0  и  0  имеем, что 

VVVgggggggggg   1
11

111111 )()(
0000
 . 

Из произвольности окрестности V  следует, что утверждение 1 доказано. 
Пусть теперь 


gg lim


  и V  - произвольная окрестность единицы в 

топологической группе )),(( G . Существует такой элемент 0 , что 

Vgg  1
  для любого   и  0 .  

Так как частично упорядоченное множество ),(   является 
поднаправленностью направленности ),(  , то существует такой элемент 

0 , что 00   . Тогда, если   - такой элемент, что  0 , то 

 0 , и значит, Vgg  1
 . 

Из произвольности окрестности V  следует, что 


gg lim


 . 

Если теперь 


gg lim


 , и V  - произвольная окрестность единицы в 

топологической группе )),(( G , то существует такая окрестность 1V  единицы 
в топологической группе )),(( G , что VVV  11 , и существует такой элемент 

0 , что 1
1 Vgg  

  для любого элемента   такого, что 0  . 
Так как последовательность }|{ g  является последовательностью 

Коши в топологической группе )),(( G , то, согласно утверждению 1, 
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существует такой элемент 0 , что 1
1 Vgg  

  для любых  ,  таких, 

что 0   и 0  .  
Поскольку ),(   является направленным множеством и  , то (см. 

А.19) существует такой элемент 1 , что 01    и 01   , и поскольку 
),(   является поднаправленностью направленности ),(  , то существует 

такой элемент 1 , что 11   . Тогда 01    и 01   , и для любого 
элемента   такого, что 1   имеем, что 0  , и значит, 

VVVgggggg  
11

111
11   

Из произвольности окрестности V  следует, что 


gg lim


 , и значит, 

утверждение 2 доказано. 
Пусть теперь в топологической группе )),(( G  последовательность 

}|{ g  является последовательностью Коши и 


gg lim


 . 

Если V  - окрестность единицы в топологической группе )),(( G , то 
существует такая окрестность 1V  единицы в топологической группе )),(( G , 

что VgVg   1
1

1 , и существует такой элемент 0 , что 1
1 Vgg  

  для 

любого элемента   такого, что 0  . Тогда   111 )(gg   

VgVggggggggggg   1
1

1111111 )(  . 

Из произвольности окрестности V  следует, что 11 lim 



  


gg . 

Для завершения доказательства утверждения 3 осталось проверить, что 
}|{ 1  g  является последовательностью Коши в топологической группе 

)),(( G . 
В самом деле, пусть V  - произвольная окрестность единицы в 

топологической группе )),(( G . Существует такая окрестность 1V  единицы в 

топологической группе )),(( G , что   VgVgV  
1

1
1 . Так как 




gg lim


 , то существует такой элемент 1 , что 1
1 Vgg  

 , и значит, 

gVg  1  для любого элемента 1  . 

Аналогично, так как 11 lim 



  


gg , то существует такой элемент 2 , 

что   1
1111 Vgggg 


 , и значит, 1
1

1   gVg  для любого элемента 

2  . 
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Так как  ,  является направленным множеством, то существует такое 
3 , что 13    и 23   . Тогда если 13    и 23   , то  

    VgVgVgggg   1
11

1111
 . 

Из произвольности окрестности V  следует, что }|{ 1  g  является 
последовательностью Коши в топологической группе )),(( G . 

Этим теорема полностью доказана. 

Определение X.20. Пусть }|{  V  - некоторый базис 
окрестностей единицы в топологической группе )),(( G . Если  VV   для 
любых элементов  , , для которых   , то будем считать, что   , 
если  VV  . Тогда частично упорядоченное множество ),(   будет 
направленностью.  

Направленное множество ),(   будем называть направленностью, 
заданной базисом   окрестностей единицы в топологической группе )),(( G . 

Теорема X.21. Если )),(( G  - топологическая группа, то следующие 
утверждения эквивалентны: 

1.    топологическая группа )),(( G  является полной группой; 
2. для любого направленного множества ),(  , произвольная 

последовательность Коши }|{ g  имеет предел в топологической группе 
)),(( G ; 

3. для любого базиса }|{ V  окрестностей единицы в топологической 
группе )),(( G  и направленного множества ),(  , которое задается этим 
базисом окрестностей, произвольная последовательность Коши }|{ g  
имеет предел в топологической группе )),(( G . 

Доказательство. Доказательство проведем по схеме 1321  . 
Пусть утверждение 1 является верным, и пусть топологическая группа 

)),(( G  является полной группой.  
Если ),(   - произвольное направленное множество и }|{ g  - 

произвольная последовательность Коши в топологической группе )),(( G , то 
для каждого элемента 0  рассмотрим множество 

},|{ 00
  gF  элементов топологической группы )),(( G , и 

проверим, что совокупность }|{  F  является базисом некоторого 
фильтра Коши в топологической группе )),(( G . 

Так как  Fg  , то F  для любого  .  
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Кроме того, если 21, , то из того, что ),(   является направленным 
множеством, следует, что существует такой элемент 3 , что 13    и 

23   . Тогда 
213  FFF  , и значит (см. теорему А.25), совокупность 

}|{  F  является базисом некоторого фильтра ~ . 

Покажем, что ~  является фильтром Коши в топологической группе 
)),(( G .  

В самом деле, если V  - произвольная окрестность единицы в 
топологической группе )),(( G , то из того, что }|{ g  является 
последовательностью Коши в топологической группе )),(( G , и утверждения 
1 теоремы X.19, следует, что существует такой элемент 0 , что 

Vgg  1
  для любых ,  таких, что 0   и 0  .  

Тогда VFF  1
00  . Так как  ~ , то из произвольности окрестности 

V  следует, что ~  является фильтром Коши в топологической группе )),(( G . 
Так как топологическая группа )),(( G  является полной группой, то 






 ),(][ GF  и пусть 





 ),(0 ][ GFg . 

Покажем, что 


gg lim0


 .  

Пусть 0V  - произвольная окрестность единицы в топологической группе 
)),(( G . Так как 





 ),(0 ][ GFg , то, согласно утверждению 1 теоремы X.5, 

существует такой элемент 1 , что 001
gVF  . Тогда 001

gVFg    

для любого элемента   такого, что 1  . 
Из произвольности окрестности 0V  следует, что 


gg lim0


 . 

Итак, мы доказали, что 21 . 
Пусть теперь верно утверждение 2.  
Если }|{ V  - некоторый базис окрестностей единицы в 

топологической группе )),(( G  и ),(   - направленное множество, которое 
задается этим базисом окрестностей, то, взяв в утверждении 2 этой теоремы 

),(),(  , получим, верность утверждения 3.  
Итак, мы доказали, что 32  . 
Пусть теперь верно утверждение 3, и пусть   - произвольный фильтр 

Коши в топологической группе )),(( G . Выберем в топологической группе 
)),(( G  некоторый базис окрестностей }|{ V  единицы, и рассмотрим 

направленное множество ),(  , которое задается этим базисом окрестностей 
(см. определение X.20). 
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Построим последовательность }|{ g  элементов группы )(G  
следующим образом: 

Если  , то, поскольку   является фильтром Коши в топологической 
группе )),(( G , существует такое множество F , что  VFF  1 . В 
качестве g  возьмем произвольный элемент из множества F . 

Покажем, что построенная последовательность }|{ g  элементов 
является последовательностью Коши в топологической группе )),(( G . 

В самом деле, если V  - окрестность единицы в топологической группе 
)),(( G , то существует такой элемент 0 , что VVV 

00  . Тогда 

0 VV   для любого элемента   такого, что 0  . Если 
0 FFg  , то 

VVVVVFFFFgggggg  
0000000

11111
  для 

любого элемента   такого, что 0  . 
Из произвольности окрестности V  следует, что последовательность 

}|{ g  элементов является последовательностью Коши в топологической 
группе )),(( G . 

Так как, согласно допущению, верно утверждение 3, то существует такой 
элемент Gg 0 , что 


gg lim0


 . 

Для завершения доказательства того, что 13 , осталось проверить, что 
),(0 ][ GFg   для любого множества F .  

Пусть F  и U  - произвольная окрестность точки 0g  в топологической 

группе )),(( G . Тогда (см. теорему II.2) 1
0
 gU  будет окрестностью единицы 

в топологической группе )),(( G . Так как  }|{ V  является базисом 

окрестностей единицы в топологической группе )),(( G , то 1
000

 gUVV   

для некоторого элемента 0 .  

Так как 


gg lim0


 , то существует такой элемент 1 , что 
0

1
0  Vgg    

для всех   таких, что 1  . Из того, что ),(   является направленным 
множеством, следует, что существует такой элемент 2 , что 12    и 

02   .  
Так как   является фильтром и 

2
, FF , то 

2
FF  , и пусть 


2

FFg  . Тогда из определения множеств F  следует, что 

222

1
 VFF   .  
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Так как 02   , то, согласно определению X.20, 
02  VV  , и поскольку 

12   , то (см. определение элемента 1 ) 
02

1
0  Vgg   . Тогда  1

0gg  

  1
0

1
22

gggg 
1

0
1

0
1

0002222

  gUVVVVggFF  , и значит, 
Ug  . 
Итак, мы доказали, что FUg  , и значит, FU  . 
Из произвольности окрестности U  следует, что ),(0 ][ GFg  , и значит, 
13 . 
Этим теорема полностью доказана. 

Теорема X.22. Если топологическая группа )),(( G  является полной 
группой и нормальный делитель N  содержится в пересечении всех 
окрестностей единицы топологической группы )),(( G , то факторгруппа 

NG /)),((   является полной топологической группой. 

Доказательство. Если NGG /)),(()),((:    - канонический 
гомоморфизм и   - фильтр Коши в топологической группе NG /)),((  , то 

совокупность }|)({ 1   FF  подмножеств группы )(G  удовлетворяет 
условиям теоремы А.25, и значит, она является базисом некоторого фильтра   
в группе )(G . 

Покажем, что   является фильтром Коши в топологической группе 
)),(( G .  

Если V  - окрестность единицы в топологической группе )),(( G , и 1V  - 
такая окрестность единицы в топологической группе )),(( G , что VVV  11 , 
то )( 1V   будет окрестностью единицы в топологической группе NG /)),((  , 

и значит, существует такое множество F , что )( 1
1 VFF   . Тогда 

))(()())(()( 1
111111 VFFFF    . 

Так как 1VN  , то VVVVNV 
1111

1 ))(( , и значит, 

VFF   111 ))(()(  . Из произвольности окрестности V  следует, что   
является фильтром Коши в топологической группе )),(( G .  

Так как топологическая группа )),(( G  является полной группой, то 









F
G

F
G FF ),(

1
),( )]([][   , и поскольку канонический гомоморфизм 

NGG /)),(()),((:    является непрерывным, то (см. утверждение 4 

теоремы В.21) NGNGG FFF /),(/),(
1

),(
1 ][))](([))](([     . Тогда 




 
F

G
F

G FF ),(),(
1 ][))]([(  . 
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Из произвольности фильтра   следует, что топологическая группа 
NG /)),((   является полной группой. 

Этим теорема полностью доказана.  

Теорема X.23. Если топологическая группа )),(( G  является полной 
группой, и обладает счетным базисом окрестностей единицы, то для любого 
нормального делителя A факторгруппа AG /)),((   (см. VIII.6) является 
полной топологической группой. 

Доказательство. Так как топологическая группа )),(( G  обладает 
счетным базисом окрестностей единицы, то по индукции можно выбрать такой 
счетный базис },,{ 21 VV  симметричных (т.е. jj VV 1 ) окрестностей единицы, 

что jjj VVV   11   для любого натурального числа j . 
Тогда, поскольку 11111   knknkknknknk VVVVVVV  , то, 

проводя индукцию по числу n , легко доказывается, что 
kknknknk VVVVV   11   для любых натуральных чисел k  и n , и 

значит, kknknk VVVV   11   для любых натуральных чисел k  и n . 
Если AGGf /)()(:   - канонический гомоморфизм (см. Б.11), то (см. 

VIII.6) совокупность }),(),({ 2211 VfVVfV   будет базисом симметричных 
окрестностей единицы в топологической группе NG /)),((  , причем 

jjj VVV   11  для любого натурального числа j . 
Возможны следующие 2 случая: 

I. Множество 





1j
jVV  является окрестностью единицы в топологической 

группе AG /)),((  ; 

II. Множество 





1j
jVV  не является окрестностью единицы в 

топологической группе AG /)),((  . 
Рассмотрим каждый из этих двух случаев в отдельности. 

Если 





1j
jVV  является окрестностью единицы в топологической группе 

AG /)),((  , то в топологической группе AG /)),((   пересечение всех 
окрестностей единицы будет окрестностью единицы, и тогда, согласно теореме 
X.10, топологическая группа AG /)),((   будет полной группой.  

Итак, для первого случая теорема доказана. 
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Пусть теперь 





1j
jVV  не является окрестностью единицы в 

топологической группе AG /)),((  . Тогда базис },,{ 21 VV  окрестностей 
можно выбрать таким образом, чтобы еще выполнялось неравенство 

)()( 11   jjjj VfVVfV  для любого натурального числа j .  
Так как 1 jj VV , то обычный порядок на множестве   натуральных 

чисел совпадает с порядком на множестве  , который задается базисом 
},,{ 21 VV  окрестностей единицы в топологической группе )),(( G  (см. 

определение X.20) и совпадает с порядком, который задается базисом 
},,{ 21 VV  окрестностей единицы в топологической группе AG /)),((  . 

Пусть теперь }|{ kgk  - последовательность Коши в топологической 
группе AG /)),((  .  

По индукции построим такую строго возрастающую последовательность 
 21 kk  натуральных чисел, что jkk Vgg

j
 1  для любого jkk  , и для 

каждого натурального числа j .  
Так как }|{ kgk  является последовательностью Коши в 

топологической группе AG /)),((  , то, существует такое натуральное число 

1k , что 1
1

1
Vgg kk    для любого натурального числа 1kk  .  

Допустим, что уже построены такие натуральные числа nkkk  21 , 

что jkk Vgg
j
 1  для всех jkk  , где 11  nj . 

Тогда, в частности, jkk Vgg
jj
 



1
1

 для  всех 11  nj . Существует 

такое натуральное число m, что 1
1


  nmk Vgg  для любого натурального числа 

mk  . Если возьмем },1max{1 mkk nn  , то  


1
1nkk gg  

 


11
1nkmmk gggg nnnnnmkmk VVVVVgggg

n
 





 11

1
11

111 )()(
1

 для 

любого 1 nkk и nkk Vgg
nn
 



1
1

, и значит, 
nn knk gVg 

1
. 

Итак, мы построили такую возрастающую последовательность 
 21 kk  натуральных чисел, что jkk Vgg

j
 1  для любых натуральных 

чисел j  и jkk  . В частности, jkk Vgg
jj
 



1
1

 для любого j . 

Теперь по индукции построим такую последовательность }|{ jh j  

элементов топологической группы )),(( G , что 
jkj ghf )(  и iii Vhh  


1

1  
для любого i .  
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В качестве 1h  возьмем произвольный элемент из множества )(
1

1
kgf   и 

допустим, что уже определены такие элементы nhh ,,1   топологической 

группы )),(( G , что 
jkj ghf )(  и iii Vhh  


1

1  для любого 11  ni .  

Так как )()()(
1 nnnnknk hVfhfVfgVg

nn



, то существует такой 

элемент nnn hVh 1 , что 
1

)( 1 
 nkn ghf . Тогда nnn Vhh  


1

1 , и значит, уже 

элементы 11 ,, nhh   удовлетворяют требуемым условиям. 
Итак, мы построили такую последовательность }|{ jh j  элементов 

топологической группы )),(( G , что 
jkj ghf )(  и iii Vhh  


1

1  для любого 
i .  
Покажем, что }|{ jh j  является последовательностью Коши в 

топологической группе )),(( G . 
В самом деле, пусть U  - произвольная окрестность единицы в 

топологической группе )),(( G , и n  - такое натуральное число, что UVn 1 .  
Тогда, если nk  , то, учитывая свойства окрестностей iV , которые были 

отмечены вначале доказательства теоремы, получим, что  1
nk hh  

UVVVVhhhhhh nnkknnkkkk  
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1
1

1
21

1
1 )()()(  . 

Из произвольности окрестности U  следует, что }|{ jh j  является 
последовательностью Коши в топологической группе )),(( G . 

Так как топологическая группа )),(( G  является полной, то, согласно 
теореме X.21, существует такой элемент Gh , что j

j
hh lim


 . 

Покажем теперь, что j
j

ghf lim)(


 .  

Пусть U  - произвольная окрестность единицы в топологической группе 
AG /)),((  . Существует такое натуральное число n , что UVn 1 , и, так как 

j
j

hh lim


 , то существует такое натуральное число m, что nj Vhh  1  для 

любого натурального числа mj  .  Тогда для любого натурального числа 

mkk m   (определение чисел jk  см. выше) имеем,  1))(( hfgk  

  )()()())(( 1111111 hhfgghfhfgghfggg kkkkkkkkk mmmm
 

UVVVVfV nnnnm  1)( . 
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Из произвольности окрестности U  следует, что j
j

ghf lim)(


 , а из 

произвольности последовательности }|{ kgk  следует, что AG /)),((   
является полной топологической группой. 

Этим теорема полностью доказана. 

Теорема X.24. Пусть на группе )(G  задано некоторое множество 
}|{    групповых топологий и }|sup{    . Если ),(   - 

произвольное направленное множество, Gg   и }|{ g  - такая 
последовательность элементов группы )(G , что 



gg


 lim  в топологической 

группе )),(( G  для любого  , то 


gg


 lim  в топологической группе 

)),(( G . 

Доказательство. Если U  - окрестность единицы в топологической группе 
)),(( G , то существуют такое конечное подмножество },,{ 1 n  , и 

такие окрестности 
n

VV  ,,
1
  единицы в топологических группах 

)),((,),),((
1 n

GG     , соответственно, что 
n

j
j

VU
1

  . 

Так как 


gg


 lim  в топологической группе )),((
j

G   для любого 

nj 1 , то для каждого nj 1  существует такой элемент j , что 

j
Vgg   1  для любого элемента   такого, что j  . 

Так как ),(   является направленным множеством, то существует такой 
элемент 0 , что j 0  для любого nj 1 . Тогда 

UVgg
j

n

j





 

1

1  для любого элемента   такого, что 0  .  

Из произвольности окрестности U  следует, что 


gg


 lim  в 

топологической группе )),(( G . 
Этим теорема полностью доказана. 
Теорема X.25. Для любой отделимой, топологической коммутативной 

группы )),(( G  существует такая полная топологическая группа )'~),(~( G , и 
существует такой нормальный делитель A в группе )(~ G , что факторгруппа 

AG /)'~),(~(   и топологическая группа )),(( G  будут топологически 
изоморфны  
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Доказательство. Доказательство проведем в несколько этапов. 
 I этап. Построение полной топологической группы )'~),(~( G . 
 Пусть   - множество всех натуральных чисел, и }|)),({(  jG jj   - 

совокупность таких топологических групп, что )),(()),((   GG jj  для 
любого j .  

Рассмотрим прямое произведение 





1
)(ˆ

j
jGG  и прямую сумму 







1
)(~

j
jGG  совокупности }|)({  jG j  групп.  

Для любой пары ),( jk  натуральных чисел рассмотрим на группе jG  

групповую топологию 











,,

;,
),( jkеслитопологиидискретной

jkеслиj
jk


         и 

для любого натурального числа n , рассмотрим кирпичную топологию n~  на 

прямом произведении 





1
)(ˆ

j
jGG  семейства }|)),({( ,  jG jnj   

топологических групп, и пусть }|~sup{~  nn . 

Покажем в начале, что топологическая группа )~),(ˆ( G  является полной 
группой. 

Действительно, пусть ),(   - произвольное направленное множество, и 

}|~{ g  - последовательность Коши в топологической группе )~),(ˆ( G . 
Так как n ~~   для любого натурального числа n , то }|~{ g  будет 

последовательностью Коши в топологической группе )~),(ˆ( nG   для любого 
натурального числа n .  

Из непрерывности гомоморфизма )),(()~),(ˆ(: ),( nnnnn GG    следует, 

что }|)~({  gn  будет последовательностью Коши в топологической 
группе )),(( ),( nnnG   для любого n , и так как ),( nn  является дискретной 

топологией, то существует такой элемент n , что nn egg   )~~( 1
  для 

любых  , , таких что n   и n  , и значит, 

)()~(   gg nn   для любых  , , таких что n   и n  . 
Для каждого натурального числа n  зафиксируем этот элемент n , и 

рассмотрим такой элемент ĝ  из группы )(ˆ G , что )~()ˆ(
k

gg kk    для любого 

натурального числа k . 
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Покажем, что 
gg ~limˆ


  в топологической группе )~),(ˆ( G .  

Согласно теореме X.24, достаточно доказать, что 
gg ~limˆ


  в 

топологической группе )~),(ˆ( nG   для любого натурального числа n . 
Итак, пусть n  и U  - произвольная окрестность единицы в 

топологической группе )~),(ˆ( nG  . Тогда 





1j
jVU , где jV  - окрестность 

единицы в топологической группе )),(( jG  , если nj   и }{eVn  . 

Так как }|~{ g  является последовательностью Коши в 

топологической группе )~),(ˆ( nG  , то найдется такой элемент  , что 

n   и Ugg  1~~
  для любых  ,  таких, что    и   . 

Если теперь   такой элемент, что   , то n  . Тогда, 

egggggg
nnnnnn   )~()~()ˆ()~()ˆ~( 111

  .  

Кроме того, если nk   и '  такой элемент, что  '  и k ' , то 

)~()~( ' k
gg kk    , и тогда,   )ˆ~( 1ggk    )ˆ~()~~( 1

'
1
' gggg kk    

kkkkk Vgggggg
k

  )~~()~()~()~~( 1
'

1
'

1
'   . 

Итак, мы доказали, что kk Vgg   )ˆ~( 1
  для любого элемента   

такого, что    и любого натурального числа k , и значит, 

UVgg k
k

k 




 )(ˆ~
1

11  . Из произвольности окрестности U  следует, что 


gg ~limˆ


  в топологической группе )~),(ˆ( nG  , а из произвольности числа n  

следует, что 
gg ~limˆ


  в топологической группе )~),(ˆ( G . 

Итак, мы показали, что любая последовательность }|~{ g  Коши в 

топологической группе )~),(ˆ( G  имеет предел, а тогда, согласно теореме X.21, 

топологическая группа )~),(ˆ( G  является полной группой. 
Так как, согласно утверждению 2 теоремы IX.4, группа G~  является 

замкнутой подгруппой в топологической группе )~),(ˆ( nG   для любого 

натурального числа n , то группа G~  будет замкнутой подгруппой в 
топологической группе )~),(ˆ( G . Тогда, согласно теореме X.14, 

топологическая группа )|~),(~( ~GG   является полной группой. 
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Итак, мы построили полную топологическую группу )'~),(~( G , где 

G~|
~'   . 
II этап. Построение топологического, сюръективного гомоморфизма 

)),(()|~),(~(: ~   GGf G . 

Так как для каждого элемента Gg ~~  множество })~(|{ egk k    
является конечным и )()(  GG j , то в группе )(G  имеется единственный 

элемент )~()~()~( )~(1 gggf gs   , где })~(|max{)~( egkgs k   . 
Из коммутативности группы )(G  легко следует, что 

)~()~()~~( hfgfhgf   для любых элементов Ghg ~~,~  , и значит, 

)()(~:  GGf  является групповым гомоморфизмом. 
Так как GjдляegGgG j

~}1)~(|~~{'    и GGG  11 )'( , то 

)()(~:  GGf  является сюръективным гомоморфизмом. 

Покажем теперь, что )),(()|~),(~(: ~   GGf G  является непрерывным 
гомоморфизмом. Согласно теореме VIII.3, достаточно проверить его 
непрерывность в точке e . 

Пусть 0V  - произвольная окрестность единицы в топологической группе 
)),(( G . По индукции построим такую последовательность ,, 21 VV  

окрестностей единицы в топологической группе )),(( G , что 1 jjj VVV  
для любого натурального числа j . Тогда индукцией по числу n  легко 

доказывается, что 021 VVVVV nn   , и значит, 02
1

1 )( VVVV n
n





 . 

Так как jV  является окрестностью единицы в топологической группе 

)),(( jjG  , то GVGU
k

kk
~)(~

1

1   











  будет окрестностью единицы в 

топологической группе )|~),(~( ~GG  , причем для любого элемента GUg ~~   

имеем, что 0)~(1)~(1 )~()~()~( VVVgggf gsgs      

Из произвольности элемента g~  следует, что 0)~( VGUf  , и значит, 

)),(()|~),(~(: ~   GGf G  является непрерывным гомоморфизмом. 

Проверим теперь, что )),(()|~),(~(: ~   GGf G  является открытым 
гомоморфизмом. 

Пусть W  - окрестность единицы в топологической группе )|~),(~( ~GG  . 

Тогда существуют такие натуральные числа nkk ,,1   и такие окрестности 
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nUU ,,1   единиц в топологических группах )|~),(~(,),|~),(~( ~~
1 GkGk n

GG    , 

соответственно, что 
n

j
jUW

1
 .  

Если 1},,max{ 1  nkkk  , то (см. теорему IX.2) )( jk U  будет 
окрестностью единицы в топологической группе )),(( ),( jkkkG   для любого 

nj 1 . 
Так как },,max{ 1 nkkk  , то )( jk U  будет окрестностью единицы в 

топологической группе )),(( kkG   для любого nj 1 . Тогда )(
1


n

j
jk U


 . 

будет окрестностью единицы в топологической группе )),(( kkG  , и так как 

)),(()),((   GG kk , то )(
1


n

j
jk U


 . будет окрестностью единицы в 

топологической группе )),(( G . 

Если, теперь, })~()()~(|~~{'
1

kiдляegиUgGgW
n

j
iijkk 


  , то 

WUeUW
n

j
j

kj
jj

n

j
jkk 
























  
1

1

1

1 )())(('  , причем 

)()'(
1

n

j
jkk UW


  . 

Из определения гомоморфизма )()(~:  GGf   следует, что 

)()'()(
1

n

j
jk UWfWf


  , и значит, )(Wf  будет окрестностью единицы в 

топологической группе )),(( G . 
Из произвольности окрестности W  следует (см. теорему VIII.3), что 

)),(()|~),(~(: ~   GGf G  является открытым гомоморфизмом. 

Если, теперь, })~(|~~{ egfGgA  , то, согласно следствию VIII.11, 

топологические группы )),(( G  и AG G /)|~),(~( ~  являются топологически 
изоморфным. 

Этим теорема полностью доказана. 
Замечание X.26. Так как имеются коммутативные, отделимые 

топологические группы, которые не являются полными (например, группа 
)(Q  рациональных чисел с интервальной топологией), то предыдущая 

теорема показывает, что ограничения, указанные в теоремах X.22 и X.23 
являются существенными и не могут быть просто опущенными. 
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Теорема X.27. Если в топологической группе )),(( G  имеется такой 
нормальный делитель A, что топологические группы )|),(( AA   и AG /)),((   
являются полными, то и топологическая группа )),(( G  будет полной 
группой. 

Доказательство. Пусть   - фильтр Коши в топологической группе 
)),(( G  и AGGf /)),(()),((:    - канонический гомоморфизм. Тогда, 

согласно теореме X.2, совокупность }|)({  FFf  будет базисом 
некоторого фильтра Коши в топологической группе AG /)),((  . Так как 
топологическая группа AG /)),((   является полной группой, то 





F

AGFf /)),(()]([  , и пусть 



F

AGFfg /)),((0 )]([  . 

Если   - совокупность всех окрестностей единицы в топологической 
группе )),(( G , то, согласно теореме VIII.6, совокупность 

}|)({ BUUf   будет базисом окрестностей единицы в топологической 
группе AG /)),((  . Тогда, согласно теореме II.5, 

)()()()]([ /)),(( FUfFfUfFf
UU

AG 


  , и значит, )(0 FUfg
U



  

для любого множества F . 
Зафиксируем некоторый такой элемент Gg 0 , что 00 )( ggf  , и 

рассмотрим совокупность },|){(' 1
0   FUAgFU  , и покажем, 

что эта совокупность является базисом некоторого фильтра Коши в 
топологической группе )|),(( AA  . 

Так как )(0 FUfg   для любых BU   и F , то в каждом из 
множеств FU   содержится такой элемент FUg , , что 0, )( ggf FU  . Тогда 

Agg FU  1
0, , и значит,   AgFU )( 1

0 . Кроме того, так как 
21 UU   и 21 FF   для любых 21,UU  и 21,FF , то из 

включения  
  ))(())(( 1

022
1

011 AgFUAgFU   )))()(( 1
02121 AgFFUU    

следует (см. А.25), что совокупность '  является базисом некоторого фильтра 
'~  во множестве A. 

Покажем, что фильтр '~  является фильтром Коши в топологической 
группе )|),(( AA  . 

В самом деле, если 0V  - окрестность единицы в топологической группе 
)|),(( AA  , то существуют такие окрестности 0U  и 1U  единицы в 

топологической группе )),(( G , что AUV 00   и 0
1

111 UUUU   . 
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Так как   является фильтром Коши в топологической группе )),(( G , то 

существует такое множество F , что 1
1 UFF   . Тогда 

'~')( 1
01   AgFU   и   11

01
1

01 ))(())(( AgFUAgFU   

  AUFggFUAgFUgFU  )()))()(( 1
1

1
0

1
01

11
01

1
01  

00
1

111
1

1
1

1 )()( VAUAUUUAUFFU    . 

Из произвольности окрестности 0V  следует, что '~  является фильтром 
Коши в топологической группе )|),(( AA  , и так как топологическая группа 

)|),(( AA   является полной группой, то 




F
U

A A
gFU

,
)|,(

1
0 ][  . 

Если 




F
U

A A
gFUg

,
)|,(

1
01 ][  , то, согласно тереме II.5,  01 gg  






F
U

A A
FU

,
)|,(][   






 


 




 
F
U BW

F
U

G FUWFU
,,

),( ))((][    






F
U
W

FUW
,
,

.  

Так как для любой окрестности V , существуют такие окрестности 
WU , , что VWU  , то   










F

G

F
V

F
U
W

FFVFUW ),(

,
,

][  , и 

значит, 



F
GF ),(][  . 

Из произвольности фильтра   следует, что топологическая группа 
)),(( G  является полной группой. 

Этим теорема полностью доказана. 
Теорема X.28. Пусть даны такие отделимые топологические группы 

)),(( G , )ˆ),(ˆ( G  и )'),('( G , что группа )(' G является плотной 

подгруппой в топологической группе )),(( G  (см. В.10), и '|' G  . Если 

топологическая группа )ˆ),(ˆ( G  является полной группой и задан непрерывный 

групповой гомоморфизм )ˆ),(ˆ()'),('(:   GGf , то верны следующие 
утверждения: 

1. существует такой непрерывный групповой гомоморфизм 
))ˆ),(ˆ()),((:ˆ   GGf , что ff G '|ˆ ; 

2. если, кроме указанных условий, топологическая группа ),( G  является 
полной группой, )'(Gf  является плотной подгруппой в топологической 

группе )ˆ,ˆ( G , и групповой гомоморфизм )|ˆ)),('(()),('(: ))('(  GfGfGf   
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является топологическим изоморфизмом, то и гомоморфизм 
)|ˆ)),((ˆ()),((:ˆ

))((ˆ 
 GfGfGf   будет топологическим изоморфизмом. 

Доказательство. Доказательство первого утверждения проведем в 
несколько этапов. 

I этап. Построение отображения )ˆ)),(ˆ(()),((:ˆ   GGf . 
Пусть Gg   и }|{  V  - совокупность всех окрестностей 

единицы в топологической группе )),(( G . Тогда для каждого элемента 
  рассмотрим множество )(', gVGF g    .  

Проверим, что совокупность }|{ ,   gg F  является базисом 
некоторого фильтра Коши в топологической группе )'),('( G . 

Так как 'G  является плотным множеством в топологической группе 

)),(( G  и gV   является окрестностей элемента g  в топологической группе 
)),(( G , то gF ,  для каждого элемента  . Кроме того, легко 

заметить, что  ))('())('(
2121 ,, gVGgVGFF gg    

))(('
21

gVVG   , и так как 
21  VV   является окрестностью единицы в 

топологической группе )),(( G , то ggg FF ,, 21   . 

Итак, мы показали, что совокупность g  удовлетворяет теоремы А.25, и 

значит, является базисом некоторого фильтра g  в топологической группе 

)'),('( G . 

Проверим, теперь, что g  является фильтром Коши в топологической 
группе )'),('( G . 

В самом деле, если 'V  - произвольная окрестность единицы в 

топологической группе )'),('( G , то существует такой элемент 1 , что 

1
'' VGV  , и существует такой элемент 2 , что 

122

1
 VVV   . Тогда 

'')(')'()'(
1122222

111
,, VVGVVGVGVGFF gg  

  .  

Из произвольности окрестности 'V  следует, что g  является фильтром 

Коши в топологической группе )'),('( G . 

Тогда, согласно теореме X.2, совокупность }|)({ ,  gFf  является 

базисом некоторого фильтра Коши в топологической группе )ˆ),(ˆ( G . 
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Так как топологическая группа )ˆ),(ˆ( G  является полной группой, то 






 )ˆ,ˆ(, )]([ GgFf , и пусть 





 )ˆ,ˆ(, )]([ GgFfg . 

Проверим, что 





 )ˆ,ˆ(, )]([}{ GgFfg . Допустим противное, т.е. 







 )ˆ,ˆ(,1 )]([ GgFfg  и gg 1 . 

Так как топологическая группа )ˆ),(ˆ( G  является отделимой, то 

существует такая окрестность V̂  единицы в топологической группе )ˆ),(ˆ( G , 

что  1ˆˆˆˆ gVgV  . Согласно утверждению 1 теоремы X.5, существует 

такой элемент 0 , что gVFf g ˆˆ)( ,0
  и 1, ˆˆ)(

0
gVFf g  , и значит 

 1ˆˆˆˆ gVgV  . Получили противоречие с выбором окрестности V .  
Итак, мы доказали, что 







 )ˆ),(ˆ(, )]([}ˆ{ GgFfg . 

 Если каждому элементу Gg   мы поставим соответствующий элемент 

Gg ˆˆ  , то мы определим отображение )ˆ),(ˆ()),((:ˆ   GGf . 

Проверим, что )()(ˆ gfgf   для любого элемента 'Gg  . 
В самом деле, если 'Gg  , то )(', gVGFg g     для любого 

элемента  , и значит, )ˆ,ˆ(,, )]([)()(
 Ggg FfFfgf   для любого 

элемента  . Тогда }ˆ{)]([)( )ˆ,ˆ(, gFfgf Gg 




 , и значит, 

)(ˆˆ)( gfggf  . 

Из произвольности элемента g  следует, что ff G '|ˆ . 

II этап. Проверка, что отображение )ˆ),(ˆ()),((:ˆ   GGf  является 
групповым гомоморфизмом. 

Пусть Ggg ',  и ''' ggg  . Для каждого элемента  , рассмотрим 

три множества )(', gVGF g    , )'('', gVGF g     и 

)''(''', gVGF g    . 
Тогда 







 )ˆ),(ˆ(, )]([)}({ GgFfgf , 






 )ˆ),(ˆ(', )]([)}'({ GgFfgf  и 








 )ˆ),(ˆ('', )]([)}''({ GgFfgf . 

Так )),(( G  является топологической группой, то для каждой окрестности 
''U  элемента ''g  существуют такие окрестности U  и 'U  элементов g  и 'g , 

соответственно, что ''' UUU  . Тогда из теоремы II.3 следует, что для 
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каждого элемента ''  существуют такие элементы ',  , что 

'')'()( ''' gVgVgV   , и значит, '',''',', ggg FFF   .  
Кроме того, (см.теорему III.4) )ˆ),(ˆ('','')ˆ),(ˆ(',')ˆ),(ˆ(, ][][][

 
 GgGgGg FFF .  

Тогда 






))]([())]([()'()( )ˆ),(ˆ(',)ˆ),(ˆ(, 





 GgGg FfFfgfgf  







 )ˆ),(ˆ('', )]([ GgFf  )}'({)}''({ ggfgf  . 

Из произвольности элементов Ggg ',  следует, что отображение 

)ˆ),(ˆ()),((:ˆ   GGf  является групповым гомоморфизмом. 

III этап. Проверка, того что отображение )ˆ),(ˆ()),((:ˆ   GGf  является 
непрерывным гомоморфизмом. 

Согласно утверждению 1 теоремы VIII.3, достаточно проверить его 
непрерывность в единице топологической группы )),(( G . 

Пусть 0W  - произвольная окрестность единицы в топологической группе 

)ˆ),(ˆ( G , и 1W  - такая окрестность единицы в топологической группе )ˆ),(ˆ( G , 
что 011 WWW  . 

Так как гомоморфизм )ˆ),(ˆ()'),('(:   GGf  является непрерывным 

гомоморфизмом, то существует такая окрестность 1'V  единицы в 
топологической группе )'),('( G , что 11 )'( WVf  .  

Согласно теореме VII.8, множество ),(1 ]'[ GV  будет окрестностью единицы 

в топологической группе )),(( G . 

Проверим, что 0),(1 )]'([ˆ WVf G  . 

В самом деле, если ),(1 ]'[ GVg  , то  )('1 gVV  , и так как 

))(('))('())('( 111 gVVVgVVgVV    , то совокупность 

}|)('{' 1   gVV   является базисом некоторого фильтра '  в группе 

)'),('( G , и поскольку gFgVGgVV ,1 )(')('    , то '  будет 

фильтром Коши в топологической группе )'),('( G .  

Тогда совокупность }|))('({ 1   gVVf   будет фильтром Коши в 

топологической группе )ˆ),(ˆ( G , и поскольку топологическая группа )ˆ),(ˆ( G  
является полной, то )ˆ,ˆ(1 )]('[




GgVV 


 . Так как 

)}(ˆ{)]([)))]('([ )ˆ,ˆ(,)ˆ,ˆ(1 gfFfgVVf GgG 








  , то (см. теорему II.5) 
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011)ˆ,ˆ(1)ˆ,ˆ(1 ][)]'([)(ˆ WWWWVfgf GG 


. Из произвольности элемента 

g  следует, что 0)ˆ,ˆ(1 )]'([ˆ WVf G 


, а из произвольности окрестности 0W  

следует, что гомоморфизм )ˆ),(ˆ()),((:ˆ   GGf  является непрерывным 
гомоморфизмом. 

Итак, мы построили такой непрерывный групповой гомоморфизм 
)ˆ),(ˆ()),((:ˆ   GGf , что ff G '|ˆ . 

Этим утверждение 1 доказано. 
Доказательство утверждения 2. 
Так как, согласно условию, )|ˆ)),('(()),('(: ))('(  GfGfGf   является 

топологическим изоморфизмом, то отображение 
)),('()|ˆ)),('((: ))('(

1   
 GGff Gf  будет топологическим изоморфизмом. 

Поскольку топологическая группа )),(( G  является полной группой, и )'(Gf  

является плотной подгруппой в топологической группе )ˆ),(ˆ( G , то, согласно 
первому утверждению, существует такой непрерывный гомоморфизм 

)),(()ˆ),(ˆ(:   GG , что 1
)'(|  fGf . 

Покажем, что 1ˆ  f . 

Вначале покажем, что ggf ))(ˆ(  для любого элемента Gg  .  

Допустим противное, т.е. что ggf ))(ˆ(  для некоторого элемента 
Gg  . Поскольку топологическая группа )),(( G  является отделимой, то 

существует такая окрестность V  единицы  в топологической группе )),(( G , 

что  )))(ˆ(()( gfVgV  .  

Так как )),(()ˆ),(ˆ(:   GG  является непрерывным гомоморфизмом, 

то существует такая окрестность Û  единицы в топологической группе 
)ˆ),(ˆ( G , что VU )ˆ( , и поскольку является непрерывным гомоморфизм 

)ˆ),(ˆ()),((:ˆ   GGf , то существует такая окрестность 1V  единицы в 

топологической группе )),(( G , что UVf ˆ)(ˆ
1  . 

Из того, что )(' G  является плотной подгруппой в топологической группе 

)),(( G , следует, что существует элемент ))(('' 1 gVVGg   . Тогда 

  ))(ˆ())(ˆ())'(ˆ())'((' 1
1 gfUgVfgfgffg   )(ˆ( gfV  , и 

так как gVg ' , то  )))(ˆ(()( gfVgV  . Получили противоречие с 
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выбором окрестности V . Следовательно, ggf ))(ˆ(  для любого элемента 
Gg  . 

Аналогично доказывается, что ggf ˆ))ˆ((ˆ   для любого элемента Gg ˆˆ  .  

Итак, мы доказали, что 1ˆ  f . 

Тогда )ˆ),(ˆ()),((:ˆ   GGf  будет топологическим изоморфизмом. 
Этим теорема полностью доказана. 
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XI. ПОПОЛНЕНИЕ ТОПОЛОГИЧЕСКИХ ГРУПП. 

Определение XI.1. Полная топологическая группа )ˆ),(ˆ( G  называется  
пополнением топологической группы )),(( G , если в топологической группе 

)ˆ),(ˆ( G  имеется плотная подгруппа )|ˆ),('( 'GG  , которая является 
топологически изоморфной топологической группе )),(( G . 

Замечание XI.2. Согласно замечанию VIII.2 мы можем отождествить 
топологическую группу )|ˆ),('( 'GG  , указанную в определении XI.1, с 

топологической группой )),(( G , мы получим, что сама топологическая 

группа )),(( G  является подгруппой полной топологической группы )ˆ),(ˆ( G . 

Теорема XI.3. Если }|{  V  - множество всех окрестностей 
единицы в топологической группе )),(( G , и ),(   - направленность, 
заданная базисом   окрестностей единицы (см. X.20), то для топологической 
группы )),(( G  существует пополнение )ˆ),(ˆ( G  тогда и только тогда, когда 
для любой последовательности }|{ g , которая является 
последовательностью Коши в топологической группе )),(( G , 

последовательность }|{ 1  g  будет последовательностью Коши в 
топологической группе )),(( G . 

Доказательство.  
Необходимость. Пусть для топологической группы )),(( G  существует 

пополнение )ˆ),(ˆ( G , и пусть последовательность }|{ g  является 
последовательностью Коши в топологической группе )),(( G .  

Так как топологическая группа )),(( G  является подгруппой 

топологической группы )ˆ),(ˆ( G , то последовательность }|{ g  будет 

последовательностью Коши и в топологической группе )ˆ),(ˆ( G . Так как 

)ˆ),(ˆ( G  является полной топологической группой, то, согласно теореме X.21, 
последовательность }|{ g  имеет предел в топологической группе 

)ˆ),(ˆ( G . Тогда, согласно утверждению 3 теоремы X.19, последовательность 

}|{ 1  g  будет последовательностью Коши в топологической группе 

)ˆ),(ˆ( G . 
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Так как топологическая группа )),(( G  является подгруппой 

топологической группы )ˆ),(ˆ( G  и Gg  }|{ 1  , то }|{ 1  g  будет 
последовательностью Коши в топологической группе )),(( G . 

Этим необходимость доказана. 
Достаточность. Пусть для любой последовательности }|{ g , 

которая является последовательностью Коши в топологической группе 
)),(( G , последовательность }|{ 1  g  будет последовательностью Коши 

в топологической группе )),(( G .  
Если в топологической группе )),(( G  пересечение всех окрестностей 

единицы является окрестностью единицы, то, согласно теореме X.10, 
топологическая группа )),(( G  является полной группой, и тогда в качестве 

топологической группы )ˆ),(ˆ( G  можем взять саму топологическую группу 
)),(( G .  

Поэтому, в дальнейшем будем считать, что в топологической группе 
)),(( G  пересечение всех окрестностей единицы не является окрестностью 

единицы. В этом случае в направленном множестве ),(   нет наибольшего 
элемента. 

Дальнейшее доказательство теоремы проведем в несколько этапов. 
I этап. Построение группы )(ˆ G . 
Если ),(   - направленность, указанная в формулировке теоремы, то 

рассмотрим множество Ĝ  всех последовательностей вида }|{ g  
элементов группы )(G , каждая из которых является последовательностью 

Коши в топологической группе )),(( G , и определим на множестве Ĝ  
операцию умножения следующим образом: 

Если Ghg ˆ}|{},|{    , то положим  

}|{}|{}|{    hghg . 
Проверим, вначале, что эта операция умножения определена корректно, 

т.е., что Ghghg ˆ}|{}|{}|{    . 

Пусть Ghg ˆ}|{},|{     и V  - произвольная окрестность 
единицы в топологической группе )),(( G . Существует такая окрестность U  
единицы в топологической группе )),(( G , что VUUU  . Так как 

последовательность }|{ g  является последовательностью Коши, то 

существует такое 0 , что Ugg  1
  для любых  ,  таких, что 

0   и 0  .  
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Существует такая окрестность W  единицы в топологической группе 
)),(( G , что UgWg  1

00  , и так как последовательность }|{ h  

является последовательностью Коши, то существует такое 1 , что 
Whh  1

  для любых  ,  таких, что 1   и 1  . 
Так как ),(   является направленным множеством, то существует такой 

элемент 2 , что 12    и 02   . Тогда для любых таких элементов 

 , , что 2   и 2   имеем, что  1)()(  hghg  

  )()()( 111111

0000  gggWggggWgghhg  

VUUU  .  
Из произвольности окрестности V  следует, что последовательность 

}|{   hg  является последовательностью Коши в топологической группе 

)),(( G , т.е. Ghg ˆ}|{   . 

Итак, мы проверили, что операция умножения во множестве Ĝ  
определена корректно. 

Проверим теперь, что )(ˆ G  является группой.  

В самом деле, так как  }|{})|{}|({   ghg  

 }|)({  qhg  }|){(  qhg  

})|{}|({}|{    ghg , то введенная операция умножения 
является ассоциативной. 

Так как последовательность }|{ˆ  ee  является 

последовательностью Коши в топологической группе )),(( G , то Ge ˆˆ , и 

поскольку для любого элемента Ggg ˆ}|{ˆ    верны равенства 
gggegege ˆ}|{}|{}|{}|{ˆˆ     и 

ggegegeg ˆ}|{}|{}|{}|{ˆˆ    , то ê  

является единицей в )(ˆ G . 

Кроме того, поскольку для любого элемента Ggg ˆ}|{ˆ   , по 

условию, последовательность }|{ 1  g  является последовательностью 

Коши в топологической группе )),(( G  и  }|{}|{ 1   gg  

}|{}|}{|{ 1     egg , то элемент }|{ 1  g  является 

обратным элементом в )(ˆ G  к элементу }|{ g , и значит, )(ˆ G  является 
группой. 

Итак, мы построили группу )(ˆ G . 
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II этап. Определение групповой топологии ̂  на группе )(ˆ G . 
Для любой окрестности V  рассмотрим множество 

}},,ˆ|ˆ}|{ˆ{)( ˆˆ gg дляVgчтотакоеgGggVW    , и 

покажем, что совокупность }|)({ˆ  VVW  удовлетворяет всем условиям 
теоремы V.1. 

Так как )(}|{ˆ VWee    для любого V , то для совокупности 

̂  условие 1 теоремы V.1 выполнено. 
Если  ˆ)(),( 21 VWVW , то 21 VV  , и значит,  ˆ)( 21 VVW  , 

причем, )()()( 2121 VVWVWVW   , и значит, для совокупности ̂ , 
выполнено условие 2 теоремы V.1. 

Пусть теперь  ˆ)( 1VW . Так как )),(( G  является топологической 
группой, то существует такая окрестность 2V , что 122 VVV  . 

Если )(}|{ˆ},|{ˆ 2VWhhgg    , то существуют такие 
элементы 21, , что 2Vg   и 2Vh   для любого элемента 1   и 

2  , и так как ),(   является направленным множеством, то существует 
такой элемент 3 , что 13    и 23   .  

Тогда (см. X.20) 122 VVVhg    для любого элемента   такого, 

что 3  , и значит, )(}|{ˆˆ 1VWhghg   . 

Из произвольности элементов ĝ  и ĥ  следует, что 
)()()( 122 VWVWVW  , и значит, для совокупности ̂  выполнено условие 3 

теоремы V.1. 
Аналогично, если  ˆ)( 1VW , то существует такая окрестность 2V , 

что 1
1

2 VV  . Тогда, если )(}|{ˆ 2VWgg   , то существует такой 

элемент 1 , что 2Vg   для 1  . Тогда 1
1

2
1 VVg  

  для любого 
элемента   такого, что 3  . Из произвольности элемента ĝ  следует, 

что )())(( 1
1

2 VWVW  , и значит, для совокупности ̂  выполнено условие 4 
теоремы V.1. 

Пусть теперь Ggg ˆ}|{ˆ    и  ˆ)(VW . Существует такая 

окрестность 1V , что VVVV  111 . Так как последовательность 
}|{ˆ  gg  является последовательностью Коши в топологической 

группе )),(( G , то существует такой элемент 0 , что 1
1
0

Vgg  
  для 

любого элемента   такого, что 0  , и поскольку )),(( G  является 



 186 

топологической группой, то существует такая окрестность 2V , что 

1
1

2 00
VgVg  

 . 

Так как последовательность }|{ˆ  gg  является 
последовательностью Коши в топологической группе )),(( G , то существует 

такой элемент 1 , что 2
1
1

Vgg  
  для любого элемента   такого, что 

1  . 

Если теперь, )(}|{ˆ
2VWhh   , то существует такой элемент 

2 , что 2Vh   для любого элемента   такого, что 2  , и так как 
),(   является направленным множеством, то существует такой элемент 
3 , что 03   , 13    и 23   . 

Тогда, если 3  , то   1111
0000  ggghgggghg  

VVVVVgVgV  
1111

1
21 00  . Из произвольности элемента 

)(}|{ˆ
2VWhh    следует, что )(ˆ)(ˆ 1

2 VWgVWg   , и значит, для 

совокупности ̂  выполнено условие 5 теоремы V.1. 
Итак, мы доказали, что совокупность ̂  удовлетворяет всем условиям 

теоремы V.1, и значит, на группе )(ˆ G  существует такая групповая топология 
̂ , что ̂  является базисом окрестностей единицы в топологической группе 

)ˆ),(ˆ( G . 

III этап. Проверка того, что в топологической группе )ˆ),(ˆ( G  имеется 

такая плотная подгруппа )(~ G , что топологические группы )),(( G  и 
)|ˆ),(~( ~GG   являются топологически изоморфными. 

Для каждого элемента Gg   рассмотрим элемент 

Gвсехдляggгдеggf ˆ},|{)(    . 

Если }|)({~ GggfG  , то легко заметить, что )(~ G  является 

подгруппой группы )(ˆ G , причем )(~)(:  GGf  является групповым 
изоморфизмом. 

Проверим, что подгруппа )(~ G  является плотной подгруппой в 

топологической группе )ˆ),(ˆ( G . 

В самом деле, Пусть Ggg ˆ}|{ˆ    и Ŵ  - произвольная 

окрестность элемента ĝ  в топологической группе )ˆ),(ˆ( G . Тогда существует 

такое множество  ˆ)(VW , что 1ˆˆ)(  gWVW .  
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Если Ggg ˆ}|{ˆ   , то существует такой элемент 0 , что 

Vgg  1
  для любых таких элементов  , , что 0   и 0  . Тогда 

Ggfh ~)(ˆ
0
  , и 111 ˆˆ)(}|{ˆˆ

0

  gWVWgggh  , и значит, 

WGh ˆ~ˆ  . Из произвольности окрестности Ŵ  и элемента ĝ  следует, что 

подгруппа )(~ G  является плотной подгруппой в топологической группе 

)ˆ),(ˆ( G . 
Так как совокупности   и }|)({ BVVW   являются базисами 

окрестностей единиц в топологических группах )),(( G  и )|ˆ),(~( ~GG  , 
соответственно, то из равенства 

)(Vf   Vgвсехдляggгдеggf |},|)({  

GVW ~)(   следует, что изоморфизм )|ˆ),(~()),((: ~GGGf    является 
топологическим изоморфизмом. 

Итак, мы доказали, что в топологической группе )ˆ),(ˆ( G  содержится 
такая плотная подгруппа, которая является топологически изоморфной 
топологической группе )),(( G . 

IV этап. Для завершения доказательства теоремы осталось проверить, что 
топологическая группа )ˆ),(ˆ( G  является полной группой.  

Покажем вначале, что ),(   является направленным множеством, 

которое задается и базисом }|)({ˆ   VWW  окрестностей единицы в 

топологической группе )ˆ),(ˆ( G . 
Из определения множества )(VW  легко следует, что 

21  WW   если 

21  VV  . 

Обратно, если )()(
2211  VWWVWW  , то из определения 

изоморфизма )(~)(:  GGf  следует, что   )(~(
11

1
 VWGfV   

22
)(~(1

 VVWGf   . 

Итак, мы доказали, что 
21  WW   тогда и только тогда, когда 

21  VV  , 

и значит, направленное множество ),(   задается и базисом 

}|)({ˆ   VWW  окрестностей единицы в топологической группе 

)ˆ),(ˆ( G . 

Перейдем к доказательству полноты топологической группы )ˆ),(ˆ( G . 
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Пусть }|ˆ{ g  - произвольная последовательность Коши в 

топологической группе )ˆ),(ˆ( G . Каждый элемент ĝ  этой 
последовательности, в свою очередь, является последовательностью Коши в 
топологической группе )),(( G , и пусть }|{ˆ ,   gg .  

Тогда для каждого   существует такой элемент  , что 

 Vgg  1
,,  для любых таких элементов  , , что    и   . Не 

нарушая общности рассуждений, можем считать, что    для каждого 
элемента  . 

Для каждого элемента   зафиксируем этот элемент  . 

Рассмотрим последовательность Ghh ˆ}|{ˆ   , где 

Ggh 
 ,  и покажем, что Ghh ˆ}|{ˆ   , т.е., что 

последовательность }|{ h  является последовательностью Коши в 
топологической группе )),(( G . 

Итак, пусть 0U  - произвольная окрестность единицы в топологической 

группе )),(( G , то 
00000  VVVVU   для некоторого элемента 0 . 

Так как }|ˆ{ g  является последовательностью Коши в 

топологической группе )ˆ),(ˆ( G , то существует такой элемент 1 , что 

)(ˆˆ
0

1
 VWgg   для любых таких элементов  , , что 1   и 1  . 

Поскольку ),(   является направленным множеством, то существует 
такой элемент 2 , что 02    и 12   , и существует такой элемент 

3 , что 23    и 
23    (определение элемента   см. выше).  

Покажем, что 
0222

1
,,

1
 

Vgghh    для любого такого элемента 

 , что 3  .  

Так как 13    и 12   , то )(ˆˆ
02

1
 VWgg   , и значит, 

существует такой элемент 
2, , что 

02

1
,,  Vgg    для любого такого 

элемента  , что 
2,  . 

Зафиксируем некоторый такой элемент 1 , что 
2,1    и 31   . 

Тогда: 
- так как  1  и   , то 

01

1
,,  

VVgg   ; 

- так как 
2,1   , то 

0121

1
,,  Vgg   . 
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- так как 
231   , то 

02212

1
,,  

Vgg    

Тогда, учитывая эти 3 включения, получим   1
,,

1

222   gghh  

00022121211
)()()( 1

,,
1
,,

1
,,  

VVVgggggg   .  

Если  теперь 13    и 
23   , то 

02

1


Vhh   , и значит, 

0
111

000022
)()( UVVVVhhhhhh  

 
. 

Из произвольности окрестности 0U  следует, что последовательность 
}|{ h  является последовательностью Коши в топологической группе 

)),(( G , и значит, Ghh ˆ}|{ˆ   . 

Покажем теперь, что 
gh ˆlimˆ


  в топологической группе )ˆ),(ˆ( G . 

В самом деле, если Ŵ  - окрестность элемента ĥ  в топологической 
группе )ˆ),(ˆ( G , то существует такой элемент 0 , что 1ˆˆ)(

0

 hWVW  .  

Так как }|{ˆ  hh  является последовательностью Коши, то 

существует такой элемент 1 , что 
01

1
 Vhh    для любого такого 

элемента  , что 1  , и значит, 
011

11
,  

Vhhhg    для любого 

1  . 

 Из определения множества )(VW  следует, что )(ˆˆ
0

1
 VWhg   . Тогда 

WhhWhVWg ˆˆˆˆˆ)(ˆ 1
0

 
  для любого элемента   такого, что 

1  .  

Из произвольности окрестности Ŵ  следует, что 
gh ˆlimˆ


 , а из 

произвольности последовательности }|ˆ{ g и теоремы X.21 следует, что 

топологическая группа )ˆ),(ˆ( G  является полной группой. 
Этим теорема полностью доказана.  

Теорема XI.4. Для топологической группы )),(( G  существует 
пополнение тогда и только тогда, когда для любой совокупности 

}|{   F , которая является базисом некоторого фильтра Коши, 

совокупность }|{' 1   F  будет базисом некоторого фильтра Коши. 

Доказательство. Пусть для топологической группы )),(( G  существует 

пополнение )ˆ),(ˆ( G  и совокупность }|{   F  является базисом 
некоторого фильтра Коши в топологической группе )),(( G . Тогда 
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совокупность }|{   F  подмножеств множества Ĝ  будет базисом 

некоторого фильтра ̂  Коши в топологической группе )ˆ),(ˆ( G , и так как 

топологическая группа )ˆ),(ˆ( G  является полной группой, то 





 )ˆ,ˆ(][ GF . 

Тогда, согласно утверждению 2 теоремы X.5, совокупность 
}|{' 1   F  будет базисом некоторого фильтра Коши в топологической 

группе )ˆ),(ˆ( G , и так как топологическая группа )),(( G  является 

подгруппой топологической группы )ˆ),(ˆ( G , то совокупность 

}|{' 1   F  будет базисом некоторого фильтра Коши в топологической 
группе )),(( G . 

Этим необходимость доказана. 
Пусть теперь, для любой совокупности }|{   F , которая 

является базисом некоторого фильтра Коши в топологической группе )),(( G , 

совокупность }|{' 1   F  будет базисом некоторого фильтра Коши.  
Если }|{  V  - множество всех окрестностей единицы в 

топологической группе )),(( G , и ),(   - направленность, которая задается 
базисом }|{  V  окрестностей единицы в топологической группе 

)),(( G , и }|{ g  - произвольная последовательность Коши в 
топологической группе )),(( G . 

Для каждого элемента   рассмотрим подмножество 
GgF  },|{  . Как при доказательстве теоремы X.21 

доказывается, что совокупность }|{  F  будет базисом некоторого 
фильтра Коши в топологической группе )),(( G . По допущению, 

совокупность }|{' 1   F  будет базисом некоторого фильтра Коши в 
топологической группе )),(( G . 

Тогда для любой окрестности V  единицы в топологической группе 
)),(( G  существует такой элемент 0 , что VFF   111 )(

00  , и значит, 

Vgg   11
0  для любого 0  .  

Из произвольности окрестности V  следует, что последовательность 
}|{ g  является последовательностью Коши в топологической группе 

)),(( G , и согласно предыдущей теореме, для топологической группы 
)),(( G  существует пополнение. 

Этим теорема полностью доказана. 
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Теорема XI.5. Если в топологической группе )),(( G  имеется такая 
окрестность 0V  единицы, что для любой окрестности 1V  единицы существует 

такая окрестность 2V  единицы, что 12
1 VvVv   для любого элемента 0Vv , 

то для топологической группы )),(( G  существует пополнение. 

Доказательство. Согласно теореме XI.4, достаточно проверить, что для 
любого фильтра Коши   в топологической группе )),(( G  фильтр 

}|{' 1   FF  будет фильтром Коши в топологической группе )),(( G . 
Итак, пусть   является фильтром Коши в топологической группе 

)),(( G . Согласно теореме X.4, существуют такое множество 0F  и такой 
элемент Gg 0 , что 000 gVF  . 

Если 1V  - произвольная окрестность единицы в топологической группе 
)),(( G , то существуют такие окрестности 2V  и 3V  в топологической группе 

)),(( G , что 102
1

0 VgVg   и 23
1 VvVv   для любого элемента 0Vv .  

Так как   является фильтром Коши в топологической группе )),(( G , 

то существует такое множество 1F , что 0001 gVFF   и 3
1

11 VFF   . 
Если теперь 1, Fhg  , то 001 gVFg  , и значит, 00 gvg   для 

некоторого элемента 00 Vv  . Тогда 0
1

0
1 vgg   , и значит,  hg 1  

 
00

11
0

1
0

11 )()( gvghvggghg  
003

1
0

1
0 )( gvVvg  

102
1

0 VgVg  . 

Из произвольности элементов 1, Fhg   следует, что 

11
1

1
11

1
1

1 )( VFFFF   , а из произвольности окрестности 1V  следует, что 

фильтр }|{' 1   FF  является фильтром Коши в топологической группе 
)),(( G . 

Этим теорема полностью доказана. 

Замечание XI.6. В каждой топологической группе )),(( G  можно 
определять несколько равномерных структур (в частности, левую равномерную 
структуру и правую равномерную структуру), каждая из которых согласуется с 
групповой топологией.  

Вопрос о существовании пополнения для топологической группы, в 
некоторой мере связан с вопросом о совпадении в этой топологической группе 
левой равномерной структуры с правой равномерной структурой. 

Мы не будем определять эти равномерные структуры (желающие могут 
познакомиться с ними, например в [6]). Отметим только, что совпадение 
равномерных структур в топологической группе )),(( G  эквивалентно 
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следующему условию (которое можно взять за определение совпадения 
равномерных структур): 

Для любой окрестности V  единицы в топологической группе )),(( G  

существует такая окрестность U  единицы, что VgUg 1  для любого 
элемента Gg  . 

Из замечания XI.6 и теоремы XI.5 следует 

Следствие XI.7. Если в топологической группе )),(( G  совпадают левая 
и правая равномерные структуры, то существует пополнение этой 
топологической группы. 

Так как в коммутативной группе )(G  выполнено равенство 

UgUg 1  для любого элемента Gg   и произвольного подмножества 
GU  , то из предыдущего следствия следует  

Следствие XI.8. Если группа )(G  является коммутативной, то для 
любой групповой топологии   существует пополнение топологической группы 

)),(( G . 
Из утверждения 4 теоремы III.13 и теоремы XI.5 следует 

Следствие XI.9. Если топологическая группа )),(( G  обладает такой 
окрестностью 0V  единицы, которая является предкомпактным множеством, то 
для топологической группы )),(( G  существует пополнение.  

Теорема XI.10. Если для отделимой топологической группы )),(( G  

существует некоторое ее пополнение )ˆ),(ˆ( G , то верны следующие 
утверждения: 

1. существует отделимая, полная топологическая группа )~),(~( G , для 
которой топологическая группа )),(( G  является плотной 
подгруппой;    

2. полная, отделимая топологическая группа )~),(~( G , содержащая 
топологическую группу )),(( G , определена единственным образом 
с точностью до топологического изоморфизма, который 
тождественен на группе )(G   

Доказательство. Пусть для отделимой топологической группы )),(( G  

существует ее пополнение )ˆ),(ˆ( G . 
 Если   - множество всех окрестностей единицы в топологической группе 

)ˆ),(ˆ( G , то, согласно утверждению 3 теоремы II.5, 



V

VN
ˆ

ˆˆ  является 

замкнутым нормальным делителем в топологической группе )ˆ),(ˆ( G .  
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Тогда, согласно теореме VIII.9, топологическая группа 
NGNG ˆ/)ˆ),(ˆ()~,/)(ˆ(    будет отделимой топологической группой, и, 

согласно теореме X.22, она будет полной топологической группой. Если 
NGG ˆ/)ˆ),(ˆ()ˆ),(ˆ(:    - канонический гомоморфизм, и )'),('( G  - 

плотная подгруппа топологической группы )ˆ),(ˆ( G , которая топологически 
изоморфна топологической группе )),(( G , то из отделимости топологической 
группы )),(( G  следует, что топологическая группа )'),('( G  будет 

отделимой, и значит, eGVGN
V

ˆ)'ˆ('ˆ
ˆ




  .  

Так как 



V

VN
ˆ

ˆˆ , то, согласно утверждению 4 теоремы VIII.16, 

топологическая группа }ˆ/{)'),('()'),('( eGG    будет топологически 

изоморфной топологической группе )|~)),('(( ))('(  GG  , и значит, 

топологическая группа NGG ˆ/)ˆ),(ˆ()~),(~(    содержит в качестве плотной 

подгруппы топологическую группу )'~),('~( G , которая является 

топологически изоморфной топологической группе )),(( G .  
Отождествляя топологическую группу )),(( G  с топологической 

группой )'~),('~( G , получим, что полная, отделимая топологическая группа 

)~),(~( G  содержит в качестве полной подгруппы топологическую группу 
)),(( G . 

Итак, мы доказали, что существует отделимая, полная топологическая 
группа )~),(~( G , для которой топологическая группа )),(( G  является 
плотной подгруппой. 

Этим утверждение 1 доказано. 
Для завершения доказательства теоремы, осталось проверить 

единственность топологической группы )~),(~( G  с точностью до 
топологического изоморфизма тождественного на группе )),(( G . 

Пусть )),(( G  - произвольная полная, отделимая топологическая 
группа, которая содержит топологическую группу )),(( G  в качестве плотной 
подгруппы.  

Тогда, поскольку топологическая группа )),(( G  является плотной 

подгруппой в каждой из топологических групп )),(( G  и )~),(~( G , то, 
согласно, утверждению 2 теоремы X.28, тождественный  изоморфизм 
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)),(()),((:   GGf  продолжается до топологического изоморфизма 

)),(()~),(~(:ˆ   GGf . 
Этим теорема полностью доказана. 
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XII.РЕШЕТКИ ГРУППОВЫХ ТОПОЛОГИЙ. 
Обозначение XII.1. Так как мы будем рассматривать различные решетки, 

то для решетки ),(   и для подмножества S  будем писать Sinf  и 
Ssup  вместо Sinf  и Ssup , соответственно.  

Замечание XII.2. Пусть )(G  - группа, и ),(   - решетка всех топологий 
на множестве G  (см. В.16). Если S  - некоторое множество групповых 
топологий на группе )(G , то (см. теорему I.6) топология S sup0  тоже 
будет групповой топологией на группе )(G , а (см. замечание V.5) топология 

S inf1  может не быть групповой топологией, и значит, частично 
упорядоченное множество всех групповых топологий на группе )(G  не 
является подрешеткой (см. А. 15) решетки ),(  . 

 Однако, как будет показано в этом параграфе, частично упорядоченное 
множество всех групповых топологий на группе )(G , а также и некоторые его 
подмножества, являются решетками, т.е. в них существуют },inf{ ba  и 

},sup{ ba . 
Изучению этих частично упорядоченных множеств групповых топологий и 

посвящен настоящий параграф. 

Обозначения XII.3. Если )(G  - группа, то рассмотри следующие 
множества: 

),(   - решетка всех топологий на множестве G ; 
)(M,  - частично упорядоченное множество всех групповых топологий на 

группе )(G ;  
),гр(M  - частично упорядоченное множество всех групповых топологий 

на группе )(G , в каждой из которых топологическая группа обладает базисом 
окрестностей единицы, который состоит из подгрупп; 

),. дн(M  - частично упорядоченное множество всех групповых топологий 
на группе )(G , в каждой из которых топологическая группа обладает базисом 
окрестностей единицы, который состоит из нормальных подгрупп; 

),пк(M  - частично упорядоченное множество всех групповых топологий 
на группе )(G , в каждой из которых топологическая группа является 
предкомпактной (см. III.12); 

),. ср(M  - частично упорядоченное множество всех групповых топологий 
на группе )(G , в каждой из которых совпадают правая и левая равномерные 
структуры (см. замечание XI. 6); 

),пп(M  - частично упорядоченное множество всех групповых топологий 
на группе )(G , в каждой из которых топологическая группа имеет пополнение. 
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Теорема XII.4.. Для произвольной группы )(G  верны следующие 
утверждения: 
  

1. частично упорядоченное множество )(M,  является полной решеткой; 
2. частично упорядоченное множество ),гр(M  является полной 

решеткой; 
3. частично упорядоченное множество ),. дн(M  является полной 

решеткой; 
4. частично упорядоченное множество ),пк(M  является полной 

решеткой; 
5. частично упорядоченное множество ),. ср(M  является полной 

решеткой; 
6. частично упорядоченное множество ),пп(M  является полной решеткой 

),пп(M  

Доказательство. Если M S , то )),(( G  является 
топологической группой для любой топологии M . Тогда, согласно теореме 
I.6, для любого M S  топология Ssup  является групповой 

топологией на группе )(G .  
Легко заметить, что элемент Ssup  для частично упорядоченного 

множества )(M,  удовлетворяет условиям определения SMsup  (см. А. 13), и 
значит, в частично упорядоченном множестве )(M, , существует SMsup . 

Покажем теперь, что в частично упорядоченном множестве )(M,  
существует SMinf  для любого непустого подмножества MS . 

Рассмотрим множество   '|'{' MS   для всех }S . 

Так как совокупность 'S  содержит антидискретную топологию, то 
'S . Тогда, как было доказано выше, в частично упорядоченном множестве 
)(M,  существует 'sup~ SM . 

Покажем, что SMinf~  . 
Если S , то  '  для любой топологии '' S , и значит (см. А.I.3), 

  'sup~ SM  для любой топологии S . 
Кроме того, если M''  и  ''  для любой топологии S , то 

''' S , и тогда  ~'sup''  SM . Следовательно (см. А. 13) ~  

удовлетворяет условиям определения SMinf , и значит, SMinf~  . 
Этим утверждение 1 доказано. 
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Если теперь грM S , то, согласно утверждению 1, существует 
SS  supsup* M .  

Так как ля каждой топологии S  топологическая группа )),(( G  
обладает базисом   окрестностей единицы, который состоит из подгрупп 
группы )(G , то из утверждения 2 теоремы В. 17 легко следует, что 
топологическая группа *)),(( G  обладает базисом окрестностей единицы, 
который состоит из подгрупп группы )(G , и значит, грM* .  

Тогда, легко заметить, что топология *  для частично упорядоченного 
множества ),(M гр   удовлетворяет условиям определения Ssup  (см. А. 13), 

и значит, в частично упорядоченном множестве ),(M гр , существует 
S

грMsup . 

Итак, мы доказали, что для любого непустого подмножества грMS  
существует S

грMsup .   

Покажем теперь, что в частично упорядоченном множестве ),(M гр   
существует S

грMinf  для любого непустого подмножества грS M . 
Аналогично, как и при доказательстве утверждения 1 этой теоремы 

рассмотрим совокупность   '||'{' грMS  для всех }S .  

Так как антидискретная топология принадлежит совокупности 'S , то 

'S . Выше было доказано, что существует 'sup
гр

SM . Тогда, как и при 

доказательстве утверждения 1, доказывается, что SS
гргр

inf'sup MM  .  
Этим утверждение 2 доказано. 
Пусть теперь ),.  днS (M . Так как ),),.  грднS (M(M , 

то, согласно утверждению 1, существует SS  supsup* M .  
Покажем, что н.д* M . Если U  - произвольная окрестность единицы в 

топологической группе *)),(( G  
Так как ля каждой топологии S  топологическая группа )),(( G  

обладает базисом   окрестностей единицы, который состоит из нормальных 
делителей группы )(G , то из утверждения 2 теоремы В. 17 легко следует, что и 
топологическая группа *)),(( G  обладает базисом окрестностей единицы, 
который состоит из нормальных делителей группы )(G , и значит, н.д* M .  

Тогда, легко заметить, что топология *  для частично упорядоченного 
множества ),(M н.д  удовлетворяет условиям определения Ssup  (см. А. 13), 



 198 

и значит, в частично упорядоченном множестве )н.д ,(M , существует 
S

н.д
supM . 

Итак, мы доказали, что существует S
н.д

supM  для любого непустого 

подмножества ), н.д(MS . 
Покажем теперь, что в частично упорядоченном множестве ),(M н.д  

существует S
н.д

infM  для любого непустого подмножества н.дMS . 

Аналогично, как и при доказательстве утверждения 1 этой теоремы 
рассмотрим совокупность   '||'{' н.дMS  для всех }S .  

Так как антидискретная топология принадлежит совокупности 'S , то 

'S . Выше было доказано, что существует 'sup
н.д

SM . Тогда, как и при 

доказательстве утверждения 1, доказывается, что SS
н.дн.д

inf'sup MM  .  
Этим утверждение 3 доказано. 
Пусть теперь ), пкS (M  и SS  supsup* M . Тогда, из 

теоремы III.15, следует, что пкM* , и так как MM пк , то 
S

пкMsup*  . 

Итак, мы доказали, что существует S
пк

supM  для любого непустого 

подмножества ), пкS (M . 
Покажем теперь, что в частично упорядоченном множестве ),пк(M  

существует S
пкMinf  для любого непустого подмножества пкS M . 

Согласно утверждению 1, существует SMinf*  . Если S0 , то 

0*   . Тогда из утверждения 6 теоремы III.13 следует, что пкM* , и так 

как MM пк , то S
пкMinf*  . 

Этим утверждение 4 доказано 
Пусть теперь срS .M  и SS  supsup* M .  

Покажем, что ср.* M . В самом деле, если U  - окрестность единицы в 
топологической группе *)),(( G , то, согласно утверждению 2 теоремы В. 17, 
существует такое конечное подмножество Sn },,{ 1    топологий и для 
каждого натурального числа ni 1  в топологической группе )),(( iG   

существует такая окрестность iU  единицы, что 
n

i
iUU

1
 . 

Так как для каждого натурального числа ni 1  в топологической группе 
)),(( iG   совпадают левая и правая равномерные структуры, то (см. замечание 
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XI.6) существует такая окрестность iV  единицы в топологической группе 

)),(( iG  , что ii UgVg  1  для любого элемента Gg . 

Тогда 
n

i
iVV

1
  будет окрестностью единицы в топологической группе 

*)),(( G , причем iUgVg  1  для любого элемента Gg , и значит, 

ср.* M . Так как MM р.с  , то S
ср .

sup* M . 

Итак, мы доказали, что существует S
ср .

supM  для любого подмножества 

р.сM S . 
Покажем теперь, что в частично упорядоченном множестве ),. ср(M  

существует S
ср .

infM  для любого непустого подмножества срS .M . 

Пусть срS .M  и   '||'{' .срS M  для всех }S .  

Так как антидискретная топология принадлежит совокупности 'S , то 

'S . Выше было доказано, что существует 'sup
.

S
срM .  

Тогда, как и при доказательстве утверждения 1, доказывается, что 
SS

срср ..
inf'sup MM  .  

Этим утверждение 5 доказано. 
Пусть теперь ), ппS (M  и SS  supsup* M . Согласно 

теореме XI.4 достаточно проверить, что совокупность }|{' 1   F  будет 
базисом некоторого фильтра Коши в топологической группе *)),(( G  для 
любой совокупности }|{  F , которая является базисом некоторого 
фильтра Коши в топологической группе *)),(( G . 

Итак, пусть совокупность }|{  F , является базисом некоторого 
фильтра Коши в топологической группе *)),(( G .  

Так как *   для любой топологии S , то совокупность 
}|{  F , будет базисом некоторого фильтра Коши в топологической 

группе )),(( G  для любой топологии S , и поскольку для любой 
топологии S , существует пополнение топологической группы )),(( G , то, 

согласно теореме XI.4, совокупность }|{' 1   F  будет базисом 
некоторого фильтра Коши в топологической группе )),(( G  для любой 
топологии S . 

Тогда, согласно теореме X.6, совокупность }|{' 1   F  будет 
базисом некоторого фильтра Коши в топологической группе *)),(( G , и 
значит, существует пополнение топологической группы *)),(( G . 
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Так как MM пп , то S
ппMsup*  . 

Итак, мы доказали, что существует S
ппMsup  для любого подмножества 

ппS M . 
Покажем теперь, что в частично упорядоченном множестве ),пп(M  

существует S
ппMinf  для любого непустого подмножества ппS M . 

Пусть ппS M  и   '|'{' ппS M  для всех }S .  

Так как антидискретная топология принадлежит совокупности 'S , то 

'S . Выше было доказано, что существует 'sup S
ппM .  

Тогда, как и при доказательстве утверждения 1, доказывается, что 
SS

пппп MM inf'sup  .  
Этим утверждение 6 доказано,  и значит, теорема полностью доказана. 

Теорема XII.5. Пусть )(G  - группа, 1  и 2  - групповые топологии на 
группе )(G . Если 1  и 2  - некоторые базисы окрестностей единицы в 
топологических группах )),(( 1G  и )),(( 2G , соответственно, то следующие 
утверждения эквивалентны: 

1. для любых окрестностей единицы 11 V  и 21 U  существуют такие 
окрестности единицы 12 V  и 22 U , что 1122 VUUV  ; 

2. для любых окрестностей единицы 11 V  и 21 U  существуют такие 
окрестности единицы 12 V  и 22 U , что 1122 UVVU  ; 

3. совокупность },|{ 213  UVUV  является базисом 
окрестностей единицы в топологической группе ),( 3G  где },{inf 213  M ; 

4. для любой окрестности единицы 11 V  существуют такие окрестности 
единицы 12 V  и 22 U , что 12

1 VgVg   для любого элемента 

2Ug . 

Доказательство. Доказательство проведем по схеме 
14321  .  

Пусть для групповых топологий 1  и 2  выполнено утверждение 1.  
Если 10 V  и 20 U , то существуют такие окрестности 11 V  и 

21 U , что 0
1

1 VV   и 0
1

1 UU  . Так как для групповых топологий 1  и 2  
выполнено  утверждение 1, то существуют такие окрестности единицы 12 V  
и 22 U , что 1122 VUUV  . Поскольку ),( 1G  и ),( 2G  являются 
топологическими группами, то существуют такие окрестности единицы 

13 V  и 23 U , что 2
1

3 VV   и 2
1

3 UU  .  
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Тогда, поскольку 111)(   abba  для любых элементов Gba , , то 

  11
3

11
333 )()( VUVU   11

3
1

3 )( UV  1
11 )( VU  1

11 )( VU  

00
1

1
1

1 UVUV   , и значит для групповых топологий 1  и 2  выполнено 
утверждение 2. 

Итак, мы доказали, что 21 . 
Докажем, что 32  . 
Пусть для групповых топологий 1  и 2  выполнено утверждение 2. 
Проверим, вначале, что совокупность },|{ 213  UVUV  

удовлетворяет всем условиям теоремы V.1. 
Если 1V  и 2U , то UVeee  , и значит, для совокупности 

},|{ 213  UVUV  условие 1 теоремы V.1 выполняется. 
Пусть 110 , VV  и 210 , UU . Существуют такие окрестности единицы 

12 V  и 22 U , что 102 VVV   и 102 UUU  . Тогда  22 UV  
 )()( 1010 UUVV   )()( 1100 UVUV   , и значит, для совокупности 

},|{ 213  UVUV  условие 2 теоремы V.1 выполняется. 
Пусть 10 V   и 20 U . Так как для групповых топологий 1  и 2  

выполнено утверждение 2, то существуют такие окрестности единицы 11 V   
и 21 U , что 0011 UVVU  .  

Из того, что )),(( 1G  и )),(( 2G  являются топологическими группами, 
следует что существуют такие  окрестности единицы 12 V  и 22 U , что 

1
1

2 VV   и 1
1

2 UU  . Тогда   )()()( 1
2

1
2

1
22 VUUV 0011 UVVU  , и 

значит, для совокупности },|{ 213  UVUV  условие 3 теоремы 
V.1 выполняется. 

Пусть 11 V  и 21 U .  
Так как для групповых топологий 1  и 2   выполняется  утверждение 2, то 

существуют такие окрестности 12 V  и 22 U , что 1122 UVVU  . Не 
нарушая общности рассуждений, можем считать, что 12 VV   и 12 UU  . 

Тогда  )()( 2222 UVUV  2222 )( UVUV 001111 )()( UVUUVV  , 
 и значит, для совокупности },|{ 213  UVUV  условие 4 теоремы 
V.1 выполняется. 
Пусть 10 V , 20 U  и Gg . Существуют такие окрестности 11 V  и 

21 U , что 0
1

1 VgVg    и 0
1

1 UgUg   . Тогда  1
11 )( gUVg  
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  )()( 1
1

1
1 gUggVg 00 UV  , и значит, для совокупности 

},|{ 213  UVUV  условие 5 теоремы V.1 выполняется. 
Итак, мы проверили, что совокупность },|{ 213  UVUV  

удовлетворяет всем условиям теоремы V.1, и значит, на группе )(G  
существует такая групповая топология 3 , что совокупность 3  является 
базисом окрестностей единицы в топологической группе )),(( 3G . 

Так как UVeVV   и UVUeU   для любых 1V  и 

2U , то 13    и 23   , и значит (см. А. 13), },{inf 213  M . 
Пусть теперь W  - произвольная окрестность единицы в топологической 

группе }),{inf,( 21 MG  и 1W  - такая окрестность единицы в топологической 
группе }),{inf,( 21 MG , что WWW  11 .  

Так как 121 },{inf  M  и 221 },{inf  M , то существуют такие 
окрестности 1V  и 2U , что 1WV   и 1WU  . Тогда 

WWWUV  11 , и значит, 321 },{inf  M . Следовательно, 

321 },{inf  M , и значит, совокупность },|{ 213  UVUV  будет 
базисом окрестностей единицы в топологической группе }),{inf,( 21 MG .  

Этим мы доказали, что 32  . 
Проверим теперь, что 43 . 
В самом деле, пусть для групповых топологий 1  и 2   выполняется  

утверждение 3, и пусть 11 V  и 21 U .  
Так как совокупность },|{ 213  UVUV  является базисом 

окрестностей единицы в топологической группе }),{inf,( 21 MG , то 
существуют такие окрестности единицы 12 V  и 22 U , что 

112222
1

22 )()()( UVUVUVUV   .  
Тогда для любого элемента 2Ug   имеет место включение 

 
22

1
22

1 UVUgVg 112222
1

22 )()()( UVUVUVUV   , и значит, 
для групповых топологий 1  и 2  выполняется утверждение 4, т.е. 43 . 

Проверим теперь, что 14  . 
Пусть для групповых топологий 1  и 2  выполняется утверждение 4. Если 

11 V  и 21 U , то существуют такие окрестности 12 V  и 22 U , что 

12
1 VgVg   для любого элемента 2Ug  . Не нарушая общности, можем 

считать, что 12 UU  . Тогда 111212 VUVUVggV   для любого 
элемента 2Ug  .  
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Из произвольности элемента 2Ug   следует, что 1122 VUUV  . 
Этим мы доказали, что для групповых топологий 1  и 2  выполняется 

утверждение 1, т.е. 14  , и значит теорема полностью доказано. 

Следствие XII. 6. Если в топологической группе )),(( 1G  совпадают 
правая и левая равномерные структуры (см. замечание XI. 6), то для любой 
групповой топологии 2  в группе )(G , пара топологий 1  и 2  удовлетворяет 
каждому из утверждений теоремы XII. 5. 

В самом деле, для любой групповой топологии 2  множество GU   
является окрестностью единицы в топологической группе )),(( 2G , причем 
для любой  окрестности 1V  единицы в топологической группе )),(( 1G  
существует окрестность единицы 2V  в топологической группе )),(( 1G  такая, 

что 1
1

2 VgVg    для любого UGg  . Тогда, из предыдущей теоремы, 
следует верность настоящего следствия. 

Теорема XII. 7. Для произвольной группы )(G  являются подрешетками 
решетки )(M,  всех групповых топологий на группе )(G  следующие 
решетки: 

1. решетка ),. дн(M  всех групповых топологий на группе )(G , в каждой 
из которых топологическая группа обладает  базисом окрестностей единицы, 
который состоит из нормальных делителей группы )(G ; 

2. решетка ),. ср(M  всех групповых топологий на группе )(G , в каждой 
из которых совпадают правая и левая равномерные структуры;  

3. решетка ),пк(M  всех групповых топологий на группе )(G , в каждой 
из которых топологическая группа является предкомпактной группой. 

Доказательство. Пусть 1 , дн.2 M . Если 1  и 2  - некоторые базисы 
окрестностей единицы в топологических группах )),(( 1G  и )),(( 2G , 
соответственно, которые состоят из нормальных делителей группы )(G , то из 
доказательства утверждения 5 теоремы XII.4 следует, что 

},{sup},{sup 2121 
н.дMM  . 

Кроме того, из теоремы XII.5 следует, что совокупность 
},|{ 21  UVUV  является базисом окрестностей единицы в 

топологической группе }),{inf,( 21 MG . Поскольку произведение VU   двух 
нормальных делителей U  и V  является нормальным делителем, то 

дн21 },{inf .M M .  
Тогда, так как MM . дн , то 

дн
inf},{inf 21 .MM  . 

Этим утверждение 1. доказано. 
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Пусть 1 , ср.2 M . Если 1  и 2  - некоторые базисы окрестностей 

единицы в топологических группах )),(( 1G  и )),(( 2G , соответственно, 
которые состоят из нормальных делителей группы )(G , то из доказательства 
утверждения 5 теоремы XII.4 следует, что },{sup},{sup 2121 р.с

 MM  . 
Кроме того, из следствия XII.6 и теоремы XII.5 следует, что совокупность 

},|{ 21  UVUV  является базисом окрестностей единицы в 
топологической группе }),{inf),(( 21 MG .  

Покажем, что в топологической группе }),{inf),(( 21 MG  левая и правая 
равномерные структуры совпадают. 

В самом деле, если },|{ 2100  UVUVUVW , то существуют 

такие окрестности единицы 11 V  и 21 U , что 0
1

1 UgUg    и 

0
1

1 VgVg    для любого элемента Gg . Тогда 

},|{ 21111  UVUVUVW  и   1
11

1
1 )( gVUggWg  

000
1

1
1

1 )()( WVUgVggUg    для любого элемента Gg , и 
значит, ср.21 },{inf MM  . 

Тогда, так как MM р.с , то 
р.с

inf},{inf 21 MM  . 
Этим утверждение 2. доказано. 
Если теперь 1 , пкM2 , то из доказательства утверждения 4 теоремы 

XII.3 следует, что },{sup},{sup 2121 пк
 MM  . 

Кроме того, из определения III.12 следует, что всякая групповая  
топология, которая слабее некоторой предкомпактной топологии сама является 
предкомпактной топологией, и значит, пкMM },{inf 21  . 

Тогда, так как MMпк  , то 
пк

inf},{inf 21 MM  . 
Этим утверждение 3 доказано, и значит, теорема полностью доказано. 

Теорема XII. 8. Если для группы )(G  задана такая решетка ),(   
групповых топологий, что для любых двух топологий 21,   выполняется, 

утверждение 3, указанное в теореме XII. 5 и },{sup},{sup 2121  M , то 
решетка ),(   является модулярной. 

Доказательство. Пусть 321 ,,   - такие групповые топологии, что 

12   , и пусть 321 ,,   - базисы окрестностей единицы в топологических 

группах )),(( 1G , )),(( 2G  и )),(( 3G , соответственно. 
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Так как },{inf 311    и, согласно условию теоремы, 21   , то (см. 
А.13) }},{inf,{sup 3121   . Кроме того, так как 232 },{sup    и 

},{inf},{sup 31332    , то  },{sup 32  },{inf,{sup 312   . Тогда 
 }},{sup,{inf 321   }},{inf,{sup 312   . 

Для завершения доказательства теоремы осталось проверить, что 
 }},{sup,{inf 321  }},{inf,{sup 312   .  

Так как любая групповая топология единственным образом определяется 
множеством всех окрестностей единицы, то достаточно проверить, что любая 
окрестность единицы в топологической группе }}),{sup,{inf),(( 321  G  
будет окрестностью единицы и в топологической группе 

}}),{inf,{sup),(( 312  G . 
Итак, пусть W  - произвольная окрестность единицы в топологической 

группе }}),{sup,{inf),(( 321  G . Так как, согласно условию теоремы, 
топологии 1  и },sup{ 32   удовлетворяют утверждению 3 теоремы XII. 5, то 
существуют такие окрестности 1V  и U  единицы в топологических группах 

)),(( 1G  и }),{sup),(( 32 G , соответственно, что WUV 1 .  
Тогда (см. теоремы В.17 и I.6) существуют такие окрестности 22 V  и 

33 V , что UVV 32  , и значит, WVVV  )( 321  .  

Существует такая окрестность 22 ' V , что 22
1

2 ')'( VVV  , и так как 

21   , то существует такая окрестность 11 ' V , что '' 211 VVV  . 
Если теперь )'(' 312 VVVd   , то существуют такие элементы '1Va   и 

3Vb , что bad  . Тогда 22
1

22
1

1
1 ')'(')'( VVVVVdab   , и 

значит, 23 VVb  . Тогда WVVVbaebad  )()( 231  . Из 
произвольности элемента )'(' 312 VVVd    следует, что WVVV  )'(' 312  . 

Так как множество )'(' 312 VVV   является окрестностью единицы в 
топологической группе }},{inf,{sup),(( 312  G , то и множество W  будет 
окрестностью единицы в топологической группе }},{inf,{sup),(( 312  G . 

Итак, мы доказали, что любая окрестность единицы в топологической 
группе }},{sup,{inf 321    будет окрестностью единицы в топологической 
группе }}),{sup,{inf),(( 321  G , и значит, 

 }},{sup,{inf 321  }},{inf,{sup 312   .  
Так как обратное неравенство было доказано раньше, то 

 }},{sup,{inf 321  }},{inf,{sup 312   . 
Этим теорема полностью доказана. 
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Теорема XII. 9. Если для группы )(G  задана такая полная решетка 
),(   групповых топологий, что дискретная топология принадлежит 

множеству  , то для любой топологии 0  в решетке ),(   имеется такой 
коатом *  (см. А.17), что *0   .  

Доказательство. Если '  - дискретная топология на группе )(G , то 
рассмотрим множество }'{\'  . Тогда, легко заметить, что любой 
максимальный элемент (см. А. 13) в частично упорядоченном множестве 

),'(   является коатомом в решетке ),(  , и, согласно теореме 
Куратовского-Цорна (см. А.14) достаточно доказать, что для любого линейно 
упорядоченного подмножества ),'(),( C  во множестве ),'(   имеется 
такой элемент d , что cd   для любого элемента Cc . 

Итак, пусть ),(),'(),( C  и ),( C  является линейно  
упорядоченным множеством. Так как ),(   является полной решеткой, то 
существует Csup . 

Покажем, что 'sup  C , т.е., что Csup  не является дискретной 
топологией. Так как ),'(),( C , то множество C  не содержит 
дискретную топологию 1 . 

Если U  - произвольная окрестность единицы в топологической группе 
)sup),(( CG  , и   - множество всех топологий на множестве G  то, из того, 

что ),(),'(   следует, что CC   supsup , и значит, U  будет 
окрестностью единицы в топологической группе )sup),(( CG  . 

Тогда, согласно теореме В. 17, существует такое конечное подмножество 
Cn },{ 1   , и для каждого натурального числа ni 1  существует такая 

окрестность iU  единицы в топологической группе )),(( iG  , что 
n

i
iUU

1
 . 

Так как множество ),( C  является линейно упорядоченным множеством, 
то во множестве },{ 1 n   имеется наибольший элемент, и пусть n  будет 
этим наибольшим элементом. Тогда каждого натурального числа ni 1  
множество iU  будет окрестностью единицы в топологической группе 

)),(( nG  , и значит, U  будет окрестностью единицы в топологической группе 
)),(( nG  .  

Так как множество C  не содержит дискретную топологию, то 
топологическая группа )),(( nG   не является дискретной группой, и значит, 

}{eU  .  
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Из произвольности окрестности U  следует, что 'sup  C , и поскольку 
 Csup  для любой топологии C , то мы доказали, что для любого 

линейно упорядоченного подмножества ),'(),( C  во множестве ),'(   
имеется такой элемент d , что cd   для любого элемента Cc . 

Тогда, согласно теореме Куратовского-Цорна (см. А.14), в решетке ),(   
для любой топологии 0  имеется такой коатом *  (см. А.17), что 

*0   . 
Этим теорема полностью доказана. 

Теорема XII. 9. Если ),(   - такая решетка групповых топологий на 
группе )(G , что для каждой топологии   топологическая группа )),(( G  
обладает конечным базисом )(  окрестностей единицы, то эта решетка 
является антиизоморфной (см. А.18) решетке ),(   всех нормальных 
делителей группы )(G  (см. Б.6). 

Доказательство. Если   то из конечности множества )(  и 
утверждения 3 теоремы II.5 следует, что множество 

)(
)(







V
VN  является 

открытым нормальным делителем группы )(G , и значит )(N . 
Тогда совокупность )}({ N  является базисом окрестностей единицы в 

топологической группе )),(( G , и значит, можем считать, что )}({)(  N . 
Если каждой групповой топологии   поставим в соответствии 

нормальный делитель )(N , то мы определим отображение N .  
Покажем, что ),(),(:   является антиизоморфизмом. 
В самом деле, пусть 21,  и 21   . Так как любая групповая 

топология определяется единственным образом любым базисом окрестностей 
единицы, то )}({)}({ 21  NN  , и значит, )()( 21  NN  , т.е. отображение 

:  является инъективным. 
Если теперь, N , то (см. пример V.3.1) совокупность }{N  задает на 

группе )(G  такую групповую топологию N , для которой совокупность }{N  
является базисом окрестностей единицы. Тогда N , причем NN )( . 
Из произвольности N  следует, что отображение :  является 
сюръективным, и значит, :  является биекцией. 

Пусть теперь 21,  и 21   . Тогда )( 1N  будет окрестностью 
единицы в топологической группе )),(( 2G , и, так как совокупность )}({ 2N  
является базисом окрестностей единицы в топологической группе )),(( 2G , то 

)()( 12  NN  , и значит, )()( 12  NN  . 
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Если теперь 21,  и )()( 12  NN  , т.е. )()( 12  NN  , то, )( 1N  
будет окрестностью единицы в топологической группе )),(( 2G , и значит,  

21   .  
Итак, мы доказали, что отображение ),(),(:   является 

антиизоморфизмом. 
Этим теорема полностью доказана. 

Следствие. XII. 11. Если )(G  - конечная группа, то решетка всех 
групповых топологий на группе )(G  антиизоморфна решетке всех нормальных 
делителей группы )(G . 

Теорема. XII. 12. Если счетная группа )(G  допускает групповую 
топологию 0 , в которой топологическая группа )),(( 0G  не имеет конечный 
базис окрестностей единицы, то решетка )(M,  всех групповых топологий на 
группе )(G  содержит подрешетку, которая изоморфна решетке всех 
действительных чисел с обычным порядком. 

Доказательство. Пусть   - некоторый базис окрестностей единицы в 
топологической группе )),(( 0G , и 




V
VN . Тогда, согласно утверждению 3 

теоремы II.5, множество N  является замкнутым нормальным делителем, и 
согласно теореме VIII.9, топологическая группа NG /)),(( 0  будет отделимой 
топологической группой. 

Если NGGf /)),(()),((: 00    - канонический гомоморфизм, то 
совокупность }|)({  VVf  будет базисом окрестностей единицы в 
топологической группе NG /)),(( 0 , и так как топологическая группа 

)),(( 0G  не имеет конечный базис окрестностей единицы, то N  не является 
открытым множеством в топологической группе )),(( 0G . 

Тогда топологическая группа NGG /)),(()),(( 00    является 
отделимой и недискретной группой. Согласно теореме V.4, группа 

NGG /)()(   допускает такую групповую топологию 1 , что топологическая 
группа )),(( 1G  является недискретной и обладает счетным базисом 
окрестностей единицы. 

Из доказательства теоремы VI.15 следует, что для любого действительного 
числа r  в группе NGG /)()(   существует такая групповая топология r , 
что 

21 rr    тогда и только тогда когда 21 rr  , причем 
21 rr    тогда и только 

тогда, когда 21 rr  .  
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Если NGGGf /)()()(:   - канонический гомоморфизм (Б.11), и 
для каждого действительного числа r  обозначим через r  прообраз топологии 

r  относительно гомоморфизма f , то, согласно теореме VIII.4, топология r  
будет групповой топологией на группе )(G .  

Кроме того, легко заметить, что 
21 rr    тогда и только тогда, когда 

21 rr   , причем 
21 rr    тогда и только тогда, когда 21 rr   и значит, 

21 rr    

тогда и только тогда когда 21 rr  , причем 
21 rr    тогда и только тогда, когда 

21 rr   . 
Так как всякое линейно упорядоченное множество является решеткой, то 

множество )},|({  числоьноедействителrr  будет решеткой, причем 
она является изоморфной решетке действительных чисел с обычным порядком. 

Для завершения доказательства теоремы осталось проверить, что решетка 
)},|({),(  числоьноедействителrr  является подрешеткой 

решетки )(M, . 
В самом деле, так как ),(  (M,)  и ),(   является линейно 

упорядоченным множеством, то 
21 rr   , или 

21 rr    для любых топологий 

1r
 , 

2r
 ,. Будем считать, для определенности, что 

21 rr   . Тогда 

},{inf},{inf
21121 rrrrr  M  и },{sup},{sup

21221 rrrrr  M . 
Этим теорема полностью доказана. 
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