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Le codage des arbres binaires

Vicentiu Vajnovszki

1 Introduction

Les arbres sont principalement la structure de donnée utilisés pour
stocker des données ordonnées et d’apres Knuth la plus impor-
tante structure non-linéaire intervenant dans l'informatique. Ils sont
tres utilisés dans tous les domaines, parce que bien adaptés a la
représentation naturelle d’information organisée homogene, et d’une
grande rapidité et commodité de manipulation. On trouve cette struc-
ture dans tous les domaines de I'informatique, que ce soit par exemple
en compilation (arbres syntaxiques pour représenter les expressions ou
productions possibles d'un langage), en imagerie (les arbres quater-
naires), en algorithmique (par exemple elle est le support de méthodes
de tris ou de gestion d’information en tables) ou encore dans les do-
maines de l'intelligence artificielle (arbres de jeux, arbres de décisions,
de résolution etc.). Les arbres sont constitués des neuds (ou neuds
internes) et des feuilles (ou neeuds externes). Un arbre est soit vide
soit il a une racine qui a un ou plusieurs fils qui sont récursivement
des arbres. Un arbre binaire a la popriété suivante : chaque nceud
(interne) a exactement deux fils, le fils gauche et le fils droit. Dans ce
papier nous allons nous restreindre aux arbres binaires ordonnés, ori-
entés, qui soront appelés brievement arbres. Voir [10] et [11] pour
détaills sur le traitement des arbres. Le nombre des différents ar-
bres avec n nceuds est donné par le bien connu nombre de Catalan
i ¢ = (2n)!/n!(n + 1)! Plusieurs algorithmes combinatoires donnent
des méthodes pour énumérer tous ces arbres. Dans ce cas il est avan-
tageux d’avoir quelques représentations concises des arbres. Une sit-
uation idéale est d’avoir une bijection entre une suite de longueur n
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(ou 2n) et les ¢, arbres avec n noeuds. Heureusement il y a plusieurs
méthodes de codage. Le sujet de cette article est leur passage en revue.

2 Le codage

Supposons que 'on veuille générer des données pour tester un pro-
gramme qui travaille sur des arbres et que I'on dispose d’une bijection
entre certaines suites et les arbres de taille n. Alors, une solution con-
siste a générer aléatoirement une telle suite, qui peut étre une tache
plus facile que de générer effectivement 'arbre, puis d’appliquer cette
bijection pour créer I'arbre sur lequel le programme sera testé. Une
autre aire d’applications peut étre la compression des arbres : si 'on
veut stocker des arbres de grande taille, on peut leurs associer un entier
ou une suite qui code l'arbre et qui sera stocké a la place de ’arbre.
Cette méthode devient efficace si les données sont stockées longtemps
et l'acces aux données se fait rarement. Le procesus de codage doit
satisfaire certains desiderata. Premiérement la représentation des ar-
bres par des suites doit étre bijective: a chaque arbre correspond une
unique suite et réciproquement. Deuxiemement il faut avoir une car-
acterisation des suites qui sont les codes de certains arbres de ceux qui
ne le sont pas. Troisiemement il faut que 'on dispose d’un procédé
efficace pour passer d’un arbre a son code et vice versa. Considérons
un arbre a n nceuds. La structure de 'arbre engendre un ordre, ap-
pelé ordre symétrique pour les nceuds, en respectant le procédé récursif
suivant : on traverse d’abord en ordre symétrique le sous-arbre gauche,
on visite la racine, puis on traverse en ordre symétrique le sous-arbre
droit. La figure 1 montre un arbre ou les noeuds ont été étiquetés en
ordre symétrique.
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Figure 1

Une autre fagon de parcourir un arbre est le préordre: on visite
d’abord la racine, on traverse en préordre le sous-arbre gauche, puis
on traverse en préordre le sous-arbre droit. Parce que les noeuds in-
ternes d’un arbre déterminent complétement sa structure, ses feuilles
seront considérées seulement si elles sont essentielles pour le codage en
question. Considérons maintenant le schéma général pour construire
le code. Soit un arbre avec n noeuds. Nous associons a chaque noeud
interne ou chaque feuille ou & tous les deux une étiquette (qui est un
entier ou une lettre). Les méthodes de codage different par le choix
de ces étiquettes. En traversant les nceuds de l'arbre (les étiquettes)
dans un ordre spécifique on obtient un n-tuple. Dans la plupart des
applications ce n-tuple est suffisant. Pourtant parfois on a besoin de
transformer le n-tuple en nombre entier. Cette conversion s’appelle
rang et 'opération inverse s’appelle rang inverse. Une suite s’appelle
faisable pour une certaine méthode de codage si elle représente un arbre
avec cette méthode. Il existe quelques exceptions au schema général
décrit ci-dessus. Premierement il existe des techniques pour passer d’un
arbre a son rang (un entier) et vice versa sans passer par son code (qui
est une suite); une telle méthode est présentée en [29]. D’autre part
il existe des méthodes qui utilisent deux traversées de l’arbre : une
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pour étiqueter les nceuds et/ou les feuilles et une autre pour lire ces
étiquettes. Dans la section 3.3 on présente plusieurs permutations des
arbres qui utilisent différents types de traversée. Une autre exception
est le codage basé sur la rotation des arbres qui sera présenté dans la
section 5. A la fin de cette section on va présenter plusieurs notations
nécessaires en suite. Si w est le nceud d’un arbre alors son sous-arbre
gauche (resp. droit) sera noté par gauche(u) (resp. droit(u)). Le
nombre des noeuds de 'arbre T est noté par taille(T).

3 Codages basés sur permutations

Dans cette section on présentera les différents codages basés sur les
permutations et la possibilité de caractériser de fagon unique un arbre
par deux traversées consécutives en deux ordres différents. Le fait
de traverser deux fois I’arbre et I’espace nécessaire pour indiquer les
deux ordres de traversées font que les codages basés sur la permutation
sont moins efficaces que les autres codages qui seront décrits plus tard.
Pourtant leur étude a un certain intérét théorique.

3.1 Permutations d’arbres

Un codage simple peut étre obtenu en étiquetant les nceuds par leur
occurrence en ordre symétrique et en lisant les étiquettes en préordre.
La suite d’entiers obtenue s’appelle permutation d’arbres [12].

La permutation d’arbre qui correspond a I’arbre de la figure 1 est :
(41326578). La permutation d’arbre peut étre obtenue dans une seule
traversée si pour chaque nceud on connait la taille de chaque sous-arbre.
L’item x; du code qui correspond au noeud ¢ (le iéme nceud en préordre)
est :

taille(gauche(i)), si i est la racine
p; — taille(droit(i)), si i est fils gauche

p;i — taille(gauche(i)), si i est fils droit
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ou p; dénote l'item qui correspond au parent du nceud i. Les per-
mutations d’arbre ont une caractérisation assez simple : une permu-
tation d’entiers © = (z1,2, ..., o)) est une permutation d’arbre si et
seulement si il n’existe pas une sous-suite z;x;x) de x telle que z;z;x)
[12]. Etant donnée une permutation d’arbre (1,2, ..., Zy), comment
on peut construire I'arbre correspondant ? La construction se base sur
les observations suivantes. Premierement, x; est ’étiquette de la racine.
Deuxiemement les 21 — 1 items suivants forment le code du sous-arbre
gauche. Et troisiemement, le code du sous-arbre droit est formé avec
les items restants ayant ajouté x; — 1 a chacun d’entre eux.

3.2 Séquence de ballottage

Les permutations d’arbres peuvent étre représentées aussi par les
tableaux d’inversions leur correspondant. Soit (x1,x2, ..., Z,) une per-
mutation d’arbre. On définit son tableau d’inversion (y1,y2, ..., Yn) par
: y; est le nombre d’items de (z1, z2, ..., ) plus grands que i et situés
a sa droite, pour ¢ = 1,2,...,n. Les éléments du tableau d’inversion
satisfont 0 < y; < n—1et y; > y;y1 pour i@ = 1,2,...,n. De plus y;
est toujours 0. Ce type de tableau d’inversion (associé a une permu-
tation d’arbre) s’appelle séquence de ballottage [23]. La séquence de
ballottage de I’arbre de la figure 1 est : (64442210). Pour I’étymologie
de 'expression considérons une permutation d’arbre p et une pile vide.
On peut trier les items de p par deux opérations : (1) mettre l'item
suivant dans la pile, et (2) transférer 1’élément du haut de la pile vers
la sortie. Ces opérations sont d’habitude notées par S et X respective-
ment. Pendant le processus de tri le nombre d’opérations X n’excede
jamais le nombre d’opérations S. L’opération ressemble au comptage
des voix ol on a deux candidats S et X, et X n’a jamais la majorité
pendant le comptage [24].

3.3 Paire de permutations

Dans la sous-section 3.1 on a présenté la permutation d’arbres ou les
nceuds ont été étiquetés par leur occurrence apres une traversée en
préordre et lus pendant une traversée en ordre symétrique. Ce type
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de codage peut étre généralisé a d’autres paires de type de traversée
[9]. On peut caractériser les traversées par les notations suivantes

r signifie la racine, G et R le sous- arbre gauche et droit. Donc
GrD est la traversée en ordre symétrique et rG'D signifie la traversée
en préordre et la traversée GDr (sous-arbre gauche, sous-arbre droit,
racine) s’appelle postordre. 1l existe 6 types de traversées correspon-
dants aux 3! permutations des trois lettres. Les traversées DrG, rDG
, DGr s’appellent ordre symétrique inverse, préordre inverse et postor-
dre inverse respectivement. La permutation d’arbre présentée dans la
sous-section 3.1 est obtenue par la paire [GrD, rGD]. 1l existe 6x6=36
paires de permutations, et les paires de traversée qui établissent une
correspondance entre les arbres et une permutation des n premiers en-
tiers s’appellent classe non-dégénérée. Knuth a montré qu'une classe est
non-dégénérée si exactement un ordre de visiter (d’étiqueter ou de lec-
ture) est en ordre symétrique, donc il existe 16 classes non-dégénérées.
Trojanovski a étudié la paire de permutations [rGD,GrD] et la permu-
tation [rGD,GrD]| de 'arbre de la figure 1 est : (32416578).

4 Codage suivant le chéma général

4.1 Suite de niveaux

On définit le niveau de la racine d’un arbre par 0, et si un noceud a
le niveau k ces fils auront le niveau k£ + 1. En parcourant les feuilles
de I'arbre de gauche a droite, les nombres de niveaux des feuilles for-
ment une suite appelée suite de niveaux [25]. La suite de niveaux de
larbre de la figure 1 est : (244333344). Les suites de niveaux ont
quelques propriétés intéressantes. Soit x = (z1,x9, ..., T,) une suite de
niveaux et ry_1 = xp = ¢ la paire la plus & gauche (resp. a droite)
d’entiers ayant la méme valeur. La réduction a gauche (it resp. a
droite) est le processus qui cosiste a remplacer la suite initiale par
x = (r1,22,...,Ti—1,q, Tit1,.--,Ty). Une suite d’entiers de longueur
n + 1 est la suite de niveaux d’un arbre de taille n si et seulement si
apres n réductions a gauche ou a droite la suite se réduit au seule en-
tier 0. Une autre propriété intéressante (et assez intuitive) des suites
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de niveaux est que la somme de 27% pour ¢ = 1,...,n vaut 1. Cette
propriété est nécessaire pour caractériser les suites de niveaux, mais
elle n’est pas suffisante.

4.2 Suite de Zaks

Avec la méthode de Zaks, on étiquette les feuilles avec 0 et les noeuds
avec 1. Lisant ces étiquettes en préordre, on obtient une suite de
longueur 2n+1 (n fois 1 et n+1 fois 0). Parce que la derniére étiquette
lue est toujours 0 elle peut étre tée de la suite. La suite de Zaks de
larbre de la figure 1 est : (1101100011001010). Une suite composée
de n zéros et n uns est la suite de Zaks d’un arbre si et seulement
si dans chaque préfixe il y a au moins autant de uns que de zéros.
Donc, trouver les suites de Zaks de longueur 2n revient a trouver les
solutions du probleme de la queue : 2n personnes font la queue de-
vant un guichet, n d’entre eux ayant des pieces d’un franc et les autres
n personnes ayant des pieces de deux francs. Les billets cotent un
franc chacun. Au moment de 'ouverture il n’y a pas de pieces dans
la caisse. Combien de fagons d’ordonner la queue y a-t-il pour que la
caisse puisse rendre la monnaie & chacun ? Si dans une suite de Zaks on
remplace les 1 par le symbole ‘o’ et les 0 par le symbole ‘0’on obtient
la représentation préfixée polonaise de I'arbre. Pour I’arbre de la figure
1 cette représentation est : oo 0o o000 o o0 o 0o O. Les suites de
Zaks ont une autre caractérisation intéressante : déduisant dans une
suite de Zaks la configuration 10 autant de fois qu’il est possible, on
arrive a une suite vide.

4.3 P-suite

Une autre fagon de coder les arbres est la P-suite (x1,x9, ..., 2,) ou z;
est le nombre des noeuds lus avant la feuille 4, parcourant I'arbre en
préordre. La P-suite peut-étre obtenue a partir de la suite de Zaks
associée a I’arbre : si pour chaque O on compte le nombre des o qui le
précedent dans la suite de Zaks on obtient la P-suite correspondant a
Parbre. La P-suite de 'arbre de la figure 1 est : (244466788). Les suites
faisables sont facile a caractériser. Il est clair que si (21, x2, ..., 2,) est
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la P-suite d'un arbre alors z; < x;41 pourt=1,2,...n —1 et 1 = n.
De plus, z; > i est vérifiée pour ¢ = 1,2,...,n. Ces trois conditions
ensemble sont nécessaires et suffisantes qu’un n-tuple soit une P-suite.

4.4 Deux codages asymétriques

Dans cette sous-section on présente deux codages qui sont asymétriques
dans le sens que 'on considere seulement les sous-arbres gauches pour
obtenir le code. Naturellement, il existe une contrepartie droite que l'on
omettra. Les deux méthodes de codages présentées ci-dessous peuvent
étre réalisées dans un seul parcours de I’arbre si pour chaque nceud on
connait la taille du sous-arbre gauche dont il est la racine.

4.4.1 L-suite

On étiquette les feuilles d’un arbre par 1 et les noeuds par la taille
du sous-arbre dont il est la racine (autrement dit, par la somme des
étiquettes de leurs fils). Lisant ces étiquettes en préordre, mais unique-
ment pour la racine et pour les noeuds qui sont fils gauche, on ob-
tient la L-suite de l'arbre [15]. La L-suite de 'arbre de la figure 1 est

(941212111). Un arbre de taille n aura la L-suite un (n + 1)- tu-
ple. Si (x1,x9,...,Zn, Tnt1) est la L-suite d’un arbre de taille n alors
cxp=n+letsi0O< k<i<k+uxalorsi+x; < k4 xp pour
1 =1,..n — 1. Cette condition est nécessaire et suffisante pour qu’un
n-tuple soit une L-suite.

4.4.2 Suite de poids

Une autre codage asymétrique est la suite de poids qui est obtenue en
lisant en ordre symétrique les nceuds apres qu’ils aient été étiquetés
chacun avec le nombre de feuille de son sous-arbre gauche [16]. La
suite de poids de l'arbre de la figure 1 est : (112412119). La suite de
poids peut étre obtenue en parcourant de gauche a droite les feuilles de
I’arbre apreés que chacune ait été étiquetée avec le nombre de feuilles
du sous-arbre dont elle est la derniere feuille. Soit (x1,x2, ..., Z,) une
suite de poids. Pour chaque nceud j situé dans la sous-arbre gauche
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du nceuds 7 on a : i —x; < j — x;. Cette condition est une condition
nécessaire et suffisante.

5 Codage basé sur rotations

Une rotation est une transformation qui change un arbre dans un autre
arbre comme suit : si un noeud v est le fils gauche d’un nceud u alors la
rotation a droite transforme u dans le nouveau fils droit de v, ’'ancien
fils droit de v (sl existe) devient le fils gauche de u et 'ancien parent
de u (8’1l existe) devient le nouveau parent de v. La rotation a gauche
transforme 1’arbre ainsi obtenu dans l’arbre d’origine (voir la figure 2).

Figure 2

Dans un arbre on peut appliquer la rotation a droite (resp. gauche)
pour chacun de ses nceuds qui ont un fils gauche (resp. droit) autre
qu'une feuille. Le codage basé sur rotations compte dans une suite
d’entiers le nombre de rotations nécessaires pour passer d’un arbre
fixé a cet arbre. On note par w l'arbre ou chaque noeud a comme
fils droit une feuille et il sera choisie comme l'arbre fixe. La suite
(21,2, ..., x,) d’entiers s’appelle suite de rotations [35] pour un arbre,
s’il peut étre obtenu a parti de w en lui faisant subir les transformations
suivantes: x, rotations a droite au nceud de niveau n — 1, dans l'arbre
ainsi obtenu z,,_1 rotations & droite au nceud de niveau n — 2, ... ,
dans ’arbre obtenu a ’étape précédente xq rotations a droite au noeud
de niveau 0 (la racine). L’arbre de la figure 1 a la suite de rotations :
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(30001011). La suite (x1,x2,...,x,) est la suite de rotation d’un arbre
sizj+xj41+...+x, <n—j, pour j =1,..,n. Cette condition est
nécessaire et suffisante pour qu’une suite soit une suite de rotation.

6 Codages avec quatre letters

On aura remarqué qu’a une exception pres tous les codes présentés
jusqu’ici sont des suites ayant comme items des entiers qui dépendent
de la taille de ’arbre codé. Dans cette section on présentera des codages
ou les items peuvent prendre 4 valeurs. Avec la relation 3" < ¢, < 4™
(cy, est le nombre des arbres avec n noeuds) on peut déduire que quatre
est le nombre minimal d’items qu’on peut utiliser pour coder les arbres
avec des suites de longueur la taille de I'arbre.

6.1 1l’rr’-suite

Dans ce codage on étiquette la racine par r et les fils d’un nceud sont
étiquetés selon les regles suivantes :

nceud fils gauche fils droit

r U r
r l r
l l r
l/ ll T/

Le code d’un arbre, appelé [I'rr'-suite [18], est obtenu en lisant de
gauche a droite les feuilles ainsi étiquetées, donc l'arbre de la figure
1 aura le code : (I'lrr'U'r'U'l'r). 1l faut observer que l'arbre doit étre
parcouru une seule fois en étiquettant tous les noeuds et feuilles ren-
contrées. Pourtant, le code peut étre obtenu en parcourant uniquement
les feuilles de gauche a droite si pour chaque feuille on dispose de deux
informations : 1) la feuille est un fils gauche ou fils droit de son par-
ent et 2) le nombre ch(i), des changements de direction dans I'unique
chemin qui meéne de la racine de l'arbre a la feuille ¢. On va noter x;
Iétiquette de la feuille i et g(i) (resp. d(i)) si la feuille i est le fils
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gauche (resp. droite) de son parent. L’étiquette x; de la feuille ¢ est
donnée par les quatre regles suivantes [18] :

r si d(7) et ch(i) mod 4=0 ou 3,
r’ si d(i) et ch(i) mod 4=1 ou 2,
[ sig(i) et ch(i) mod 4=2 ou 3,
I' si g(i) et ch(i) mod 4=0 ou 1,

ou = mod y signifie le reste de la division de = par y.

Pour caractériser les [I'rr’-suite on défini les réductions : la trans-
formation de la configuration : I'r en r, Ir en I, Iv/ en 7/, I'r' en I’ est
appelée réduction. Un ll'rr’-suite (x1, 23, ..., 2,,) est le code d’un arbre
si apres n — 1 réductions la suite se réduit a la suite avec une seule
lettre : r. Cette condition est nécessaire et suffisante.

6.2 lrud-suite

Ce codage a été introduit dans [4] en mettant en bijection les arbres
binaires et les chemins du demi-plan gauche qui commencent et qui
s’achevent toujours sur 'axe des x. Le chemin est décrit par une suite
composée des lettres : u (up), d (down), [ (left) et r (right).

-y
(I-r)

Figure 3
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Dans un arbre chaque nceud, sauf la racine, peut vérifier I'un des
quatre cas suivants :

- étre fils droit ayant une feuille comme frére gauche (figure 4.a), il
sera étiqueté avec u;

- étre fils gauche ayant une feuille comme frere droit (figure 4.b),
il sera étiqueté avec d;

- étre fils droit ayant un nceud comme frére gauche (figure 4.c), il
sera étiqueté avec r;

- étre fils gauche ayant un noeud interne comme frére droit (figure
4.c), il sera étiqueté avec .

Figure 4

En lisant en préordre les étiquettes ainsi obtenues on obtient une
suite qui s’appelle udlr-suite. La [rud-suite de 'arbre de la figure 1 est
. (ludrlru) La caractérisation d’une udlr-suite ressemble a celle d’une
suite de Zaks : dans chaque préfixe d’'une udlr-suite il y a au moins
autant de [ que de r et le nombre total des [ est égal a celui des r (il n’y
a pas de restriction sur les u et d). Cette condition est une condition
nécessaire et suffisante.
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7 Conclusions

On a présenté plusieurs méthodes pour représenter la structure d’un
arbre, sans privilégier une certaine méthode pour une application
spécifique. Généralement un critere de sélection n’existe pas. Certains
codages exprime mieux que d’autres certaines propriétés des arbres et
le choix du codage peut étre essentielle. Si la simplicité du codage est
recherchée alors on peut choisir ceux présentés dans les sections 4 et 6.
Si le critere est de minimiser 1’espace mémoire pour la représentation
des arbres alors les méthodes présentées dans la section 6 semblentles
meilleures, et si on veut que 'ordre lexicographique induise un ordre
naturel sur les arbres alors on utilisera les codages présentés dans la
section 4. Le codage de Zaks et par L-suites peuvent étre généraliser
naturellement pour les arbres k-aires, les ll'rr’-suites pour les arbres
neuronaux et les [rud-suites pour les arbres binaires non-ordonnés [31].
Enfin pour les codages présentés dans les sections 4, 5, 6 on dispose
d’algorithmes de génération, de rang et de rang inverse efficaces. Le
plus performant d’entre eux est ce qui utilise la suite de poids comme
codage [16], en dépensant en moyenne 4/3 comparaisons par arbre
généré (donc indépendant de la taille des arbres). Avec les suites de
rotations on dispose d’algorithmes de génération sans boucle ([3], [14]),
ou dans le pire des cas le temps nécessaire pour passer d’une suite a
la suite suivante est inférieure a une constante donnée. L’avantage de
cette algorithme par rapport a un algorithme de complexité moyenne
constante est que lorsqu’on implémente 'algorithme sur une machine
avec des circuits séquentiels synchrones il faut compter sur le pire des
cas.
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